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摘　要：图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的一个支配集ＤＶ是一个顶点子集，使得图中每一个顶点要么在Ｄ中，要么至少与Ｄ中
的一个顶点相连。连通支配集问题是找到一个顶点数最小的支配集Ｓ，并且Ｓ的导出子图Ｇ［Ｓ］是连通图。该问
题是一个经典的ＮＰ难问题，可应用于连通设施选址、自适应网络等领域。针对无向图中连通支配集问题，仔细
分析该问题的图结构性质，挖掘出若干有效的约简规则和分支规则，设计了一个分支搜索算法，并采用了测量治

之方法分析算法的运行时间，最终得到了一个运行时间复杂度为Ｏ（１．９３ｎ）的精确算法。
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（１．９３ｎ）ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．
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０　引言

ＮＰ和ＮＰ完全的概念是Ｃｏｏｋ［１］于１９７１年提出来的，自提
出后ＮＰ理论得到广泛研究。当 Ｐ≠ＮＰ时，ＮＰ完全问题不存
在多项式时间算法。对于许多 ＮＰ难问题，Ｉｍｐａｇｌｉａｚｚｏ等人［２］

证明不存在亚指数时间算法。此外，这些问题没有或很难获得

近似算法。例如，著名的３ＳＡＴ问题，要么为真要么为假，采用
近似算法求解毫无意义。在Ｐ＝ＮＰ这个目前被广泛认为不大
可能的结果出现之前，要得到ＮＰ难问题的准确解只能采用精
确算法［３］。

非平凡精确算法的历史可以追溯到１９６２年，Ｈｅｌｄ等人［４］

对ＴＳＰ（ｔｒａｖｅｌｉｎｇｓａｌｅｓｍａｎｐｒｏｂｌｅｍ）设计了运行时间为Ｏ（２ｎｎ２）
的动态规划算法（其中ｎ为图中的顶点数），这也是该问题迄今
为止最快算法之一，该问题是否存在运行时间为Ｏ（１．９９ｎ）的
算法已经成为计算理论中一个著名的公开难题。另一个著名

问题是最大独立集问题（ｍａｘｉｍｕｍｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ），
１９７７年Ｔａｒｊａｎ等人［５］提出了运行时间为 Ｏ（２ｎ／３）的最大独立
集算法。经过一系列学者的研究，１９８６年 Ｒｏｂｓｏｎ［６］将该问题
运行时间的上界改进到 Ｏ（２０．２７６ｎ），目前该问题的运行时间被
改进到Ｏ（１．１９９６ｎ）［７］，然而将这个上界改进到１．２ｎ以下用
了３０多年。对于不同的 ＮＰ难问题，目前已知的精确算法的
时间复杂度之间差距较大，如前所提及到 ＴＳＰ问题和最大独

立集问题。那么在时间复杂度较差的各种问题之间是否存在

联系，或者当解决某个 ＮＰ难问题是否有助于其他 ＮＰ难问题
的解决，或者是否可以以某种方式对经典ＮＰ完全问题进行分
类后预测较差时间复杂度的算法最好能有多好，这些都是需要

考虑的问题，有助于更好地认识ＮＰ完全问题的计算复杂性。
对于支配的概念，１９６２年 Ｃｌａｕｄｅ［８］首次描述了现代图的

支配概念。同一年，Ｏｒｅ［９］第一次在文献中使用了支配集
（ｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔ）这个术语。支配集包括顶点支配集和边支配
集，与此同时，支配集问题包含顶点支配问题和边支配问题。

最小顶点支配集问题（ｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ）是一个经典的
ＮＰ难问题［１０］，２００４年 Ｆｏｍｉｎ等人［１１］设计了运行时间为 Ｏ

（１．９３７８ｎ）的精确算法，第一次突破了２ｎ这个平凡时间界，对
于该问题目前已知的最佳精确算法的运行时间是 Ｏ

（１．４９６９ｎ）［１２］。对于最小边支配集问题（ｅｄｇｅｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔ
ｐｒｏｂｌｅｍ），Ｙａｎｎａｋａｋｉｓ等人［１３］证明其是ＮＰ难的，２００８年Ｓｃｈｉｅ
ｒｍｅｙｅｒ［１４］第一次打破了２ｎ这个平凡时间界，目前该问题已知
的最佳精确算法的运行时间为Ｏ（１．３１６０ｎ）［１５］。对于本文研
究的连通支配集问题（ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ），Ｇａｒｅｙ
等人［１０］证明该问题是ＮＰ难的。２００８年Ｆｏｍｉｎ等人［１６］第一次

打破了２ｎ这个平凡时间界，提出了运行时间为 Ｏ（１．９４０７ｎ）
的精确算法。从表面来看，连通支配集问题和支配集问题紧密

相连，似乎可以用解决支配集问题的方法来解决连通支配集问
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题。但是，实际上这样是行不通的，因为从精确算法的角度来

看这两者之间具有很大的不同。事实上，连通支配集问题是属

于一类称为非局部性的问题（ｎｏｎｌｏｃａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ），通常这种非
局部性问题都很难处理，如经典的 ＴＳＰ问题。由于解决支配
集问题的精确算法通常是基于问题的局部结构，不能很好地抓

住全局连通的这种属性，所以很难将解决支配集的技术用来解

决连通支配集。类似这种非局部性问题有反馈顶点集问题

（ｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ）、斯坦纳树问题（Ｓｔｅｉｎｅｒｔｒｅｅｐｒｏｂ
ｌｅｍ）等。

图Ｇ的一个支配集是一个顶点子集 Ｄ使得图中的顶点如
果不在Ｄ中那么至少与Ｄ中一个顶点相连。最小顶点支配集
问题就是在图中找出一个顶点数最少的支配集，该问题是一个

经典的ＮＰ难问题［１０］。如果对支配集中的顶点加一些约束条

件，那么最小顶点支配集问题可以转换成另外一些 ＮＰ难问
题。若要求支配集Ｄ中的任意两个顶点之间没有边相连，即Ｄ
是一个独立集，那么该问题就是独立支配集问题；若要求支配

集Ｄ中的任意两个顶点之间都有边相连，即Ｄ是一个团，那么
该问题就是支配团问题；若要求支配集 Ｄ的导出子图为一个
连通图，该问题就是连通支配集问题。本文解决的问题就是连

通支配集问题。图Ｇ的一个连通支配集是一个顶点子集Ｓ，要
求Ｓ不仅为支配集而且其导出子图是连通的。最小连通支配
集问题就是在图中找出一个顶点数最小的连通支配集。该问

题等价于寻找图Ｇ的一棵生成树，要求该生成树的叶子节点
数达到最大。连通支配集在连通的设施选址、操作系统、无线

自适应网络方面都有广泛的应用［１７～２２］。

本文针对连通支配集问题给出了运行时间为 Ｏ（１．９３ｎ）
的精确算法，其算法基本思想源自于 Ｆｏｍｉｎ等人［１６］设计的精

确算法的思想“保持连通”，即在递归过程中所产生的部分解

必须是连通的，同时采用测量治之（ｍｅａｓｕｒｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒ）［２３，２４］

的方法设计递归算法和分析递归算法的时间复杂度。在使用

测量治之分析递归算法的时间复杂度时，文中采用了非常简单

的方式来设置度量，同时对时间复杂度的分析也非常清晰，具

体参见第４小节。文中仔细分析连通支配集问题的图结构性
质，细致地挖掘了该问题相关的性质，在此基础上设计了有效

的约简规则和分支规则，使得该问题得以简化。针对连通支配

集问题设计的约简规则和分支规则，降低了原问题的求解规模

和难度，结合启发式算法在处理连通支配集问题的具体应用中

会更加高效。

１　符号和问题定义

简单图是指没有平行边和自环的图，本文涉及到的所有图

均指无向简单图。设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）表示一个顶点集为 Ｖ和边集
为Ｅ的图，其中｜Ｖ｜＝ｎ和｜Ｅ｜＝ｍ。如果一个顶点子集仅包含
一个元素｛ｖ｝，可以简单记为 ｖ。对于图 Ｇ中的任意一个顶点
ｖ，用Ｎ（ｖ）＝｛ｕ∈Ｖ：ｕｖ∈Ｅ｝表示顶点 ｖ的开邻集，用 Ｎ［ｖ］＝
Ｎ（ｖ）∪ｖ表示顶点ｖ的闭邻集。Ｎ２（ｖ）表示距离顶点ｖ为２的
顶点集合。ｄ（ｖ）表示顶点ｖ的度，即图中边的一个端点为ｖ的
条数。在简单图中，ｄ（ｖ）＝｜Ｎ（ｖ）｜始终成立。对于一个顶点
子集Ｘ，令Ｎ（Ｘ）＝∪ｖ∈ＸＮ（ｖ）＼Ｘ。Ｇ［Ｘ］表示由顶点子集ＸＶ
导出的子图，Ｇ［Ｖ＼Ｘ］也可以简写为 Ｇ＼Ｘ。如果顶点子集 Ｘ的
导出子图Ｇ［Ｘ］是连通图，则称顶点子集 Ｘ为连通子集。对于
算法运行时间分析，用 Ｏ符号省略多项式部分，如对 ｆ（ｎ）和
ｇ（ｎ）两个函数，用ｆ（ｎ）＝Ｏ（ｇ（ｎ））表示ｆ（ｎ）＝ｇ（ｎ）·ｎＯ（１）。

为了不失一般性，文中作以下假设：文中所提及的图均为

连通图，否则该问题无解；图Ｇ的最小连通支配集的大小至少
为２，否则该问题可以在多项式时间内解决。

在算法的执行过程中，某些顶点一定会被包含最终解中，

用ＳＶ表示这些顶点构成的集合，即顶点集 Ｓ中的所有顶点
都会在最终解中，其中｜Ｓ｜≥２并且 Ｇ［Ｓ］是连通的。同时，在
算法执行过程中，某些顶点一定不会在最终解中，用顶点集

ＤＶ表示这些顶点构成的集合，即在算法执行过程中将这些
顶点从图中删除。假设用 ＯＰＴ表示最优解，那么顶点集 Ｓ中
的所有顶点一定在ＯＰＴ中，顶点集 Ｄ中的所有顶点一定不在
ＯＰＴ中，即ＳＯＰＴ且Ｄ∩ＯＰＴ＝φ。用Ａ＝Ｖ＼（Ｓ∪Ｄ）表示图Ｇ
中即没有被选入集合 Ｓ中也没有被选入集合 Ｄ中的顶点，即
还未被处理的顶点，称为可用顶点集。如果删除Ａ中的一个顶
点ｖ使得问题实例无解，则称顶点ｖ为必选点。如果Ａ中的一
个顶点ｖ至少与集合Ｓ中的一个顶点相邻，那么称顶点ｖ为候
选点，否则称为自由点。用 Ｃ表示候选点构成的集合，Ｃ＝
∪ｖ∈ＳＮ（ｖ）∩Ａ。用Ｆ表示自由点构成的集合，Ｆ＝Ａ＼Ｃ。如果
图Ｇ中的一个顶点ｖ至少与集合Ｓ中的一个顶点相邻，那么称
集合Ｓ支配顶点 ｖ。本文考虑的是如下一个带约束的最小连
通支配集问题：

带约束的最小连通支配集问题

输入：一个无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）和 Ｇ的两个顶点子集 Ｓ，ＤＶ，其中
导出子图Ｇ［Ｓ］为连通图。

问题：找出图Ｇ的一个最小顶点子集ＹＶ满足如下性质：Ｙ是一
个支配集，ＳＹ且Ｄ∩Ｙ＝φ，导出子图Ｇ［Ｙ］为连通图。

可以看出，当Ｓ包含图中任意两个相邻点 ｕ和 ｖ时，带约
束的最小连通支配集问题就是求包含 ｕ和 ｖ的最小连通支配
集。本文研究这种带约束条件的问题，其主要原因是在分支搜

索算法中某些分支会要求将一些顶点保留在最后的解中，那么

可以直接将这些顶点加入 Ｓ中。对于带约束的最小连通支配
集问题，任意一个包含Ｓ中所有顶点且是连通支配集的顶点子
集称为该问题的一个可行解。当一个可行解的大小达到最小

时，就称该可行解为最优解，在本文中将一个最优解简称为一

个解。

２　算法设计

２１　初步思想

由于最小连通支配集问题具有连通的全局属性，算法设计

的初步思想是猜测图中的任意两个相邻顶点ｖ１和ｖ２可能在某
些最优解中，然后任意拿出Ａ中一个候选点ｖ分两种情况进行
讨论：要么ｖ在Ｙ中；要么ｖ不在Ｙ中。如果ｖ在Ｙ中，那么直
接将ｖ加入Ｓ中；如果ｖ不在Ｙ中，那么从图中直接删除ｖ。如
此不断地进行分支搜索，直到 Ａ为空集或 Ａ中不存在任何候
选点，这样就可以解决该问题。但是这种算法思想在理论上分

析只能得到Ｏ（２ｎ）的运行时间界，很长时间都未有人突破这
个简单的运行时间界，直到 Ｆｏｍｉｎ等人［１６］用测量治之方法来

解决该问题。在解决连通支配集问题时，Ｆｏｍｉｎ等人的主要思
想还是不断选出一个顶点ｖ分两种情况进行讨论：要么将ｖ保
留到最后的解中，要么从图中删除，只是将一个顶点加入解时

一定要对解“保持连通”。本文同样遵循这种“保持连通”的思

想，并且在处理Ａ中的候选点进行了更为细致的思考。在考虑
将Ａ中的一个候选顶点ｖ加入解的目的有两个：ａ）为了支配 ｖ
的所有自由点邻居；ｂ）为了连通ｖ的某一个自由点邻居。对于
前一种情况，当将ｖ加入解后，可以简单地将 ｖ的所有自由点
邻居直接删除；对于后一种情况，当将ｖ加入解后，可以将ｖ的
某一个自由点邻居加入解中。本文就是基于这样一个思想，不

断地处理 Ａ中的候选点，当 Ａ＝φ或者不存在候选点时，算法
要么找到一个解，要么解不存在，最后采用测量治之方法对算

法进行分析和设计，从而将算法的运行时间界进一步进行改

进。

·０７５２· 计 算 机 应 用 研 究 第３６卷



２２　定理和性质

在多项式时间内如果通过实例 Ｉ的一个解 Ｙ可以构造出
另一个问题实例Ｉ′的一个解Ｙ′，那么称问题实例Ｉ等价问题实
例Ｉ′，反之亦然。下面将先证明问题实例的等价性质，在等价
性质的基础上定义一些约简操作，通过这些约简操作简化原问

题实例。

定理１　对于一个带约束的最小连通支配集问题实例Ｉ＝
（Ｇ，Ｓ，Ｄ），若Ｉ存在一个解不包含某个顶点ｖ，则删除ｖ以后的
实例Ｉ′＝（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）的任意一个解是原问题实例Ｉ的一个
解；若Ｉ存在一个解包含某个顶点ｕ，则将ｕ加入Ｓ以后的实例
Ｉ″＝（Ｇ，Ｓ∪｛ｕ｝，Ｄ）的任意一个解是原问题实例Ｉ的一个解。

证明　设Ｇ′＝Ｇ＼ｖ，Ｙ′为Ｉ′的任意一个最优解。因为 Ｇ′是
Ｇ的一个子图，所以Ｙ′也是Ｉ的一个可行解。假设实例 Ｉ的一
个最优解Ｙ不包含顶点ｖ，那么Ｙ仍然是Ｉ′的一个可行解。这
种情况下有

｜Ｙ｜≤｜Ｙ′｜
此时Ｙ′是Ｉ的一个最优解。
令Ｙ″为Ｉ″的任意一个最优解。因为Ｙ″的导出子图为连通

图，因此Ｙ″是Ｉ的一个可行解。假设实例Ｉ的一个最优解Ｙ包
含顶点ｕ，那么Ｙ仍然是Ｉ″的一个可行解。这种情况下有

｜Ｙ｜≤｜Ｙ″｜
此时Ｙ″是Ｉ的一个最优解。
通过定理１可以得到，如果知道某个顶点在一个最优解中

时，根据该定理可以将顶点加入 Ｓ中，如果知道某个顶点不在
一个最优解时，那么可以直接删除该顶点。

性质１　对于一个带约束的最小连通支配集问题实例Ｉ＝
（Ｇ，Ｓ，Ｄ），如果存在一个候选顶点 ｖ是必选点，则将顶点 ｖ加
入Ｓ。

由于顶点ｖ为必选点，删除ｖ后问题实例Ｉ无解，那么ｖ必
须在问题实例最后的解中，根据定理１显然可知性质１的正确
性。

性质２　如果存在两个候选顶点 ｖ和 ｕ，根据性质１可知
这两个顶点都不是必选点，假设Ｎ（ｖ）∩ＦＮ（ｕ）∩Ｆ，那么将
顶点ｖ加入Ｄ中。

假设存在一个最优解ＯＰＴ包含顶点ｖ，由于顶点 ｖ所支配
的自由点全部被顶点 ｕ所支配，而顶点 ｖ和 ｕ本身已经被支
配，那么存在另一个不包含 ｖ且大小至多为｜ＯＰＴ｜的可行解
ＯＰＴ′＝ＯＰＴ＼｛ｖ｝∪｛ｕ｝，所以顶点ｖ可以删除。

性质３　如果存在一个可用点 ｖ不支配任何的自由点，那
么将顶点ｖ加入Ｄ中。

由于顶点ｖ不支配任何的自由点，所以ｖ的所有邻居都为
候选点，且所有候选点都与 Ｓ连通，因此从任何可行解中移除
ｖ都能保持解的可行性。

根据性质３对图进行约简后，可以很容易得到，如果图中
存在一个候选点ｖ，那么ｖ至少与一个自由点相邻，否则可直接
将ｖ加入Ｄ中。

性质４　假设图 Ｇ中存在一个候选点 ｖ支配一个可用点
ｗ，如果将ｖ加入Ｓ后，可用点ｗ不再支配任何的自由点，那么
可以将ｗ加入Ｄ中。

因为将候选点ｖ加入Ｓ后，可用点ｗ不再支配任何的自由
点，根据性质３可知，当一个可用点不再支配任何的自由点时，
可将该顶点加入Ｄ中。

根据性质４对图进行约简后，可以很容易地得到，如果图
Ｇ中存在一个候选点ｖ支配了一个可用点ｗ，那么ｗ必然支配
另外的自由点ｕＮ（ｖ）。

性质５　假设图 Ｇ中存在一个候选点 ｖ仅支配一个自由
点ｗ，设Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ｝＝Ｎ（ｗ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，如果实例 Ｉ＝

（Ｇ，Ｓ，Ｄ）存在一个最优解ＯＰＴ包含ｖ但不包含ｗ，那么可以将
Ｕ加入Ｄ中。

证明　设 ＯＰＴ为实例 Ｉ＝（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ｝）的最优
解，那么ｖ∈ＯＰＴ和ｗＯＰＴ。为了构造矛盾假设ｕｉ∈Ｕ且ｕｉ∈
ＯＰＴ，那么ＯＰＴ＝Ｏ′∪｛ｖ，ｕｉ｝（Ｏ′为某些合适的顶点集合）。由
于ｗＯＰＴ，ＯＰＴ′＝Ｏ′∪ｕｉ仍然连通，而 ｖ只支配 ｗ，ｗ又被 ｕｉ
支配，所以ＯＰＴ′是一个支配集，因此ＯＰＴ′是一个大小为｜ＯＰＴ｜
－１的连通支配集，这与 ＯＰＴ是最优解相矛盾，见图１中的情
况１。

性质６　假设图 Ｇ中存在一个候选点 ｖ仅支配一个自由
点ｗ，且ｗ也仅支配一个自由点ｕＮ（ｖ），如果实例Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，
Ｄ）存在一个包含ｖ但不包含 ｗ的最优解 ＯＰＴ，那么存在另一
个不包含ｖ的最优解ＯＰＴ′。

证明　设 ＯＰＴ为实例 Ｉ＝（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ｝）的最优
解，那么ｖ∈ＯＰＴ和 ｗＯＰＴ。假设 ｕ∈ＯＰＴ，那么存在一个可
行解Ｏ＝ＯＰＴ＼｛ｖ｝，这与 ＯＰＴ是最优解相矛盾，所以 ｕＯＰＴ。
由于最优解ＯＰＴ会支配ｕ，所以ＯＰＴ中至少包含一个ｕ的除ｗ
之外的邻居ｘＮ（ｕ）＼｛ｗ｝，那么 ＯＰＴ＝Ｏ′∪｛ｖ，ｘ｝（Ｏ′为某些
合适的顶点集合）。由于 ｖ是候选点（ｖ已经被支配），且 ｖ只
支配顶点ｗ，而ｗ也只支配ｕ，所以可以将最优解ＯＰＴ中的ｖ换
成ｕ，得到另一个可行解ＯＰＴ′＝Ｏ′∪｛ｕ，ｘ｝，又｜ＯＰＴ′｜＝｜ＯＰＴ｜，
那么ＯＰＴ′是最优解，所以可以抛弃ｖ，见图１中的情况２。

定理２　给出一个实例 Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，Ｄ），假设图 Ｇ存在一个
候选点ｖ仅支配一个自由点ｗ，实例Ｉ存在一个最优解 Ｙ使得
如下成立：

ａ）如果ｗ仅支配一个自由点 ｕＮ（ｖ），要么 ｖＹ，要么
｛ｖ，ｗ｝∈Ｙ；

ｂ）如果 ｗ至少支配两个自由点，设自由点集合为 Ｕ＝
｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ｝＝Ｎ（ｗ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，其中 ｋ≥２，那么要么 ｖＹ，
要么｛ｖ，ｗ｝∈Ｙ，要么ｖ∈Ｙ且｛ｗ∪Ｕ｝Ｙ。

证明　 ａ）设Ｙ′为一个问题实例的最优解，假设 Ｙ′包含顶
点ｖ，否则ａ）直接成立。Ｙ′必然不包含顶点ｕ，否则存在一个包
含ｕ但不包含ｖ可行解 Ｙ″，使得｜Ｙ″｜＜｜Ｙ′｜，这与 Ｙ′是最优解
相矛盾。又Ｙ′为最优解必然支配顶点ｕ，所以至少ｕ的一个邻
居在Ｙ′，如果ｗ在 Ｙ′中，ａ）直接成立，如果 ｗ不在 Ｙ′中，根据
性质６可知，可以找到另外一个不包含ｖ的最优解，所以 ａ）也
成立。

ｂ）设Ｙ′为一个问题实例的最优解，假设 Ｙ′包含顶点 ｖ，否
则ｂ）直接成立。Ｙ′必然不包含ｕｉ，假设Ｙ′包含ｕｉ，那么存在一
个包含ｕｉ但不包含ｖ可行解Ｙ″，使得｜Ｙ″｜＜｜Ｙ′｜，这与Ｙ′是最
优解相矛盾，所以Ｙ′必然不包含 ｕｉ。又 Ｙ′为最优解必然支配
顶点ｕｉ，所以ｕｉ的邻居中至少有一个在Ｙ′，如果ｗ在Ｙ′中，ｂ）
直接成立，如果ｗ不在 Ｙ′中，根据性质５可知，可以直接将 Ｕ
加入Ｄ中，所以ｂ）成立。

综上所述，定理２成立。
根据定理２对图进行约简后，可以很容易得到，如果图中

存在一个候选点ｖ，那么ｖ至少与两个自由点相邻。
性质７　假设图 Ｇ存在一个候选点 ｖ仅支配了两个自由

点｛ｗ１，ｗ２｝，设ｕｉ＝｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｋ｝＝Ｎ（ｗｉ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，如果
实例Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，Ｄ）存在一个最优解 ＯＰＴ包含 ｖ但不包含｛ｗ１，
ｗ２｝，那么或者将Ｕ１加入Ｄ中，或者将Ｕ２加入Ｄ中。
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证明　设ＯＰＴ为实例Ｉ＝（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ１，ｗ２｝）的最
优解，那么 ｖ∈ＯＰＴ和｛ｗ１，ｗ２｝ＯＰＴ。为了构造矛盾假设
｛ｕ１，ｊ，ｕ２，ｌ｝∈ＯＰＴ，其中 ｊ，ｌ＝｛１，２，…，ｋ｝，那么 ＯＰＴ＝Ｏ′∪｛ｖ，
ｕ１，ｊ，ｕ２，ｌ｝（Ｏ′!为某些合适的顶点集合）。由于顶点｛ｗ１，ｗ２｝
ＯＰＴ，ＯＰＴ′＝Ｏ′∪｛ｕ１，ｊ，ｕ２，ｌ｝仍然连通，而ｖ只支配｛ｗ１，ｗ２｝，
｛ｗ１，ｗ２｝又分别被｛ｕ１，ｊ，ｕ２，ｌ｝支配，所以ＯＰＴ′是一个支配集，因
此ＯＰＴ′是一个大小为｜ＯＰＴ｜－１的连通支配集，这与ＯＰＴ是最
优解相矛盾，见图２中的情况３。

性质８　假设图 Ｇ存在一个候选点 ｖ仅支配了两个自由
点｛ｗ１，ｗ２｝，且 ｗ１和 ｗ２仅支配一个自由点，分别为 ｕ１和 ｕ２，
如果实例Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，Ｄ）存在一个包含ｖ但不包含ｗ１和ｗ２的最
优解ＯＰＴ，那么要么该最优解 ＯＰＴ不包含 ｕ１和 ｕ２，要么存在
另一个不包含ｖ最优解ＯＰＴ′。

证明　设ＯＰＴ为实例Ｉ＝（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ１，ｗ２｝）的最
优解，那么ｖ∈ＯＰＴ和｛ｗ１，ｗ２｝ＯＰＴ。反证 ＯＰＴ不包含 ｕ１和
ｕ２，假设｛ｕ１，ｕ２｝∈ＯＰＴ，那么存在另外一个可行解 Ｏ＝ＯＰＴ＼
｛ｖ｝，这与ＯＰＴ是最优解相矛盾，所以｛ｕ１，ｕ２｝ＯＰＴ。假设 ｕ１
和ｕ２中有一个是属于ＯＰＴ，假定ｕ１∈ＯＰＴ且ｕ２ＯＰＴ，由于最
优解ＯＰＴ会支配 ｕ２，所以 ＯＰＴ中至少包含一个 ｕ２的除 ｗ２之
外的邻居ｘ∈Ｎ（ｕ２）＼｛ｗ２｝，那么ＯＰＴ＝Ｏ′∪｛ｖ，ｘ，ｕ１｝（Ｏ′为某
些合适的顶点集合）。由于ｖ是候选点（ｖ已经被支配），ｗ１被
ｕ１∈ＯＰＴ支配，那么将最优解ＯＰＴ中ｖ换成 ｕ２，得到另一个可
行解ＯＰＴ′＝Ｏ′∪｛ｕ２，ｘ，ｕ１｝，又｜ＯＰＴ′｜＝｜ＯＰＴ｜，那么 ＯＰＴ′是
一个不包含ｖ的最优解，同理可证，ｕ２∈ＯＰＴ且 ｕ１ＯＰＴ的情
况，所以可以抛弃ｖ，见图２中的情况４。

定理３　给出一个实例 Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，Ｄ），假设图 Ｇ存在一个
候选点 ｖ仅支配两个自由点｛ｗ１，ｗ２｝，实例 Ｉ＝（Ｇ，Ｓ，Ｄ）存在
一个最优解Ｙ使得如下成立：

ａ）如果ｗｉ仅支配一个自由点ｕｉＮ（ｖ），即 ｗ１支配 ｕ１和
ｗ２支配ｕ２，那么要么 ｖＹ，要么｛ｖ，ｗ１｝∈Ｙ，要么｛ｖ，ｗ２｝∈Ｙ
且ｗ１Ｙ，要么ｖ∈Ｙ且｛｛ｗ１，ｗ２｝∪ｕ１∪ｕ２｝Ｙ。

ｂ）如果ｗｉ至少支配两个自由点，设ｗｉ支配的自由点集合
为ｕｉ＝｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｋ｝＝Ｎ（ｗｉ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，其中 ｋ≥２，那么
要么ｖＹ，要么｛ｖ，ｗ１｝∈Ｙ，要么｛ｖ，ｗ２｝∈Ｙ且 ｗ１Ｙ，要么 ｖ
∈Ｙ且｛｛ｗ１，ｗ２｝∪Ｕ１｝Ｙ，要么ｖ∈Ｙ且｛｛ｗ１，ｗ２｝∪Ｕ２｝Ｙ。

证明　ａ）设Ｙ′为一个问题实例的最优解，假设 Ｙ′包含顶
点ｖ，否则ａ）直接成立。假设ｗ１和ｗ２相邻，根据性质４可知，
这种情况不会发生。那么，考虑 ｗ１和 ｗ２不相邻情况。假设
ｗ１和ｗ２共同支配了一个自由点ｕ，那么在Ｙ′中将ｖ替换成ｕ，
得到一个不包含ｖ的可行解 Ｙ″，又｜Ｙ″｜≤｜Ｙ′｜，所以 Ｙ″是最优
解。由于在抛弃ｖ的这个分支（Ｇ＼｛ｖ｝，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）里已经考虑
了该情况，所以ｗ１和ｗ２共同支配一个自由点的这种情况可以
不用考虑。那么考虑 ｗ１和 ｗ２分别支配不同自由点 ｕ１和 ｕ２
时的情况，如果｛ｗ１，ｗ２｝都不在Ｙ′中，根据性质８可知，要么最
优解同时不包含ｕ１和ｕ２，要么存在另一个不包含ｖ的最优解，
从而ａ）成立。如果ｗ１和ｗ２都在Ｙ′中，存在一个可行解Ｙ＝
Ｙ′＼｛ｖ｝，这与Ｙ′是最优解相矛盾，所以 ｗ１和 ｗ２不可能同时在
Ｙ′中。如果ｗ１在Ｙ′中，ａ）直接成立。如果ｗ２在 Ｙ′中，必然抛
弃ｗ１，ａ）也成立。

ｂ）设Ｙ′为一个问题实例的最优解，假设 Ｙ′包含顶点 ｖ，否
则ｂ）直接成立。假设 ｗ１和 ｗ２相邻，那么在 Ｙ′中将 ｖ替换成
ｗ１，得到一个不包含ｖ的可行解Ｙ″，又｜Ｙ″｜≤｜Ｙ′｜，所以Ｙ″是最
优解。同样由于在抛弃ｖ的这个分支（Ｇ＼｛ｖ｝，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）里已
经考虑了该情况，所以ｗ１和 ｗ２相邻这种情况可以不用考虑。
那么，考虑ｗ１和ｗ２不相邻情况。假设ｗ１和ｗ２共同支配了一
个自由点ｕ，那么在Ｙ′中将ｖ替换成ｕ，得到一个不包含ｖ的可
行解Ｙ″。同样，这种情况不用考虑。那么考虑ｗ１和ｗ２支配的
自由点各不相同并且至少支配两个自由点时情况，设 ｗｉ支配
的自由点集合为 ｕｉ＝｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｋ｝＝Ｎ（ｗｉ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］。
如果｛ｗ１，ｗ２｝都不在Ｙ′中，根据性质７可知，或者将Ｕ１加入Ｄ
中，或者将Ｕ２加入Ｄ中，从而ｂ）成立。如果ｗ１和 ｗ２都在 Ｙ′
中，存在一个可行解Ｙ＝Ｙ′＼｛ｖ｝，这与 Ｙ′是最优解相矛盾，所
以ｗ１和ｗ２不可能同时在 Ｙ′中。如果 ｗ１在 Ｙ′中，ｂ）直接成
立。如果ｗ２在Ｙ′中，必然抛弃ｗ１，ｂ）也成立。

综上所述，定理３成立。
根据定理３对图进行约简后，可以很容易得到，如果图中

存在一个候选点ｖ，那么ｖ至少与三个自由点相邻。

２３　算法设计

基于以上的定理和性质，下面进行算法的详细设计，其主

要步骤参见算法１。
算法１．　算法ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ，Ｄ）
输入：一个无向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）和 Ｇ的两个顶点子集 Ｓ，ＤＶ，其中

Ｓ＝｛ｖ１，ｖ２｜ｖ１ｖ２∈Ｅ｝且Ｇ［Ｓ］为连通图。
输出：图Ｇ中满足ＳＹ的最小连通支配集Ｙ。
１如果Ｇ［Ｓ］不为连通图，则停止算法，返回φ。
２否则如果Ａ＝φ且Ｇ［Ｓ］为连通图，则返回Ｓ作为解。
３否则如果Ａ≠φ，且不存在任何的候选点，则返回φ。
４否则如果图中存在一个候选点 ｖ是必选点，则返回ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ∪

｛ｖ｝，Ｄ）。
５否则如果图中存在两个候选点ｖ和ｗ（ｖ和ｗ都不是必选点），且

Ｎ（ｖ）∩ＦＮ（ｗ）∩Ｆ，则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）。
６否则如果图中存在一个可用点ｖ不支配任何的自由点，即顶点ｖ

的所有邻居全部都被支配，则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）。
７否则如果图中存在一个候选点 ｖ支配一个可用点 ｗ，选择顶点 ｖ

后，ｗ不支配任何自由点，则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）和 ＭＣＤ（Ｇ＼ｗ，
Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ｝）中的较大解。
８否则如果当前图中存在一个候选点ｖ，ｖ仅支配一个自由点 ｗ，而

ｗ也仅支配一个自由点 ｕＮ（ｖ），则返回 ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）和
ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ，ｗ｝，Ｄ）中较大的解。
９否则如果当前图中存在一个候选点 ｖ，ｖ仅支配一个自由点 ｗ，ｗ

至少支配两个自由点，设ｗ支配的自由点集合为Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ｝＝
Ｎ（ｗ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，其中ｋ≥２，则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝），ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ
∪｛ｖ，ｗ｝，Ｄ）和ＭＣＤ（Ｇ＼｛ｗ，Ｕ｝，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ，Ｕ｝）中较大的解。
１０否则如果当前图中存在一个候选点 ｖ，ｖ仅支配两个自由点 ｗ１

和ｗ２，ｗ１和ｗ２仅支配一个自由点分别为 ｕ１和 ｕ２，其中｛ｕ１，ｕ２｝Ｎ
（ｖ），则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝），ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ，ｗ１｝，Ｄ），ＭＣＤ（Ｇ＼
｛ｗ１｝，Ｓ∪｛ｖ，ｗ２｝，Ｄ∪｛ｗ１｝），ＭＣＤ（Ｇ＼｛ｗ１，ｗ２，ｕ１，ｕ２｝，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪
｛ｗ１，ｗ２，ｕ１，ｕ２｝）中较大的解。
１１否则如果当前图中存在一个候选点 ｖ，ｖ支配两个自由点 ｗ１和

ｗ２，ｗ１和ｗ２至少支配了两个自由点，设 ｗｉ支配的自由点集合为 ｕｉ＝
｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｋ｝＝Ｎ（ｗｉ）∩Ａ＼Ｎ［ｖ］，其中 ｋ≥２，则返回 ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，
Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝），ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ，ｗ１｝，Ｄ），ＭＣＤ（Ｇ＼｛ｗ１｝，Ｓ∪｛ｖ，ｗ２｝，Ｄ∪
｛ｗ１｝），ＭＣＤ（Ｇ＼｛ｗ１，ｗ２，Ｕ１｝，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ１，ｗ２｝∪Ｕ１）和ＭＣＤ（Ｇ＼
｛ｗ１，ｗ２，Ｕ２｝，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ∪｛ｗ１，ｗ２｝∪Ｕ２）中较大的解。
１２否则当前图中存在一个候选点 ｖ，且 ｖ至少有三个自由点邻居

时，则返回ＭＣＤ（Ｇ＼ｖ，Ｓ，Ｄ∪｛ｖ｝）和ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ∪｛ｖ｝，Ｄ）中较大的解。
文中用ＭＣＤ（Ｇ，Ｓ，Ｄ）表示算法，输入部分为一个带约束

的最小连通支配集问题的实例，包括一个无向连通图 Ｇ＝（Ｖ，
Ｅ）和Ｇ的两个顶点子集 Ｓ，ＤＶ，其中导出子图 Ｇ［Ｓ］为连通
图。算法开始时，设 Ｓ中包含图中任意一条边的两个顶点 ｖ１
和ｖ２，Ｄ为空集，即ＭＣＤ（Ｇ，｛ｖ１，ｖ２｝，φ）。算法输出的是一个
包含Ｓ中所有顶点的最小连通支配集 Ｙ。为了求出最小连通
支配集，该算法需要执行Ｏ（ｎ２）次。
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该算法主要包含１２个步骤，用递归算法的形式进行描述，
即每一个步骤都调用算法本身。第１步当 Ｇ［Ｓ］不为连通图
时，则停止算法，返回 φ，这一步显然正确。第２步当 Ａ＝φ且
Ｇ［Ｓ］为连通图时，返回Ｓ作为解，这一步显然正确。第３步当
Ａ不为空集但不存在任何的候选点，返回空集作为问题解，这
一步也显然正确。第４步主要是将必选点加入Ｓ中，这一步的
正确性由性质１给出。第５步当存在两个候选点ｖ和ｕ，如果ｖ
所支配自由点全部被ｕ所支配那么删除ｖ，这一步的正确性由
性质２给出。第６步从图中删除一些不支配任何自由点的可
用点，该步的正确性由性质３给出。第７步则是考虑存在一个
候选点ｖ支配另一个可用点ｗ，当选择ｖ后，ｗ不支配任何自由
点的情况。算法分为两个分支，第一个分支将 ｖ从图中删除，
第二分支则是将ｖ加入Ｓ中并且将 ｗ删除。其正确性由性质
４给出。第８步则是考虑存在一个候选点ｖ仅支配一个自由点
ｗ，ｗ也仅支配一个自由点ｕＮ（ｖ）时的情况。算法分为两个
分支，第一个分支将ｖ从图中删除，第二个分支将ｖ和ｗ加入Ｓ
中，其正确性由定理２给出。在第９步则是考虑存在一个候选
点ｖ仅支配一个自由点 ｗ，ｗ至少支配两个自由点时的情况，
设ｗ支配的自由点集合为 Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ｝＝Ｎ（ｗ）∩Ａ＼
Ｎ［ｖ］，其中ｋ≥２，算法分为三个分支，第一个分支将 ｖ从图中
删除，第二个分支将 ｖ和 ｗ加入 Ｓ中，第三个分支将 ｖ加入 Ｓ
中同时删除｛ｗ，Ｕ｝，其正确性由定理２给出。第１０步和第１１
步则是考虑存在一个候选点 ｖ支配两个自由点 ｗ１和 ｗ２的情
况。第１０步中，ｗ１和 ｗ２分别仅支配一个自由点 ｕ１和 ｕ２，算
法分为四个分支，第一个分支将ｖ从图中删除，第二个分支将ｖ
和ｗ１加入Ｓ中，第三个分支将ｖ和ｗ２加入 Ｓ中同时删除 ｗ１，
第四个分支将ｖ加入 Ｓ中同时删除｛ｗ１，ｗ２，ｕ１，ｕ２｝，其正确性
由定理３给出。第１１步中，ｗ１和ｗ２至少支配两个自由点，设
ｗｉ支配的自由点集合为ｕｉ＝｛ｕｉ，１，ｕｉ，２，…，ｕｉ，ｋ｝＝Ｎ（ｗｉ）∩Ａ＼Ｎ
［ｖ］，其中ｋ≥２，算法分为五个分支，第一个分支将 ｖ从图中删
除，第二个分支将ｖ和ｗ１加入 Ｓ中，第三个分支将 ｖ和 ｗ２加
入Ｓ中同时删除ｗ１，第四个分支将 ｖ加入 Ｓ中同时删除｛ｗ１，
ｗ２，Ｕ１｝，第五个分支将ｖ加入Ｓ中同时删除｛ｗ１，ｗ２，Ｕ２｝，其正
确性由定理３给出。第１２步则是作简单的分支，要么删除这
个候选点，要么将其放入Ｓ中，这一步显然正确。可以看出，只
要在图中Ａ＝Ｖ＼（Ｓ∪Ｄ）不为空集，３～１２步中至少有一步可以
执行，而当Ａ＝φ且Ｇ［Ｓ］为连通时，执行第２步找到解集，当Ｇ
［Ｓ］不连通时，执行１步停止算法。由以上的分析可以得到该
算法的正确性，以下则是算法运行时间的分析。

３　基于测量治之的算法运行时间分析

以上是采用分支搜索算法设计的算法，这种算法包含约简

和分支这两种操作。根据以上的算法可知，算法的第１～６步
只进行了约简操作，第７～１２步进行了分支操作。由于约简操
作不会指数级的增加算法的运行时间，所以下面仅对算法的分

支操作进行分析。

采用测量治之方法对算法的运行时间复杂度进行分析时，

首先需要确定衡量问题大小的度量，然后根据设定的度量为算

法的所有分支操作设计递归关系式。对于带约束的最小连通支

配集问题的一个实例（Ｇ，Ｓ，Ｄ），定义衡量问题大小的度量为
μ（Ｇ，Ｓ，Ｄ）＝α｜Ｎ（Ｓ）｜＋｜Ｖ＼（Ｓ∪Ｄ∪Ｎ（Ｓ））｜

其中：０＜α＜１是一个实数，α的值最后会根据所有分支操作
列出的递归关系式计算出来，其具体值会在后面给出。根据度

量的设定可知，集合Ｓ和Ｄ中的顶点权重设为０，候选集Ｃ中的
顶点权重设为α，其余的顶点权重设为１，然后将图中所有顶点
的权重之和μ（Ｇ，Ｓ，Ｄ）作为度量。显然，在算法执行的过程中，
度量μ（Ｇ，Ｓ，Ｄ）的值在任何时候都不会大于图中的顶点数。

下面分析在设定的度量下各分支操作产生的递归关系式，

文中用Ｃ（μ）表示算法在度量为 μ的问题实例上产生的搜索
树大小的上界。

第７步　在这一步中第一个分支删除候选点 ｖ，度量减少
α。第二个分支将ｖ加入Ｓ中并且将ｗ删除，度量减少α＋１，又
ｗ至少支配一个自由点，且该自由点同时也被ｖ支配，当将ｖ加
入Ｓ后，其所支配的自由点变成候选点，度量至少减少１－α，所
以第二分支至少减少２。这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－２）

第８步　在这一步中第一个分支删除候选点 ｖ，度量减少
α。第二个分支将ｖ加入Ｓ中并且也将 ｗ加入解中，度量减少
１＋α，ｗ的邻居ｕ变成候选点，度量减少１－α，这样第二个分
支减少１＋α＋１－α＝２。这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－２）

第９步　在这一步中第一个分支删除候选点 ｖ，度量减少
α。第二个分支将ｖ加入Ｓ中，并且将ｗ也加入Ｓ中，由于ｗ至
少支配两个自由点，当把 ｗ加入 Ｓ后，ｗ所支配的自由点变成
了候选点，这样第二个分支的度量至少减少α＋１＋２（１－α）＝
３－α。第三个分支，将ｖ加入Ｓ的目的是为了支配ｗ，所以将ｖ
加入Ｓ后，将 ｗ删除，同时删除 ｗ的自由点邻居，这样度量至
少减少３＋α。这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－（３－α））＋Ｃ（μ－（３＋α））

第１０步　在这一步中第一个分支删除候选点 ｖ，度量减
少α。第二个分支将ｖ加入Ｓ，其目的是为了连通ｗ１，所以将ｖ
和ｗ１加入Ｓ，度量至少减少３－α。第三个分支将ｖ加入 Ｓ，其
目的是为了连通ｗ２，所以将ｖ和ｗ２加入 Ｓ，同时删除 ｗ１，度量
至少减少３。第四个分支将ｖ加入Ｓ，其目的是为了支配ｗ１和
ｗ２，所以将ｖ加入 Ｓ，同时删除｛ｗ１，ｗ２，ｕ１，ｕ２｝，度量至少减少
４＋α。这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－（３－α））＋
Ｃ（μ－３）＋Ｃ（μ－（４＋α））

第１１步　在这一步中第一个分支删除候选点 ｖ，度量减
少α。第二个分支将ｖ加入Ｓ，其目的是为了连通ｗ１，所以将ｖ
和ｗ１加入Ｓ，度量至少减少４－２α。第三个分支将ｖ加入Ｓ，其
目的是为了连通ｗ２，所以将ｖ和ｗ２加入 Ｓ，同时删除 ｗ１，度量
至少减少４－α。第四个分支将ｖ加入Ｓ，其目的是为了支配ｗ１
和ｗ２，所以将ｖ加入Ｓ，同时删除ｗ１、ｗ２以及Ｕ１，度量至少减少
４＋α。第五个分支将ｖ加入Ｓ，其目的是为了支配ｗ１和ｗ２，所
以将ｖ加入Ｓ，同时删除 ｗ１、ｗ２以及 Ｕ２，度量至少减少４＋α。
这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－（４－２α））＋Ｃ（μ－（４－α））＋
Ｃ（μ－（４＋α））＋Ｃ（μ－（４＋α））

第１２步　这一步对 ｖ进行简单分支，要么将 ｖ加入 Ｓ中
要么删除。由于此时至少支配３个自由点，当 ｖ加入 Ｓ后，至
少３个自由点变成候选点，其度量至少减少α＋３（１－α）＝３－
２α。这一步可以得到如下递归关系式

Ｃ（μ）≤Ｃ（μ－α）＋Ｃ（μ－（３－２α））

将上述所有递归关系式作为约束条件组成一个拟凸规划

的约束条件，目标是使以上递归关系式中最大分支因子最小，

其中α为变量。利用文献［２５］中介绍的方法对这个拟凸规划
求解得到，当α＝０．８６４４时，上述递归关系的最大分子因子为
１．９３，因此该算法运行时间上界为 Ｏ（１．９３μ）。由于在初始
图上μ≤ｎ，所以带约束的最小连通支配集问题可以在 Ｏ

（１．９３ｎ）时间内被解决，得到如下定理。
定理４　最小连通支配集问题可以在 Ｏ（１．９３ｎ）时间内

解决。
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４　结束语

针对无向图中最小连通支配集问题，本文采用分支搜索方

法和测量治之方法分析和设计了一个运行时间为 Ｏ（１．９３ｎ）
的精确算法。文中首先分析该问题的一些特性，设计了一些约

简规则简化问题实例，并在此基础上证明了一些重要的定理，

最终设计出一个基于分支搜索的递归算法。文中算法的基本

思想是保持解的连通性，其核心思想是在处理候选点时，对其

加入解的作用进行区分对待，最后利用测量治之方法对算法的

运行时间进行分析。对于连通支配集问题在一些实际问题中

的应用时，文中的一些性质和定理可以在一定程度上降低原问

题的求解规模和难度，因此可以将其同启发式算法相结合对该

问题进行求解，达到加快求解该问题的速度和提高求解效果的

目的。文中使用的测量治之方法是一种非常重要的算法分析

方法，它改进了许多重要 ＮＰ难问题的精确算法的运行时间
界，对于更多的ＮＰ难问题该方法在其精确算法中的应用正在
进一步拓展中。
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下期要目
?区块链Ｐ２Ｐ网络协议演进过程

?双层规划在灾后应急物资调度中的应用综述

?基于计算机视觉的材料感知技术综述

?耦合辅助信息的矩阵分解推荐模型

?基于多元关系的张量分解标签推荐方法

?面向跨语言文本分类与标签推荐的带标签双语主题模型的研究

?基于ＷＭＦ＿ＬＤＡ主题模型的文本相似度计算

?一种基于双向ＬＳＴＭ的联合学习的中文分词方法

?ＣＯＰＤ多维特征提取与集成诊断方法

?基于ＧＲＵ和注意力机制的远程监督关系抽取

?基于课程间关联规则的排课优化算法研究

?融合社交网络与关键用户的并行协同过滤推荐算法

?基于多粒度粗糙集的聚类融合方法

?鲁棒的交叉熵模糊聚类算法

?基于改进混沌分区算法的模糊信息抽取

?融合降噪自编码器与ＢＰＳＯ的特征组合方法及其中医应用

?基于ＣＮＮＬＳＴＭ的ＱＡＲ数据特征提取与预测

?基于改进ＣＨＩ和带权ＥＣＥ结合的特征选择方法

?一种在矩阵空间中识别文本蕴涵的动态交互网络

?基于Ｆｒａｎｋ编码的抗干扰方法
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