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基于贝叶斯理论快速 ＥＲＴ图像重建算法
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摘　要：针对电阻层析成像系统中图像重建不适定问题，与现有ＥＲＴ图像代数重建算法不同，提出一种基于贝叶
斯理论快速一步动态图像重建算法。在阐述电阻层析成像的理论基础上，利用有限元方法建立敏感场数学模型，

得到灵敏度矩阵和投影数据。在分析贝叶斯理论基础上，推导出快速一步动态图像重建模型，并将介质分布的先

验信息和噪声随机信息等统计信息引入到图像重建中，实现对电导率的重建。分析了不同分布先验概率参数和不

同噪声信噪比等影响因子对算法重建结果的影响，并与高斯牛顿迭代、贝叶斯迭代重建算法相比较。结果表明，所

提算法重建速度有很大提高，并能较好反映被测介质的相对位置。
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　　两相流成像技术近年来在石油、化工、电力、冶金及核能等
行业普遍存在，在工业领域有很好的发展前景，其参数测量和

流形识别一直是过程层析的重要研究方向［１］。电阻层析成像

（ＥＲＴ）是基于不同的介质具有不同的电导率，判断出处于敏感
场中物体电导率分布的介质分布情况。电阻层析成像被认为

是一种很有前途的过程断层扫描技术，具有低成本、高速度、鲁

棒性和非侵入等优点［２，３］。ＥＲＴ技术已经成为目前两相流／多
相流可视化测量和成像技术的主要研究方向之一。

ＥＲＴ求解分为正问题和逆问题两个方面［４］。正问题求解

是已知所测物体内部的介质分布和其周围激励的电流分布来

求解物体内部及其周围的敏感场；逆问题求解是应用重建算法

由电极两端所得的感应电压来求解物体的电导率分布信息。

逆问题即图像重建算法至关重要，而且它被正问题所制约。目

前，现有的ＥＲＴ图像重建代数算法主要用于在线（实时）测量，
包括反投影（ｌｉｎｅａｒｂａｃｋｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＬＢＰ）算法［５，６］、截断奇异值分

解（ｔｒｕｎｃａｔｅｄｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＴＳＶＤ）［７］、牛顿—拉夫
逊算法［８］、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法［９］、ＴＶ正则化算法［１０］等。它们都没

有考虑介质分布的先验信息和噪声信息等统计信息。为提高图

像重建效率，本文提出一种基于贝叶斯理论快速一步动态图像

重建算法，将介质分布的先验信息和噪声随机信息等统计信息

引入到ＥＲＴ图像重建中，以获得较好的快速图像重建结果。

!

　正问题求解

!


!

　正问题数学模型

ＥＲＴ的敏感场可以用静态场理论来描述和求解，满足麦
克斯韦方程组，其敏感场数学模型描述为

　　　　

·（σ·φ）＝０　　　在敏感场域Ω内

σ·φｎ Ω
＝ｊ　　　 　　在电流注入电极

σ·φｎ Ω
＝－ｊ　　　 　











 在电流注入电极

（１）
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其中：为梯度算子；Ω为敏感场区域；Ω为其边界；σ为求解
电导率分布函数；ｊ为边界电流密度；φ／ｎ为沿边界的法线方
向导数。电阻成像正问题求解就是已知电导率 σ分布求解场
域内的电位分布φ。

!


"

　正问题有限元求解

有限元将问题广泛应用于正问题求解中。根据汤姆逊定

理，处于介质中的一个固定的带电导体系统，其表面上的电荷

分布应使合成的静电场具有最小的能量。由此可得数学模型

的泛函极值形式：

　Ｊ（φ）＝
Ω

σ
２（σ

２φ＋σφ）ｄｘｄｙ＋∫
Ω

ｊφｄｓ （２）

式中：∫
Ω

ｊφｄｓ为 ｊφ沿场域边界的线积分，单位内 σ为常数

σ＝０，每个单元泛函为

　Ｊｅ（φ）＝
Ωｅ

σ
２［（

φ
ｘ
）２＋（φ

ｙ
）２］ｄｘｄｙ＋∫

ｅ

ｊφｄｅ （３）

经过离散，求解式（３）得
　　　　　　［Ｋ］［

!

］＝［Ｐ］ （４）

式中：［Ｋ］称为系统的刚度矩阵，为 ｎ×ｎ（ｎ为剖分节点的个
数）对称正定矩阵，其矩阵元素由各个三角单元的电导率分布

和三角剖分的拓扑结构决定；［φ］为待求节点电势列向量；
［Ｐ］体现场域边界条件，与激励电极所在节点有关。

"

　逆问题求解

ＥＲＴ图像重建是非线性、病态的逆问题。逆问题求解利
用测量值与计算值构造具有平方和形式的目标函数，并使目标

函数最小，从而求得分布。动态成像是利用不同时刻的测量数

据，通过重建算法获得介质分布的差值，重建一幅差分图像，可

以消除测量中的干扰和噪声信号，实现实时成像［１１］。图像重

建过程就是求解ＥＲＴ系统的逆问题，已知投影数据 Ｖ和灵敏
度矩阵Ｊ求得灰度向量Ｆ，数学模型如式（５）所示。

Ｖ＝Ｊ·Ｆ （５）

若考虑测量过程中的测量噪声，式（５）可写为
Ｖ＝Ｊ·Ｆ＋ｅ （６）

其中：ｅ是测量误差，它是均值为０，协方差阵为Ｃｎ的高斯噪声。
根据先验知识，以Ｆ为条件的观测矢量Ｖ的似然函数为

ｐ（Ｖ Ｆ）＝ １
（２π）Ｎ／２ Ｃｎ １／２

ｅｘｐ［－１２（Ｖ－

Ｊ·Ｆ）ＴＣ－１ｎ （Ｖ－Ｊ·Ｆ）］ （７）

被估计参量Ｆ是Ｍ维随机参量，其先验密度函数是均值
参量为μＦ，协方差矩阵为ＣＦ的高斯分布，即随机参量 Ｆ的似
然函数为

ｐ（Ｆ）＝ １
（２π）Ｍ／２ ＣＦ １／２ｅｘｐ［－

１
２（Ｆ－μＦ）

ＴＣ－１Ｆ （Ｆ－μＦ）］ （８）

由贝叶斯理论，得到介质分布后验概率密度函数满足

ｐ（Ｆ Ｖ）＝ｐ（Ｖ Ｆ）ｐ（Ｆ）ｐ（Ｖ） （９）

两边取对数，并对Ｆ求偏导，令其结果为０，得最大后验估
计方程

ｌｎｐ（Ｖ Ｆ）
Ｆ

＋ｌｎｐ（Ｆ）
Ｆ Ｆ＝Ｆ

∧ ＝０ （１０）

由式（１０）展开得：
－（ＪＴＣ－１ｎ ＪＦ＋Ｃ－１Ｆ ）［Ｆ－（ＪＴＣ－１ｎ ＪＦ＋Ｃ－１Ｆ ）－１（ＪＴＣ－１ｎ ＪＦ＋

Ｃ－１Ｆ μＦ）］＝－ＪＴ（Ｆ－Ｆ
∧
） （１１）

其中，矩阵 ＪＴ＝ＪＤ＋Ｊｐ，而 ＪＤ＝Ｊ
ＴＣ－１ｎ Ｊ是费希尔数据信息矩

阵，Ｊｐ＝Ｃ
－１
Ｆ 是先验信息矩阵。化简得

　　　ＪＴＣ－１ｎ Ｖ－ＪＴＣ－１ｎ ＪＦ－Ｃ－１Ｆ Ｆ＋Ｃ－１Ｆ μＦ Ｆ＝Ｆ
∧ ＝０ （１２）

解得最大后验估计参数Ｆ
∧
为

　　　Ｆ
∧
＝（ＪＴＣ－１ｎ Ｊ＋Ｃ－１Ｆ ）－１（ＪＴＣ－１ｎ Ｖ＋Ｃ－１Ｆ μＦ） （１３）

利用矩阵求逆引理，对最大后验估计参数Ｆ
∧
进行矩阵反演

运算，得

　　　Ｆ
∧
＝μＦ＋ＣＦＪＴ（ＪＣＦＪＴ＋Ｃｎ）－１（Ｖ－ＪμＦ） （１４）

估计均方误差阵为

　　　ＣＦ
∧
＝Ｅ［（Ｆ－Ｆ

∧
）（Ｆ－Ｆ

∧
）］＝（ＪＴＣ－１ｎ ＪＦ＋Ｃ－１Ｆ ）－１ （１５）

由矩阵反演运算得

ＣＦ
∧
＝ＣＦ－ＣＦＪＴ（ＪＴＣＦＪ＋Ｃｎ）－１ＪＣＦ （１６）

由已知得 μＦ为先验均值参数，Ｆ
∧
为后验估计。式（１４）

（１６）离散化后可得

Ｆ
∧

ｋ＋１＝μＦ（ｋ）＋ＣＦ（ｋ）ＪＴ（ＪＣＦ（ｋ）ＪＴ＋Ｃｎ）－１（Ｖ－ＪμＦ（ｋ）） （１７）

Ｃ
∧

Ｆ（ｋ＋１）＝ＣＦ（ｋ）－ＣＦ（ｋ）ＪＴ（ＪＴＣＦ（ｋ）Ｊ＋Ｃｎ）－１ＪＣＦ（ｋ） （１８）

利用式（１７）（１８）反复迭代，可重建电导率分布。
基于贝叶斯理论的迭代方法虽然可以较好地反映被测介

质的分布情况，但是一般迭代方法计算量较大，影响实时成像。

因此，假设初始计算的信息分布参数接近真实分布情况，则认

为在第一次迭代后介质分布大部分特性被识别出来，将其应用

在动态成像中可近似为线性重建算法，即求解：

　　　　　　ΔＶ＝Ｓ·ΔＦ （１９）

相应的逆问题求解变为

　　　 δＦ
∧
＝ＣＦＪＴ（ＪＣＦＪＴ＋Ｃｎ）－１δＶ （２０）

当高斯噪声协方差阵满足 Ｃｎ＝λ
２Ｌ时，重建近似可以看

做正则优化，Ｌ与λ被定义为正则矩阵与正则参数。

#

　实验与结果分析

为验证算法的有效性，对算法进行数值仿真实验，仿真在

ＩｎｔｅｌＣｅｌｅｒｏｎ２．６ＧＨｚ计算机的 ＭＡＴＡＬＢ进行。系统选取１６
电极，５７６个剖分图像像素单元，采用双极性脉冲电流源激励
电压测量方式。

#


!

　实验过程

为了验证算法的可行性以及不同测试参数下对其成像结

果的影响，将其进行下述实验：

ａ）测试在单电极激励单电极测量、相邻电极激励相邻电
极测量及相邻电极激励单电极测量的混合激励／测量三种激
励／测量方式下，介质分布先验概率协方差阵取 ＣＦ＝Ｉ５７６时对
一步动态成像不同噪声协方差阵的重建结果进行比较研究。

电导率初始值设定为σ＝２Ｓ／ｍ。
ｂ）测试混合激励测量方式下，介质分布先验协方差分别为

１、１０和２０时对重建结果的比较研究。取λ＝０．１，σ＝２Ｓ／ｍ。
ｃ）测试混合激励测量方式下，电导率初值与不同 ＳＮＲ

值［１２］对成像结果的影响。取λ＝０．１，σ＝０．１Ｓ／ｍ、１．５Ｓ／ｍ。
ｄ）为了验证算法与其他迭代算法在精度、速度方面的优

势，与高斯牛顿迭代、贝叶斯迭代算法在模型参数近似等价条

件下进行算法精度和速度的比较。
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设定定义图像与重建图像的相关系数（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔ，ＣＣ）为图像评价指标，公式如下：

　　　ｃｃ＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｆｉ
∧
－ｆ
∧
）（ｆｉ－ｆ）

∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｆｉ
∧
－ｆ
∧
）２∑

Ｎ

ｉ＝１
（ｆｉ－ｆ）槡

２
（２１）

其中：ｃｃ为相关系数；ｆｉ为设定电导率分布；ｆ
∧
为重建电导率分

布；ｆ、ｆ
∧
分别为ｆｉ与ｆ

∧
的平均值。可知ｃｃ越大相关系数越强，成

像精度越高，成像质量就越好。

#


"

　结果分析

表１举例给出相邻激励方式下，电流激励为１０ｍＡ、λ＝
０．１时，三种气泡流在噪声协方差阵满足标准正则矩阵与 Ｌａ
ｐｌａｃｅ正则矩阵先验信息的图像重建结果。结果表明基于贝叶
斯理论一步动态算法对三种流形均具有适应性，重建结果良

好。其中，标准正则化选取对角阵为单位阵 Ｉ的正则矩阵，Ｌａ
ｐｌａｃｅ正则矩阵选择算子为［－１，－１，－１；－１，８，－１；－１，
－１，－１］的Ｌａｐｌａｃｅ算子构成的正则矩阵Ｑ。

表１　基于贝叶斯理论快速一步动态算法图像重建结果

流形 气泡流１ 气泡流２ 气泡流３

原始位置

单位正则

重建结果

Ｌａｐ正则

重建结果

　　表２、３给出在不同参数 λ、不同激励方式下，利用本文提
出算法图像重建相关系数比较结果。从表中可以看出 Ｌａｐｌａｃｅ
算子构成的正则矩阵对三种气泡流重建结果相对较好。在三

种激励／测量方式下，气泡流３重建结果优于气泡流１、气泡流
２。在不同参数λ下，气泡流１与气泡流２随着参数λ的增加，
图像重建质量下降，气泡流３随着参数 λ的增加，图像重建质
量增强。综合各种情况，混合激励／测量的方式对一般多气泡
的情况下，效果更好。

表２　当λ＝０．００１时不同激励方式图像重建相关系数结果

流形
单电极激励／测量
Ｉ Ｑ

相邻激励／测量
Ｉ Ｑ

混合激励／测量
Ｉ Ｑ

气泡流１ ０．７２００ ０．７５３７ ０．７４７１ ０．７６８７ ０．７４０５ ０．７６０５
气泡流２ ０．７１９８ ０．７４５３ ０．７２８０ ０．７４１８ ０．７２３６ ０．７４６７
气泡流３ ０．７７５６ ０．７８４８ ０．８２０５ ０．８４０６ ０．７８３３ ０．７９６５

表３　λ＝０．１时不同激励方式图像重建相关系数结果

流形
单电极激励／测量
Ｉ Ｑ

相邻激励／测量
Ｉ Ｑ

混合激励／测量
Ｉ Ｑ

气泡流１ ０．５７６８ ０．６７０８ ０．５５５４ ０．６１６８ ０．６１５８ ０．６８８５
气泡流２ ０．５２６２ ０．６２２２ ０．４９０４ ０．５１７２ ０．５７５４ ０．６４２９
气泡流３ ０．８２５８ ０．８７６１ ０．８２２８ ０．８５２３ ０．８３３３ ０．８５６０

　　介质分布先验概率的协方差对图像重建质量也有影响，分
别取先验分布协方差为１、１０和２０时进行图像重建结果比较。
介质先验噪声协方差取测量空场时１０ｓ真实数据的测量值。
从表４可以看出，当介质分布先验概率的协方差值增大时，图
像重建结果轮廓更加清晰，但是对不同流形的重建结果影响不

一。另外，当协方差增大到一定程度时，成像结果会逐渐趋于

稳定。

表４　不同介质分布先验概率协方差下图像重建结果比较
参数 气泡流１ 气泡流２ 气泡流３

原
始
位
置

协
方
差
为
１ ｃｃ＝０．３６０４ ｃｃ＝０．２８１３ ｃｃ＝０．６０９９
协
方
差
为
１０ ｃｃ＝０．５１１１ ｃｃ＝０．３８１９ ｃｃ＝０．７８４５

协
方
差
为
２０ ｃｃ＝０．５５４４ ｃｃ＝０．４２８０ ｃｃ＝０．８０５１

　　表５为当噪声协方差 λ＝０．１，介质分布先验概率协方差
阵为ＣＦ（０）＝Ｉ５７６，在混合激励测量方式下，改变添加高斯噪声
的ＳＮＲ值所获得重建图像相关系数的比较结果。从表中可以
看出，重建算法电导率初始值的确定对扰动的成像结果有一定

影响，但并不明显，其原因可能是本文采用的动态重建算法，即

差分图像重建。由于背景与扰动的差值在算法中就已经较大，

所以当初始值在一定合理的范围，其对成像结果会影响较小。

表６是对三种不同气泡流进行算法重建比较，电流激励Ｉ
为１０ｍＡ，参数 λ＝０．１的 Ｌａｐｌａｃｅ正则矩阵，电导率分布为２
Ｓ／ｍ，分别用滤波反投影算法、贝叶斯迭代算法和本文介绍的贝
叶斯一步快速动态重建算法对混合激励／测量方式下重建时间
Ｔ和重建精度进行研究。其中，对迭代算法分别进行１０次与２０
次迭代重建，取介质分布先验概率协方差初值为 ＣＦ（０）＝Ｉ５７６。
由表６可知，从运行速度上看，基于贝叶斯迭代算法比高斯牛顿
迭代算法的重建速度慢，从相关系数看前者重建质量要好一些。

两种迭代算法比贝叶斯一步动态算法精度要略高，但其运行时

间是一步动态算法的１０倍左右，速度要慢很多。因此，基于贝
叶斯理论的一步动态算法能较好反映被测介质的相对位置。

表５　不同信噪比（ＳＮＲ）对流形图像重建结果相关系数的影响

流形
ＳＮＲ＝４０ｄＢ

０．１Ｓ／ｍ １．５Ｓ／ｍ
ＳＮＲ＝７０ｄＢ

０．１Ｓ／ｍ １．５Ｓ／ｍ
气泡流１ ０．６６１０ ０．６８７３ ０．６６１３ ０．６８７７
气泡流２ ０．６２２４ ０．６４１７ ０．６２２４ ０．６４２９
气泡流３ ０．７５８５ ０．８６７２ ０．７５９５ ０．８６７７

表６　不同算法对三种气泡流图像重建结果比较

重建算法
气泡流１
Ｔ／ｓ ｃｃ

气泡流２
Ｔ／ｓ ｃｃ

气泡流３
Ｔ／ｓ ｃｃ

１０次迭代高斯牛顿算法３．６１２０ ０．７５９２ ３．６３０ ０．７３９１ ３．６５７０ ０．８９２６

２０次迭代高斯牛顿算法６．７８４０ ０．７６８１ ６．８８１ ０．７５０４ ６．９１００ ０．８９９０

１０次迭代贝叶斯算法 ５．７０８０ ０．７７１９ ５．７２７ ０．７５６２ ５．７１９７ ０．９０７１

２０次迭代贝叶斯算法 １０．９８１ ０．７８０８ １１．０６３ ０．７６８１ １１．００４ ０．９１０６

一步动态算法 ０．７０８６ ０．６８８５ ０．７１１５ ０．６４２９ ０．７１２１ ０．８５６０

$

　结束语

本文将介质分布先验信息和噪声信息等统计信息引入到

图像重建算法中，提出的基于贝叶斯理论一步快速图像重建代

数算法是可行的，这种方法运行时间短，非接触测量，在工业测

量环境下便于实时检测。文中针对不同气泡流，在初始电导

率、激励／测量方式、正则参数及矩阵、噪声影响及先验信息影
响等方面对图像重建结果进行分析、找出各个 （下转第１５８７页）
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的。因此１２个方向共需２５２次运算。而 ＤＷＭＦ算法的加权
距离为

　　　　ｄｋｉ，ｊ＝∑（ｓ，ｔ）∈ｓ０ｋＷｓ，ｔ ｙｉ＋ｓ，ｊ＋ｔ－ｙｉ，ｊ （１０）

每个方向的五个坐标（ｓ，ｔ）是给定的，看似每个方向五个
坐标点的计算量是１５次，但是每个坐标的权值是未知，需要判
断给定。当坐标满足（（－１＜ｓ＜１）｜（ｓ＝＝－１）｜（ｓ＝＝１））＆
（（－１＜ｔ＜１）｜（ｔ＝＝－１）｜（ｔ＝＝１））时权值为２，其他情况
为１。因此每个坐标最多需要判断１３次，即每个方向需要判
断６５次，４个方向共需要３２０次运算。求最小方向加权距离
至少需要比较ｎ－１次，则本文算法需要１１次，ＤＷＭＦ为３次。
由此判断出该像素是否为噪声。

在噪声滤除阶段均是由加权中值滤除。由第一部分算法

描述可知，本文算法的加权重复操作数的确定最多需要４次判
断。加权矩阵的窗口为３×３共９个点即总共需要３６次判断
得到加权矩阵，最后由中值滤波得滤波结果。而 ＤＷＭＦ算法
加权矩阵的确定，首先需要确定４个方向加权距离的最小标准
偏差，最小标准偏差对应方向的坐标点的加权重复操作数为

２，其他方向为１。另外加权矩阵的窗口也为３×３，共９个点。
计算１个标准偏差就需要２２次运算，４个方向的标准偏差共
需８８次。再经过３次比较得到最小标准偏差，也就知道其对
应的方向。经过横纵坐标的匹配后得到一个坐标的重复操作

数，共需３次判断，因此９个点也需２７次判断。即共需１２１次
运算得到加权矩阵，此部分约是本文算法计算量的３倍。

综上，就一次迭代而言，从判断一个像素是否为噪声到滤

除，本文算法的计算量明显少于 ＤＷＭＦ。ＡＣＷＭ算法相对简
单，计算量要少些，在这里就不作详细对比分析了。

#

　结束语

为恢复图像，本文提出了一种新的基于１２个方向的方向
加权去除随机值脉冲噪声的滤波方法，本滤波方法同时解决了

ＤＷＭＦ的局限性并相对减少了一些计算量，程序运行效率明
显提高了很多。受污染图像的信号内容是从图像的噪声像素

分离并保存的。很明显，图像从高度受污染的图像中分离出

来，提高了滤波器的效率在去除脉冲噪声和信号保护方面。本

文提出的滤波方法产生的好的客观指标与其他滤波方法相比

有一定的提高。
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定的研究意义。
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