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摘　要：针对一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的非线性混沌动力学特性进行了分析，并提出一种混沌伪随机序列的统计特性改
进算法，以求取得比一般随机数构造方法更好的统计特性。利用一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射产生的混沌时间序列，加入反正
弦与反余弦变换，对Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射进行优化改进，以提高伪随机数列的统计特性。通过定性分析和定量计算发现，
改进后的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射统计特性受迭代次数的限制较小，在随机性和均匀性上都优于常用的随机数列构造方法。
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　　混沌序列由混沌系统产生，而混沌系统则是一种复杂的非
线性动力学系统。非线性动力学系统在一定的条件下会进入

混沌状态，即出现确定的、类随机的、既非周期又不收敛的过

程。根据混沌系统方程，只需调整系统参数与初值，即可产生

一系列非相关、类随机、确定可再生的混沌序列。混沌序列是

混沌运动的轨迹，具有遍历性、随机性、非周期性以及对系统参

数与初值的敏感依赖性［１］。因此，混沌系统被广泛应用于保

密通信［２］、数据安全［３］、移动机器人全覆盖遍历规划［４，５］等众

多科研领域中。

混沌系统中的一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映射结构简单、性能良好，
是目前应用最为广泛的一种混沌映射，以其遍历性、对初值高

度敏感性的特点而备受关注［６］。目前存在的主要问题是大部

分的研究者把混沌行为产生的时间序列直接当成了完全的随

机序列来应用［７］。虽然现在使用的随机数列都是伪随机数，

但不同的伪随机数要通过随机检验才能更好地应用。本文针

对一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射进行优化改进，使改进后的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射产
生的伪随机时间序列统计特性提高，质量较好，以便于与其他

动力学方程相结合，推广到工业上需要完成全遍历覆盖、高度

不可预测任务等场合［８］。
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映射动力学特性分析

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射虽然形式简单，但应用却非常广泛，能够表现
出复杂的动态行为。其一维差分形式的映射方程为

ｘ（ｎ＋１）＝ｒｘ（ｎ）（１－ｘ（ｎ）） （１）

其中：ｒ为系统参数（又称为分支参数），且 ｒ∈（０，４］，ｘ（ｎ）∈
（０，１），ｎ＝０，１，２，…。研究表明，当３．５６９９４５６＜ｒ≤４时，Ｌｏ
ｇｉｓｔｉｃ映射进入混沌状态，所生成的混沌序列｛ｘ（ｎ）｜ｎ＝０，１，２，
３，…｝具有良好的随机分布特性，且对初值极为敏感，是一种
颇为理想的伪随机序列。

随机取一初始值，分析一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射在迭代５０次时的
非线性动力学行为。图１为取初始值 ｘ（０）＝０．３时，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ
映射动力学行为。从图１中可以看出：

ａ）当ｒ＜１时，最终迭代结果ｘ（ｎ）＝０。
ｂ）ｒ＝１．８时，ｘ（ｎ）迭代后逐渐趋向于稳定；ｒ＝２．５时，迭
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代出现震荡现象，但振荡起伏逐渐稳定最终达到平衡状态。

ｃ）ｒ＝３．１时，迭代结果在两个值之间交替出现，迭代收敛
到了２个极限点。

ｄ）ｒ＝３．５时，迭代序列收敛到了４个极限点。
ｅ）ｒ＝３．５５时，迭代序列收敛到了８个极限点，呈现２ｍ倍

周期收敛的情形。

ｆ）图１（ｆ）（ｇ）中，当３．５６９９４５６＜ｒ≤４时，系统的这种周期
行为逐渐丧失，其迭代结果不再反复交替出现，而是进入了混沌

状态，此时系统的动力学行为变得复杂，迭代行为出现了随机

性，以至于Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的倍周期分叉图的大部分区域被填满。
ｇ）当ｒ＝４时，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射对应的函数曲线取满了值域空

间，即输入值和输出值都在（０，１）区间，称为满映射［９］，并在

（０，１）上呈现近似均匀的伪随机分布的特性，即 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射
生成的混沌序列的分布具有较好的遍历性。

ｈ）ｒ取区间内的任意值时，混沌系统均具有有界性。ｘ（ｎ）
轨线始终局限于一个确定的区域，这个区域称为混沌吸引域。

无论混沌系统内部如何不稳定，它的轨线都不会走出混沌吸引

域，因此从整体上说混沌系统是稳定的。

另外，混沌系统对初始值也是很敏感的，初始值相差很小，

迭代有限次后的值相差就很大。例如当ｒ＝４时，初始值ｘ（０）＝
０．３时迭代２０次后，ｘ（２０）＝０．３７９４。当初始值仅相差０．００００１，
即ｘ（０）＝０．３００００１时，ｘ（２０）＝０．００８４，迭代２０次后 ｘ（２０）＝
０．００８４。迭代结果相差了４５倍。结算结果如图１（ｈ）和图２所
示。对初始值的敏感特性，决定了混沌时间序列具有高度不可

预测性。

混沌迭代值虽然对初始值敏感，但初始值的大小不影响混

沌状态的出现。图３显示出了图１各种状态下Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的
倍周期分叉图。倍周期分叉图的形状与初始值的大小基本无

关，图３（ａ）中ｘ（０）＝０．３时和（ｂ）中 ｘ（０）＝０．８时的分叉图
基本相同。因此，ｘ（０）取（０，１）区间内的任意值，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射
都能够进入混沌状态。
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映射混沌时间序列的随机性能分析

第１章中分析了一维 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射在取一定的初始值时，
Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的动态行为与分形参数 ｒ密切相关。随着 ｒ的变
化，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射可以呈现出周期性或混沌态。具体地讲，当
０≤ｒ≤３．５６９９４５６ｒｃ时，序列｛ｘ（ｎ）｝呈现出周期为２

ｍ（ｍ为
正整数）的周期性；当ｒｃ＜ｒ≤４时，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射处于混沌状态，
此时由Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射产生的序列｛ｘ（ｎ）｝非周期、不收敛、对初

始值极其敏感；当 ｒ＝４时，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的输入值和输出值都
在（０，１）区间，具有极好的遍历特性。因此本文采用式（２）作
为伪随机序列生成器。

ｘ（ｎ＋１）＝４ｘ（ｎ）（１－ｘ（ｎ）） （２）

一个好的伪随机序列应该有比较平均的分布，也就是说，

每个数在空间中出现的概率应该是相等的。本文对不同的初

始值ｘ（０）、不同迭代次数ｎ下的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射进行了讨论。样
本的取值范围分布在１０个等宽区间，即分成０～０．１，０．１～
０．２，…，０．９～１共１０个区间，并统计迭代数据落在各个区间上
的数目ｋ（ｍ）（ｍ＝１，…，１０）。图４～７分别显示出了不同情况
下的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映射所产生的伪随机时间数列｛ｘ（ｎ）｝在空
间的分布状态。

从图４～７中可以看出，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射产生的伪随机序列的
分布并不是均匀的，是一种两头大中间小的情形，从而导致其

均匀性不好。但Ｌｏｇｉｓｔｉｃ伪随机序列的统计特性比较稳定，与
初始值和迭代次数关系不大。对于一般情形来说，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映
射产生的序列是可以满足基本需求的。为了获得更好的平均

性或遍历特性，需要对其统计特性进行优化改进。

#

　随机数列的统计分布性能分析

在未用混沌控制信号以前，人们通常习惯采用随机信号发

生器来产生一些随机时间序列。随机信号由于其简单性，历来
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被用于解决一些问题和算法。这里为了与一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映
射时间序列进行对比，首先讨论一般的随机数列的统计特性。

利用计算机产生随机数有物理方法和数学方法两种。物

理方法成本过高，因此利用数学方法产生随机数得到了广泛的

应用。虽然产生的随机数为伪随机数，但它具有占用内存少、

速度快、可重复性的优点。用数学方法产生随机数的常用方法

有线性同余法、素数模乘同余法和线性同余组合发生器（扩大

周期法）等。线性同余法［１０］为

ｘ（ｎ）＝（ａｘ（ｎ－１）＋ｃ）（ｍｏｄＭ）

ｒ（ｎ）＝ｘ（ｎ）／Ｍ

初值ｘ（０










）

　ｎ＝１，２，… （３）

线性同余法通过满足式（３）产生随机序列，主要参数为ａ、
ｃ、Ｍ。只有选择合适的参数才能得到随机数的周期接近或达
到 Ｍ。当 ａ＝１１０３５１５２４５／６５５３６，Ｍ＝３２７６８（Ｌｉｎｕｘ下 Ｍ＝
２１４７４８３６４７），ｃ＝１２３４５／６５５３６时，用式（３）产生的伪随机数方
法就是人们通常所使用的标准库函数ｒａｎｄ。

利用第２章中的方法，分析利用式（３）中随机数产生方法
生成时间序列的随机特性。分析结果如图８、９所示。从图８
和９中可以看出，随机函数的分布特性与迭代次数关系很大，
迭代次数越大，其在各区间上的分布越均匀，说明随机函数在

需要迭代次数很多的情形下，也有一定的应用场合。

$

　
&'()*+),

映射均匀性改进方案

比较混沌信号和随机信号的随机分布特性，可以看出混沌

信号的随机分布稳定，不受初始值和迭代次数的影响，其分布

特性可以控制。而常用的随机信号的随机分布特性不稳定，其

均匀性受迭代次数的影响较大。如果混沌信号的随机特性能

够优化，就可以获得在任何情形下比随机信号更好的分布

特性。

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的混沌控制具有两头大、中间小的分布特性。
优化的方向是能够平均两头的分布。基于这种思想，采用反正

弦和反余弦对混沌映射产生的ｘ（ｎ）信号进行变换：

ｘ（ｎ）＝２ａｒｃｓｉｎｘ（ｎ）
π

（４）

变换后的分布特性如图１０所示。从图１０可以看出，反正
弦变换把混沌映射的大头不对称分布特性去掉了。

同理，如果采用式（５）中的反余弦变换，可得到图１１所示
的分布特性。

ｘ（ｎ）＝２ａｒｃｃｏｓｘ（ｎ）
π

（５）

从图１１中可以看出，反余弦变换平滑了混沌映射小头分
布不均匀的问题。因此将反正弦与反余弦变换结合起来，就可

以优化混沌函数的随机特性。变换后的分布特性如图 １２
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所示。

ｘ（ｎ）＝

２ａｒｃｃｏｓｘ（ｎ）
π

　０＜ｘ（ｎ）≤０．５

２ａｒｃｓｉｎｘ（ｎ）
π

０．５＜ｘ（ｎ）









 ＜１
（６）

从图１２中可以看出，混沌信号的随机特性被明显地改变，
在各个区间上的统计数据分布比较均匀，没有显著地变化。

-

　均匀性检验的定量讨论

以上通过图形方式定性地讨论了改进后的一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混
沌映射的随机特性。通过图形区间的分布，可以看出改进后混

沌映射的均匀性大大改善。同时，也可以通过定量计算，进一

步讨论改进前后混沌函数的随机特性。对于给定的随机数，采

用定量方法进行均匀性检验主要是采用频率检验法，手段是检

验所产生的随机数落在各子区间的频率与理论频率之间的差

异是否显著。常用的频率检验法有两种：ＫＳ检验（ｋｏｌｍｏｇｏｒ
ｏｖｓｍｉｒｎｏｖ）和χ２检验。这里本文使用χ２检验。其思路是［１１］：

将（０，１）区间分成ｋ个相等的子区间，检查总数为 Ｎ的随
机数落在各子区间的实际频数 ｎｉ与理论频数的差异是否显
著。设落在第ｉ个子区间的随机数的实际频数为 ｎｉ，落在第 ｉ

个子区间的理论频数为ｍｉ，ｍｉ＝Ｎ／ｋ。建立χ
２统计量为

χ２＝∑
ｋ

ｉ＝１

（ｎｉ－ｍｉ）２

ｍｉ
＝ｋＮ∑

ｋ

ｉ＝１
（ｎｉ－

Ｎ
ｋ）

２ （７）

当样本量足够大时，该统计量近似服从自由度为 ｋ－１的

χ２分布。显著水平α一般取０．０１～０．０５。χ２应服从χ２（ｋ－１）
分布，在给定一个显著水平 α下，可查表得到临界值 χ２ａ（ｋ－

１）。如果χ２＞χ２α，则在该显著水平上拒绝该批样本为均匀的
假设。

χ２检验步骤：ａ）分区间 ｋ；ｂ）统计 ｎｉ和计算 ｍｉ；ｃ）计算统

计量χ２；ｄ）根据显著水平及自由度 ｋ－１从 χ２表查临界值 χ２α；

ｅ）比较χ２和临界值χ２α，确定是否接受。

同时，通过计算得出结果χ２，可以比较χ２的大小来看出各
种方法的优劣，χ２越小说明均匀性越好。对于前几章中提到
的几种方法，本文用 ＭＡＴＬＡＢ输出每种方法的随机数并作出
相关的检验，计算出图５～１２中几种情况下采样数据的 ｘ（ｎ）
值，并查表计算出χ２值［１２］，计算结果如表１所示。

表１　伪随机数均匀性检验

方法 ｘ（ｎ） χ２ 说明

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映射 图５ ２５５．１２ 拒绝

随机数据（１） 图８ １７．７３ 拒绝

随机数据（２） 图９ ４．３１５ 接受

修改后的Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映射 图１２ ０．８４０２ 接受

　　表中第三列数据是计算所得到的 χ２测试值。图５中的

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌映射产生的伪随机数列的χ２值是２５５．１２；图８中
迭代次数为１０００次的伪随机数列的 χ２值是１７．７３，与临界值
１６．９１９相比，这两种情况都不能通过均匀性测试；而图９中迭
代１００００次伪随机数列的 χ２值为４．３１５，可以通过均匀性测
试，并具有较好的统计特性，说明随机数列的统计特性随着迭

代次数的增加而得到了改善。图１２中修改后的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ混沌
映射的 χ２具有最小值 ０．８４０２，因此在四种情况中，均匀性
最好。

.

　结束语

本文讨论了一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射从周期走向倍周期分叉的混
沌动力学特性，并分析了满映射情况下在（０，１）区间的统计分布
特性，提出将反正弦与反余弦相结合来改进Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射的统计
特性的算法。改进后的伪时间序列统计特性好于常见的随机信

号发生器。但改进后的一维Ｌｏｇｉｓｔｉｃ映射具有更多的优势：
ａ）具有混沌的确定性。统计特性比较稳定，受迭代次数

影响较小，因此可以使动力学规划器得到更广泛的应用。

ｂ）对初始值的高度敏感性迭代后的伪随机时间序列是高
度不可预测的。

ｃ）提高了混沌的遍历特性。均匀性的提高，使动力学行
为可平均地访问空间的每一点，因此可与动力学方程相结合，

推广到工业上需要完成全遍历覆盖、高度不可预测任务等

场合。
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