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光滑拉格朗日神经网络解决非光滑最优化问题!
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摘(要! 针对目标函数是局部-3:;7<3=>函数$其可行域由一组等式约束光滑凸函数组成的非光滑最优化问题$

通过引进光滑逼近技术将目标函数由非光滑函数转换成相应的光滑函数$进而构造一类基于拉格朗日乘子理论

的神经网络$以寻找满足约束条件的最优解& 证明了神经网络的平衡点集合是原始非光滑最优化问题关键点集

合的一个子集!当原始问题的目标函数是凸函数时$最小点集合与神经网络的平衡点集合是一致的& 通过仿真

实验验证了理论结果的正确性&
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(引言

多年来!研究者对用神经网络解决约束最优化问题已有深

入的研究& #/') 年,F4K等人'#(介绍了用W8:L3HIA神经网络解

决线性规划问题!激发了很多研究者去构造多种神经网络来解

决最优化问题& XH44HA0等人'!(提出了一种解决非线性规划

问题的神经网络& 然而长久以来!研究者们发现采用这些神经

网络解决最优化问题都要求目标函数和约束函数是光滑的!因

为在这种网络中要用到目标函数和约束函数的梯度!而在很多

重要的应用中!最优化问题往往是非光滑的& 因此!学习用神

经网络来解决非光滑最优化问题是十分必要的&

在文献'$(中!V8G=3等人介绍了一种广义神经网络用于解

决一类非光滑非线性规划问题& -3等人'*(提出用广义梯度神

经网络解决在封闭凸子集上的非光滑凸和非凸非线性规划问

题& -31等人在文献'+!)(中提出了一类基于投影运算的单层

反馈神经网络来解决目标函数和约束函数分别为不同形式的

非光滑最优化问题!分析了网络的稳定性及其收敛性& 无论待

解决的最优化问题是否光滑!大部分的神经网络技术解决约束

最优化问题都是带惩罚项的& 例如在文献'&!'(中!P1H等人

利用惩罚函数和微分包含技术提出了一种解决非光滑凸和非

光滑非凸最优化问题的基于子梯度法神经网络& 不幸的是罚

函数法有很多致命的缺点!例如罚函数法只能给出近似解!当

惩罚参数是无限大时无法用电路实现!并且使用罚函数法在计

算上有很大的困难& 在文献'/(中!.<F4E等人提出了一类新

型神经网络用于解决一般非线性规划问题!这种方法是基于著

名的拉格朗日乘子理论!通过把约束合并到一个修正目标函数

中来处理约束& 这种方法避免了计算上的困难& 此外!文献

'#" Y#!(也研究了利用拉格朗日神经网络解决不等式约束的

最优化问题& 然而它们所解决优化问题的目标函数都仅限于

光滑函数!所以有待于将这类神经网络的应用扩展到非光滑目

标函数的研究中&

在文献'#$(中! Z3F4等人提出了一种光滑神经网络解决

非-3:;7<3>约束最优化问题!并介绍了其应用& 与文献'#$(不

同的是!本文研究了一种光滑拉格朗日神经网络以解决非光滑

约束最优化问题& 这种神经网络包含两种神经元!即变量神经

元和拉格朗日神经元& 变量神经元负责寻找原问题的最小点!

此神经元最终会给出神经网络的平衡点!以此来为寻找原始问

题的最小点作进一步的判断%而拉格朗日神经元则负责将动态

轨迹快速地引入可行域& 求解过程如下$F#采用光滑逼近技
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术将原始问题的目标函数由非光滑的局部 -3:;7<3>函数转换

成光滑函数"即二次连续可微函数#%M#根据变换后的光滑函

数建立拉格朗日神经网络模型!并利用神经网络的动态行为找

到其平衡点& 文中证明了神经网络的平衡点集合是原始非光

滑最优化问题关键点集合的一个子集!并且当原始问题的目标

函数是凸函数时!原始问题的最小点集合与神经网络的平衡点

集合是一致的!这为寻找原始非光滑问题的最优解提供了理论

依据&

"

(预备知识

本章介绍本文中要用到的一些定义和性质& 首先!给出以

下等式约束的非线性规划问题$
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这里 &是局部 -3:;7<3=>函数!# 是光滑凸函数"即二次连续
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#!!!)!(+& 因此!本文假设 ! 是非空有界的!并且是内部非

空的集合& 如果&"7#是局部 -3:;7<3=>函数!则 &"7#几乎处处
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&
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值得注意的是!当问题式"##为凸函数时!关键点集合与

全局最小点集合是一致的!即A '̀&

在过去的几十年里!研究者们提出了很多种光滑逼近技术

用来解决非光滑最优化问题& 光滑逼近技术的主要思想就是

用带参数的光滑函数来近似非光滑函数&
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更多有关构造光滑函数的结论在文献'#+(中可以查阅!

它们对于构造光滑函数有很大的指导作用& 本文始终运用光

滑函数 &

Y
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(定义拉格朗日神经网络

本文中光滑拉格朗日神经网络的瞬时行为定义为以下两

个微分等式$
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下面给出本文重要的定理及其证明过程&
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定理 #(对给定的7
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证明(定义神经网络的-0F:148T能量函数."7!

$

#为

."7!

$

# `

#

!

f

&

7

C

!

"7!

$

#f

!

a

#

!

f#"7#f

!

"!$#

对."7!

$

#求+的导数

A."7!

$

#

A+

`b

&

7

C

!

"7!

$

#

&

!

77

C

!

"7!

$

#

,

&

7

C

!

"7!

$

# "!*#

由文献'/(知能量函数满足 A."7!

$

#DA+

$

"!又由式"!$#

知."7!

$

#

(

"!即能量函数有下界& 因此根据 -0F:148T能量

函数的稳定性!此拉格朗日神经网络可以达到全局稳定状态&

假设7

!是神经网络的一个平衡点!由式"#*#知 7

!

"&

'

!

则存在点对"7

!

!

$

!

#使得式"#+#成立& 所以当神经网络达到

平衡点7

!时!A."7!

$

#DA+̀ "!即神经网络的能量达到了下界

值!此时神经网络达到了稳定状态& 由于原始问题式"##是凸

函数!则由原始问题的目标函数变换而来的光滑函数 &

Y

"7!

"

#

也是凸函数& 由-0F:148T的全局稳定性知!从任一初始点出

发都能找到一个点对"7

!

!

$

!

#!使得神经网络能够达到全局

稳定状态& 由定理 # 知此时的7

!也是原始问题式"##的关键

点& 由于原始问题式"##是凸函数!关键点集合与全局最小点

集合是一致的!所以7

!也是原始式"##的全局最小点& 因此!

A`

&

'

成立&

推论(F#当
&

7

C

!

"7

!

!

$

# "̀ 时!"

"&

7

C

#

"7

!

!

$

#!则 7

趋近于极值点7

!

%M#当
&

#

#

"7

!

#!)!

&

#

(

"7

!

#线性无关时!

$

也趋近于极值点
$

!

&

证明(F#当
&

7

C

!

"7

!

!

$

# "̀ 时!由式"!*#知!能量函数

满足 A."7!

$

#DA+̀ "!此时神经网络达到稳定状态!这时由于

"

"&

7

C

#

"7

!

!

$

#!所以可以推知7达到了极限值7

!

&

M#当
&

#

#

"7

!

#!)!

&

#

(

"7

!

#线性无关时!有

&

7

C

!

"7

!

!

$

# `

&

槇
&"7

!

!

"

# a

&

#"7

!

#

$

"̀

通过定理 # 得

"

"&

7

C

#

"7

!

!

$

# `

%

&"7

!

# a

&

#"7

!

#

$

由此可知
$

被唯一确定& 因此!A

$

DA+

#

"!使得
$

有一个

极限值
$

!

&

$

(仿真实验结果及分析

$

^

"

(仿真实验过程

仿真实验是在S@,-@Z/6" 平台下进行的& 实验包括两

个实例$例 # 是求解非光滑函数在等式约束下的最优化问题!

例 ! 是求解非光滑函数在不等式约束下的最优化问题&

例 #(等式约束

934( &"7# `f7

#

b7

!

f

;1MCH7==8(7

#

b!7

!

a$ "̀

问题分析$由给出的非光滑问题可以得到!当 7

#

`7

!

时

&"7# "̀ 达到最小值!在满足约束条件7

#

b!7

!

a$ "̀ 时!7

#

`

7

!

$̀!所以原始问题在满足约束条件下仅有一个最小点为 7̀

"$!$#

,

!即最小点集合为A *̀"$!$#

,

+&

实验步骤如下$

F#利用光滑逼近技术'#+(将非光滑函数 &"7#转换成相应

的光滑函数 &

Y

"7!

"

#& 选择
"

"+# H̀

b+

D"# aH

b+

#

!

!则

当
"

"

e" 时!"1#

a

的光滑函数为

!

"1!

"

"

# `

/

d

E

d

"1b

"

"

+# a

"

"+#A+̀

"

"

I4 # aH

1D

"( )"

由f1f̀ "1#

a

a" b1#

a

可以得到f1f的光滑函数为

(

"1!

"

"

#$ `

!

"1!

"

"

# a

!

" b1!

"

"

# `

"

"

I4 ! aH

1D

"

"

aH

b1D

"( )"

所以!综上可知&"7# `f7

#

b7

!

f的光滑函数为
槇
&"7!

"

"

# `

"

"

I4 ! aH

"7

#

b7

!

#D

"

"

aH

b"7

#

b7

!

#D

"( )"

M#通过拉格朗日神经网络模型的式"&#和"'#!建立具体

的神经网络学习规则'#)(为

7

=

"?a## 7̀

=

"?# b

"

7

%

&"7"?##

%

7

=

a

.

(

0̀ #

$

0

"?#

%

#

0

"7"?##

%

7









=

$

=

"?a## `

$

=

"?# a

"

$

#

=

"7"?##

其中$

"

7

"̀F"+%

"

$

"̀F"# 是学习率参数!约束条件个数 0̀

#!)!(!运行次数 =̀ #!)!/&

7#用S@,-@Z/6" 软件编程来模拟神经网络的行为& 当

任意选取一个初始点为 7̀ "$!!F+#

,

!

$

"̀F)!并且假定
"

"

!̀

"满足
"

"

e"#时!最终当网络达到平衡时收敛到平衡点 7

!

`

"$!$#

,

& 图 # 给出了7

#

和7

!

的轨迹图& 另外!为了体现本例

子选取初始点的任意性!任取四个初始点分别为"$!!F+#!

"$ &̂+!!F!+#!"$F+!$#和"!F+!!#!最终 7收敛到平衡点仍然

是7

!

"̀$!$#

,

& 图 !给出了这四个点中 7

#

的轨迹& 因此!得

到平衡点集合为
&

'

*̀"$!$#

,

+!这与问题分析中的最小点集合

是一致的&
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( (

图 #(例 # 中7

#

和7

!

的轨迹 图 !(例 # 中任意四个

初始点7

#

的轨迹

例 !(不等式约束

934(&"7# `f7

#

b7

!

f

;1MCH7==8(7

#

b!7

!

a$

$

"

7

#

b7

!

$

"

问题分析$由给出的非光滑问题可以得到!在满足约束条

件7

#

b!7

!

a$

$

" 和7

#

b7

!

$

" 时!当 7

#

7̀

!

时 &"7# "̀ 达到

最小值& 所以原始问题的最小点集合是在满足约束条件且

7

#

7̀

!

构成的集合&

实验步骤如下$

F#利用光滑逼近技术将非光滑函数转换成光滑函数!变

换过程同例 #&

M#构造不等式约束的神经网络模型!建立学习规则'#)(

$

7

=

"?a## 7̀

=

"?# b

"

7

%

&"7"?##

%

7

=

a

.

(

0̀ #

$

0

"?#

%

#"7

0

"?##

%

7









=

$

=

"?a## 9̀F2*"!

$

0

"?# a

"

$

#

=

"7"?##+

其中$

"

7

"̀F"+!

"

$

"̀F"# 是学习率参数!约束条件个数 0̀

#!)!(!运行次数 =̀ #!)!/&

7#用S@,-@Z/6" 软件编程来模拟神经网络的行为& 当

任意选取一个初始点为 7̀ " b$!+#

,

!

$

"̀"F)!"F!#

,

!且假定

"

"

!̀"满足
"

"

e"#时!最终当网络达到平衡时收敛到平衡点

7

!

"̀$!$#

,

& 图 $ 给出了7

#

和7

!

的轨迹& 同样!为了体现本

例子选取初始点的任意性!任取四个初始点分别为" b$!+#!

" b!!!#!""!##和"#F+! b##!最终 7收敛到平衡点为 7

!

`

"$!$#

,

& 图 * 给出了这四个点中 7

#

的轨迹& 因此!由实验得

到的平衡点符合问题分析中的最小点集合的条件&

图 $(例 ! 中7

#

和7

!

的轨迹 图 *(例 ! 中任意四个

初始点7

#

的轨迹

$

^

#

(实验结果分析

函数&"7# `f7

#

b7

!

f在满足 7

#

b!7

!

a$ "̀ 的前提下!当

7

#

和7

!

值相等时!&"7#就会得到最小值 "& 因此!当把非光滑

函数&"7#变换成光滑函数 &

Y

"7!

"

"

#后!本研究希望 &

Y

"7!

"

"

#

在等式7

#

b!7

!

a$ "̀ 约束下达到最小值时!7

#

和7

!

值也是相

等的& 从例 # 的仿真结果中可以看出!当 7

#

和 7

!

的特征曲线

趋于不变时!神经网络达到稳定状态!这时7

#

的值与 7

!

相等!

这与期望的结果是相符的& 因此!验证了本文所提出的用光滑

拉格朗日神经网络来解决等式约束非光滑目标函数优化问题

的有效性& 在例 ! 中!当约束条件是不等式时!从仿真结果图

! 可以看出!在可行域内当神经网络达到稳定时!7

#

与7

!

的值

相等!这时的7

#

和7

!

使得原问题 &"7# `f7

#

b7

!

f达到了最小

值& 因此!例 !从不等式约束的角度验证了本文结论的正确性&

%

(结束语

本文介绍了一类约束非光滑最优化问题!这类问题在工程

学-自然科学-经济学等方面都有广泛的应用& 通过引进光滑

逼近技术和光滑拉格朗日神经网络来解决这类约束非光滑最

优化问题& 同时利用了 \IFGKH广义梯度-一阶最优化条件-

-0F:148T能量函数稳定性等理论证明了由光滑函数构造的光滑

拉格朗日神经网络的平衡点集合是原问题关键点集合的子集&

最后!通过S@,-@Z编程进行仿真实验!验证了理论结果&
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