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基于反调和平均的张量形态学算子模型

及其在彩色图像边缘检测中的应用
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摘　要：旨在建立基于张量模型的彩色图像形态学算子。通过将ＨＳＶ彩色空间下的三维向量利用二阶对称正
定张量进行建模表示，提出一种基于反调和平均的彩色形态学算子。在此基础上，借助于张量相似性度量构造

基于参考张量的形态学算子，该算子能够实现滤波的输入保持。通过基于形态学梯度的边缘检测实验验证模型

的可行性和有效性。对比实验表明基于张量的彩色形态学模型相对于原有的向量模型在图像处理中具有更好

的结果。
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　引言

随着图像获取技术的不断提高，彩色图像由于其包含信息

更加丰富，刻画目标、场景更加准确，逐渐成为自然图像处理问

题的主要研究目标。数学形态学是空间域图像处理的重要手

段，因其具有很好的并行运算性质被广泛使用。对数学形态学

的研究通常是对于形态学算子的构造和讨论。自Ｓｅｒｒａ将形态
学算子理论统一到完备格框架下，灰度图像作为二维空间的曲

面，因其具有非常自然的全序关系，灰度形态学的研究取得了

相对完整的理论体系，并被学者们广泛接受。

完备格框架下彩色形态学研究的基础是如何合理地定义

彩色序关系。由于彩色信息缺少比较明确的全序关系，很难比

较两个颜色的大小关系，例如无法确定红色和蓝色哪个更大。

因此，目前研究的一个重要方向集中在基于参考颜色和向量距

离彩色序上［１，２］。由于向量的结构和运算比较简单，在应用中

很难融合彩色图像的色调、饱和度和光照的信息，并且对像素

间距离的度量形式相对单一。

因此，考虑采用二阶张量结构刻画像素彩色信息。目前，

对于张量（矩阵）形态学的研究主要集中在 ＭＲＩ和纹理图像

上。学者们采用结构张量刻画分子的扩散性质或纹理信息，根

据Ｌｏｗｎｅｒ序定义各种形态学算子［３～７］。然而，这种方法不适

用于彩色形态学算子的构造，因为结构张量只能描述颜色的变

化情况，无法反映像素的颜色信息。

本文根据像素的颜色信息构造二阶正定对称张量，借助反

调和平均技术定义连续变化的彩色形态学算子。在此基础上，

构造基于参考全序的形态滤波算子以满足输入保持性。

"

　彩色图像的张量模型

张量是一个定义在一些向量空间和一些对偶空间的笛卡

儿积上的多线性函数。实际上，张量概念相当广泛，标量和向

量是张量特殊情况。区别标量、向量和更一般的张量特征是表

示它们数组的指标个数（张量的阶）。这样，标量是零阶张量

（不需要任何指标），而向量是一阶张量。

由于张量（尤其是二阶张量）具有许多优良的性质，本文

采用二阶二维张量刻画每个像素的颜色信息。对于任意一个

二阶二维张量，可以用一个２×２的矩阵表示：

Ｔ＝
Ｔ１１ Ｔ１２
Ｔ２１ Ｔ
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并且可以通过求解特征值问题 Ｔ－（λＩ）ｅ＝０，由其特征值 λ１
和λ２（λ１≥λ２）、主特征方向ｅ１刻画。据此只需根据像素的彩
色信息合理确定张量谱和主方向，就可以将向量空间映射到张

量空间，并借助于张量的丰富运算和性质进行彩色形态学算子

的构造。

对任意二阶二维对称正定张量，可以唯一确定一个椭圆。

本文用张量（椭圆）的主方向、形状（离心率）和尺度（迹）刻画

ＨＳＶ彩色空间下的像素信息：

ｈ＝θ／π，ｓ＝１－
λ２
λ１
，ｖ＝λ１＋λ２

其中：θ为椭圆主方向角；λ１、λ２分别为长、短半轴长度。通过
以上的对应关系，能够将每一个彩色向量表示为一个二维平面

上的椭圆。易验证这样得到的张量 Ｔ是对称正定的。图１描
述了基于控制变量法不同色调、饱和度、亮度下椭圆的变化情

况［８，９］。

通过图１容易发现，彩色图像在ＨＳＩ空间下的张量表示模
型利用椭圆的方向表示像素的色调信息，这与 Ｈ分量的实际
意义是一致的。同时该张量模型能够融合像素的饱和度和亮

度信息，并且张量所对应椭圆的形状、大小随 Ｓ和 Ｉ分量连续
变化。

#

　彩色张量形态学算子模型

#


"

　基于反调和平均的形态学算子

中值滤波和均值滤波是现有图像处理中最为常用的两种

滤波器。中值滤波通过定义像素空间中的序关系，选择局部邻

域像素表达的中间值作为滤波的输出结果；而均值滤波通过定

义特定的平均算法，将局部邻域的平均像素值作为滤波的输出

结果。在此基础上，借助序统计和加权平均的思想还可以定义

等级滤波算子和加权均值滤波算子，而经典的形态学膨胀和腐

蚀运算就可以看做是一种邻域可变的等级滤波算子。本节借

助反调和平均技术，提出张量空间下的彩色形态学算子。

对灰度图像而言，用０～２５５之间的标量值表示图像的像
素信息，定义图像局部邻域的最大值和最小值作为经典的灰度

形态学膨胀和腐蚀的结果，其中局部邻域由形态学结构元素确

定。下面考虑灰度形态学膨胀、腐蚀算子与反调和平均之间的

关系。

设Ａ＝｛ａｉ｝
Ｎ
ｉ＝１为 Ｎ个标量所组成的集合，则其 Ｐ阶反调

和平均（ＣＨＭ）为

κＰ（Ａ）＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
ａ( )Ｐｉ －１／２ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ａＰ＋１( )ｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ａ( )Ｐｉ －１／２

并且具有如下性质：

ｓ≤ｔκｓ（Ａ）≤κｔ（Ａ）

ｌｉｍ
Ｐ→＋∞

κＰ（Ａ）＝ｍａｘ
ｉ
ａｉ

ｌｉｍ
Ｐ→－∞

κＰ（Ａ）＝ｍｉｎ
ｉ
ａｉ

因此，考虑灰度图像 ｆ，对任意像素（ｘ，ｙ），设其由平结构
元素所确定的局部邻域为Ｂ（ｘ，ｙ），则有

ｌｉｍ
Ｐ→＋∞

κＰＢ（ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ｍａｘ
（ｓ，ｔ）∈Ｂ（ｘ，ｙ）

ｆ（ｓ，ｔ）＝δＢ（ｆ）（ｘ，ｙ）

ｌｉｍ
Ｐ→－∞

κＰＢ（ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ｍｉｎ
（ｓ，ｔ）∈Ｂ（ｘ，ｙ）

ｆ（ｓ，ｔ）＝εＢ（ｆ）（ｘ，ｙ）

其中：δ和ε分别表示膨胀和腐蚀算子。
据此可以证明，经典的灰度形态学膨胀和腐蚀算子是反调

和平均的极限形式，这样就建立了标量的反调和平均与灰度形

态学算子之间的关系。与此类似，可以通过将反调和平均推广

到高维空间，建立起与彩色形态学算子之间的关系。

普通的高阶张量因其结构和运算都比较复杂，反调和平均

的定义不像标量那样自然。但是对于二阶张量，由于它可以表

示为矩阵，从而具有比较丰富的运算和优秀的性质。所以将反

调和平均算子从零阶（标量）推广到二阶（矩阵）远比推广到一

阶（向量）要自然、容易得多。下面借助矩阵的基本运算定义

二阶张量族的反调和平均数。

设Ａ＝｛Ａｉ｝
Ｎ
ｉ＝１为 Ｎ个对称正定张量，则其 Ｐ阶反调和平

均（ＣＨＭ）定义为

κＰ（Ａ）＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ａ( )Ｐｉ －１／２ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ＡＰ＋１( )ｉ ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ａ( )Ｐｉ －１／２

易证明反调和平均κＰ（Ａ）具有正定性，能够与 ＨＳＶ彩色
空间下的三维向量一一对应。

例１　设 ＨＳＶ彩色空间下两像素分别为 ａ１＝（０．４，０．９，
０．９），ａ２＝（０．６，０．７，０．６），其对应的二阶张量分别为 Ａ１＝
０．１５２１ ０．２１６４
０．２１６４ ０．( )７４７９

，Ａ２＝
０．１６９３ －０．０９４９
－０．０９４９ ０．( )４３０７

，图２（ａ）中两

个椭圆分别刻画两个彩色像素 ａ１和 ａ２所对应的二阶张量 Ａ１
和Ａ２，椭圆的主方向、离心率和尺度分别表示彩色像素的色
调、饱和度和亮度。当 Ｐ＝±１５时，Ａ１和 Ａ２两张量的反调和
平均结果如图２（ｂ）所示。

当阶数Ｐ＞０（例Ｐ＝１５）时，张量 Ａ１和 Ａ２的反调和平均
数所对应的椭圆是原张量所对应的椭圆族的外包椭圆，其对应

的彩色像素亮度增大；反之，当阶数 Ｐ＜０（例 Ｐ＝－１５）时，则
其反调和平均数所对应的椭圆包含于原椭圆，其对应的彩色像

素亮度减小，这与灰度情况是一致的。当 Ｐ→ ±∞时，其反调
和平均数分别对应原椭圆族的最小外包椭圆和最大内接椭圆。

同时，根据彩色像素的张量模型，若两像素色调差异较大（椭

圆主方向间夹角较大）时，其反调和平均对应的彩色像素的饱

和度将降低。

由于用于构造灰度形态学算子的标量反调和平均是张量

调和平均的一种特殊形式，并且张量反调和平均具有与标量反

调和平均相似的性质，所以基于 ＨＳＶ空间下彩色图像的张量
模型和张量的反调和平均手段，可以将灰度的形态学模型推广

到彩色空间。因此，本文通过二阶张量空间下的反调和平均方

法，定义新的彩色形态学膨胀和腐蚀算子。

考虑论域Ｅ上的彩色图像 Ｆ：Ｅ→Ｒ３，设 Ｔ：Ｅ→ＰＤＳ（２）为
图像Ｆ所对应的张量模型（ＰＤＳ（２）为二阶正定对称张量的全
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体）。对任意像素（ｘ，ｙ）∈Ｅ，令Ａ（ｘ，ｙ）＝｛Ｔ（ｓ，ｔ）｜（ｓ，ｔ）∈Ｂ（ｘ，
ｙ）｝，图像Ｆ关于结构元素Ｂ的膨胀和腐蚀算子定义如下：

δＴＢ（Ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍＰ→＋∞
κＰＢ（Ｔ）（ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍＰ→＋∞

κＰ（Ａ（ｘ，ｙ））

εＴＢ（Ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍＰ→－∞
κＰＢ（Ｔ）（ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍＰ→－∞

κＰ（Ａ（ｘ，ｙ））

基于反调和平均的形态学算子构造方法不仅能够在阶数

Ｐ趋于正负无穷时收敛到极限的膨胀和腐蚀，还可以通过Ｐ的
不断变化得到膨胀和腐蚀间的渐变滤波结果。因此，基于反调

和平均的形态学算子κＰＢ（Ｔ）是一种分等级（ｒａｎｋ）的形态学滤
波器。

张量形态学滤波δＴＢ（Ｆ）（ｘ，ｙ）和ε
Ｔ
Ｂ（Ｆ）（ｘ，ｙ）的结果也是

一个张量，在实际的应用中，根据彩色图像的张量模型，将该结

果映射回ＨＳＶ彩色空间。图３给出了图像关于不同阶数Ｐ下
的滤波结果。随着阶数 Ｐ从小到大不断变化，滤波后的图像
逐渐由暗变亮，这与灰度形态学算子是一致的。

需要指出的是，由于二阶张量族的反调和平均算子与矩阵

的算术平均类似，不具有封闭性，所以上述基于张量反调和平

均的形态学算子模型在滤波的过程中会产生新的颜色，这在边

缘检测应用中是无关紧要的。但是在某些特定应用中，如图像

平滑，这是不愿看到的。输入保持性是彩色平滑滤波的一个重

要性质，即滤波后不能产生新的颜色。因此，根据不同的应用

需要，本文在此基础上通过构造张量全序关系定义具有输入保

持的形态学算子。

#


#

　基于参考全序的彩色张量形态学算子

基于参考值的排序方法是构造具有输入保持性的彩色形

态学算子模型的重要手段，其基本思想是通过一定的准则选择

一个或一组参考值，然后由待排序向量与参考值间的距离诱导

的标量大小关系构造全序关系，这是一种退化序。本文据此思

想，定义基于反调和平均的张量全序，进而构造彩色张量形态

学算子模型。

设Ａ＝｛Ａｉ｝
Ｎ
ｉ＝１为 Ｎ个对称正定张量，定义基于参考张量

（Ｓ，Ｉ）的全序关系：
Ａｉ≤（Ｓ，Ｉ）Ａｊｈ（Ｓ，Ｉ）（Ａｉ）≤ｈ（Ｓ，Ｉ）（Ａｊ）
ｈ（Ｓ，Ｉ）（Ａ）＝Ｋ（Ｓ，Ａ）－Ｋ（Ｉ，Ａ）

映射ｈ（Ｓ，Ｉ）（Ａ）反映张量 Ａ与参考张量（Ｓ，Ｉ）间的距离关系。
其中映射Ｋ：ＰＯＳ（ｎ）×ＰＯＳ（ｎ）→Ｒ＋∪｛０｝用于度量两个二阶
对称正定张量间的距离。为计算方便，本文采用差张量的Ｆｒｏ
ｂｅｎｉｕｓｎｏｒｍ作为张量距离的度量。

对于参考张量的选择，在没有其他先验知识的情况下，可

以由张量反调和平均数确定。设 Ａ＝｛Ａｉ｝
Ｎ
ｉ＝１为待排序的一组

正定对称张量，则其参考张量由下式给出：

Ｓ＝ ｌｉｍ
Ｐ→＋∞

κＰ（Ａ），Ｉ＝ ｌｉｍ
Ｐ→－∞

κＰ（Ａ）

在实际应用中可以选择一个相对较大的 Ｐ值进行计算。

据此可以定义基于参考全序的形态学膨胀和腐蚀算子。

考虑论域Ｅ上的彩色图像 Ｆ：Ｅ→Ｒ３，设 Ｔ：Ｅ→ＰＤＳ（２）为
其对应的张量模型，对任意像素（ｘ，ｙ）∈Ｅ，令 Ａ（ｘ，ｙ）＝｛Ｔ（ｓ，ｔ）
｜（ｓ，ｔ）∈Ｂ（ｘ，ｙ）｝，≤ｓｕｐ

（Ｓ，Ｉ）为Ａ（ｘ，ｙ）上自适应确定的参考全序，
则其膨胀和腐蚀算子定义如下：

δＴＢ（Ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ∨
（Ｓ，Ｉ）
Ａ（ｘ，ｙ）

εＴＢ（Ｆ）（ｘ，ｙ）＝ ∧
（Ｓ，Ｉ）
Ａ（ｘ，ｙ）

其中：Ｂ表示形态学算子的结构元素。

#


$

　实验分析

数学形态学算子是空间域图像处理的常用方法之一，由于

其通常利用卷积运算实现，具有很好的并行性而被广泛应用于

图像处理问题中。形态学算子除了对图像进行平滑处理外，另

一个重要应用是提取图像的边界。由于图像的边界是刻画图

像形状轮廓、进行图像分割和目标提取的重要手段，因此对图

像边界的提取是十分必要的［１０］。基本形态学梯度（Ｂｅｕｃｈｅｒ梯
度）算子利用膨胀和腐蚀运算的差值作为像素的梯度信息，用

于描述像素属于边界的程度，该算法具有简单易行的特点。

本节利用基于张量的彩色形态学梯度算子＝‖δＴ－εＴ‖
对彩色图像进行边缘检测实验，并与基于向量的彩色模型进行

对比，以验证所提彩色张量形态学算子模型的有效性，实验结

果如图４所示。其中在基于向量的边缘检测方法中采用局部
算术均值作为参考值定义彩色向量序，离参考值越近（与参考

向量的距离越小）的向量越大。根据以上向量全序定义形态

学膨胀、腐蚀算子，进而构造基于向量的形态学梯度 ＝‖δＶ

－εＶ‖边缘检测模型。
通过对比实验不难发现，基于张量模型的检测算法能够提

取到更多的边缘信息，如图４上图中鹦鹉不同颜色羽毛的边
界、图４下图中山峰和天空的交接线，得到的边缘具有更好的
连线段连通性和宽度一致性。这是由于基于向量的模型仅仅

采用向量的欧式距离刻画局部邻域内的彩色像素之间的关系，

因为向量距离的固有性质，该模型很难考虑到彩色分类间的相

关性对像素距离的影响，所以存在两个像素向量距离很小但实

际颜色差异较大的情况，进而产生基于向量的边缘检测算法对

边界信息提取能力不足的问题。采用张量模型刻画彩色信息

不仅能够考虑到彩色分量间的相关性，同时可以借助于张量丰

富的运算更加准确地度量像素间的关系。因此，基于张量的形

态学模型在图像边缘检测中较向量模型具有一定的优势，其边

缘提取的准确性更高。

$

　结束语

本文提出一种基于彩色信息的张量形态学算子模型。利

用ＨＳＶ彩色空间下的三维向量与二阶对称正定张量间的一一
对应关系，结合反调和平均思想，定义等级的形态学算子。在

此基础上，根据张量距离构造基于参考全序的 （下转第６０４页）
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中时间复合在临床应用提供了重要依据，对改进系统中现有时

间序列复合的方案设计与参数选择具有重要意义。

时间复合对运动慢的图像，处理后图像明亮程度有所减

小，由于帧相关累积效应，对比度下降。后续工作中进一步提

高对比度，研究图像特征点匹配或特征分割［１９］，进行组织部位

同一位置复合，以及图像信噪比、对比度噪声比、分辨力等性能

的改进。

致谢　感谢声泰特（成都）科技有限公司提供 ｉＭａｇｏＣ２１
彩色多普勒超声诊断仪试验平台，感谢工程师 Ｐａｕｌｓ在实验中
给出的有益讨论与左晓晖医师为实验所提供的超声图像。
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（上接第５９５页）张量形态学算子模型，该算子具有输入保持性
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与基于向量的方法进行了比较，验证了张量模型的有效性。
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