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三次样条构造的伪逆解法
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摘　要：为了提高三次样条构造的可行性，基于矩阵的伪逆方法，提出一种不依赖额外约束条件的三次样条构造
的伪逆解法。该解法通过求解出三次样条二阶导数的最小范数解，从而较好地构造出三次样条函数。理论分析及

数值实验结果表明该三次样条构造的伪逆解法具有简单、有效等特点。综合分析各种构造解法的性质，对各种三

次样条构造解法进行归类比较，为在实际工程计算应用中选择合适的三次样条构造解法提供了指导方向。
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　　由于样条插值是用幂次较低的分段多项式函数逼近高阶
的函数，对于给定数据点集，能对各种复杂曲线进行拟合，并且

有效地避免龙格现象［１～３］，因此，在计算机图形［４～６］和几何画

图［７～１０］等许多方面有着广泛的应用。其中，三次样条插值是

一种全局化的分段插值方法，它分段光滑且在交接点处有连续

的斜率和曲率，它与分段线性插值方法相比具有更好的光滑特

性［２］。在实际工程应用中，工程人员往往依据工程实践经验

选择三次样条构造解法。本文通过对各种三次样条构造解法

进行归类比较，综合分析各种构造解法的性质，从而为工程人

员选择合适的三次样条构造解法提供参考依据。

传统三次样条的构造需要两个端点约束条件，对于这些端

点条件的选择在实际工程计算中存在一定的难度。另外，数值

实验结果表明，若端点约束条件选择不当，会造成较大的计算

误差，严重降低解决问题的效率和精度。

本文基于矩阵的伪逆方法［１１～１４］，提出了一种不需要端点

约束条件的三次样条构造的伪逆解法。该伪逆解法通过求解

出三次样条二阶导数最接近原点的解，即最小范数解，从而较

好地构造出三次样条函数。理论分析和计算机数值实验结果

表明所提出的三次样条构造解法是有效的。

"

　三次样条构造的传统解法

在本章中将给出一些关于三次样条构造的传统解法的理

论基础和必要的分析。首先给出三次样条函数的定义。

定义１　设在ａ＝ｘ０＜ｘ１＜… ＜ｘｎ＝ｂ处，函数 ｙ＝ｆ（ｘ）取
值分别为ｆ（ｘ０），ｆ（ｘ１），…，ｆ（ｘｎ）。如果存在ｎ个三次多项式
函数Ｓｉ（ｘ），其系数为ｓｉ，０、ｓｉ，１、ｓｉ，２和ｓｉ，３，满足如下性质

［２］：

ａ）Ｓ（ｘ）＝Ｓｉ（ｘ）＝ｓｉ，０＋ｓｉ，１（ｘ－ｘｉ）＋ｓｉ，２（ｘ－ｘｉ）
２＋ｓｉ，３

（ｘ－ｘｉ）
３。其中，ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］，ｉ＝０，１，…，ｎ－１。

ｂ）Ｓ（ｘｉ）＝ｆ（ｘｉ），其中ｉ＝０，１，…，ｎ。
ｃ）Ｓｉ（ｘｉ＋１）＝Ｓｉ＋１（ｘｉ＋１），其中ｉ＝０，１，…，ｎ－２。
ｄ）Ｓ′ｉ（ｘｉ＋１）＝Ｓ′ｉ＋１（ｘｉ＋１），其中ｉ＝０，１，…，ｎ－２。
ｅ）Ｓ″ｉ（ｘｉ＋１）＝Ｓ″ｉ＋１（ｘｉ＋１），其中ｉ＝０，１，…，ｎ－２。

则称函数Ｓ（ｘ）为ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的三次样条函数。
从上述三次样条函数的定义可以看出，要成功构造一个三

次样条，必须确定４ｎ个自由度或条件，但性质 ｂ）～ｅ）只能确
定３（ｎ－１）＋（ｎ＋１）＝４ｎ－２个条件，剩下两个未能确定的条
件分别为ｘ０和ｘｎ处的导数Ｓ′（ｘ）或Ｓ″（ｘ），它们被称为额外的
端点约束条件。根据三次样条的定义，可以利用以下定理求解

三次样条的系数，从而构造出三次样条函数。

定理１　用ｍｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ）表示定义１中三次样条函数
Ｓ（ｘ）在ｘｉ上的二阶导数Ｓ″（ｘｉ），并令

ｈｉ＝ｘｉ＋１－ｘｉ　 ｉ＝０，１，…，ｎ－１

ｄｉ＝
ｆ（ｘｉ＋１）－ｆ（ｘｉ）

ｈｉ
　ｉ＝０，１，…，ｎ－１
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ｕｉ＝６（ｄｉ－ｄｉ－１）　ｉ＝１，２，…，ｎ－１

则三次样条函数Ｓ（ｘ）满足下列重要关系式：
ｈｉ－１ｍｉ－１＋２（ｈｉ－１＋ｈｉ）ｍｉ＋ｈｉｍｉ＋１＝ｕｉ （１）

其中，ｉ＝１，…，ｎ－１。另外，三次样条函数 Ｓｉ（ｘ）的系数｛ｓｉ，ｊ｝
（ｉ＝１，…，ｎ；ｊ＝０，１，２，３）可由式（２）计算得到：

ｓｉ，０＝ｆ（ｘｉ），ｓｉ，１＝ｄｉ－ｈｉ（２ｍｉ＋ｍｉ＋１）／６
ｓｉ，２＝ｍｉ／２，ｓｉ，３＝（ｍｉ＋１－ｍｉ）／（６ｈｉ） （２）

从定理１可知，利用式（２）计算样条系数，必须先解出未
知数｛ｍｉ｝。但关系式（１）是一个包含 ｎ＋１个未知数，且只具
有ｎ－１个线性方程的不定方程组，从传统解法的角度看，它无
法解出全部的ｍｉ，必须再联立两个描述端点条件（ｍ０和 ｍｎ），
构成ｎ＋１个线性方程，才能得到全部的｛ｍｉ｝。为了更方便地
表述，表１给出三次样条构造的传统解法的端点约束条件。

表１　 三次样条构造传统解法的端点约束条件

方法 描述端点条件ｍ０和ｍｎ的方程

紧压法
ｍ０＝３（ｄ０－Ｓ′（ｘ０））／ｈ０－ｍ１／２

ｍｎ＝３（Ｓ′（ｘｎ）－ｄｎ－１）／ｈｎ－１－ｍｎ－１／２
自然法 ｍ０＝０，ｍｎ＝０

外推法
ｍ０＝ｍ１－ｈ０（ｍ２－ｍ１）／ｈ１

ｍｎ＝ｍｎ－１＋ｈｎ－１（ｍｎ－１－ｍｎ－２）／ｈｎ－２
抛物线法 ｍ０＝ｍ１，ｍｎ＝ｍｎ－１

端点曲率调整法 ｍ０＝Ｓ″（ｘ０），ｍｎ＝Ｓ″（ｘｎ）

　　注：Ｓ′（ｘ０）、Ｓ′（ｘｎ）为指定端点处的一阶导数值；Ｓ″（ｘ０）、Ｓ″（ｘｎ）为指定端点

处的二阶导数值。

利用表１的端点约束条件和关系式（１）可组成一个包含
ｎ＋１个未知数且具有ｎ＋１个线性方程的方程组，然后通过直
接求逆或追赶法［１，２］解出｛ｍｉ｝的值。最后便能求出三次样条
函数Ｓ（ｘ）的样条系数，从而构造出相应的三次样条函数。

#

　三次样条构造的伪逆解法

本章首先引入右伪逆矩阵的概念，展示伪逆法求解方程组

最小范数解；接着根据伪逆法以及三次样条的定义，提出三次

样条构造的伪逆解法。理论分析表明该方法是可行的。

#


"

　右伪逆矩阵

在实际的工程计算中，待求解的线性方程组 ＡＸ＝Ｂ往往
不具有唯一解，因为系数矩阵Ａ可能是奇异的甚至不是方阵。
当方程组中未知数个数多于线性方程的个数时，方程组可能包

含无穷组解。一般地，可选择最接近原点的解 Ｘ０作为方程组
的最优解。Ｘ０是唯一的且满足‖Ｘ０‖≤‖Ｘ‖，因此被称为
线性方程组ＡＸ＝Ｂ的最小范数解［１１～１３］。下面引入右伪逆矩

阵的概念，并解释如何利用伪逆法求方程组 ＡＸ＝Ｂ的最小范
数解。

定义２　设ｍ×ｎ矩阵Ａ是行满秩矩阵，即 ｒａｎｋ（Ａ）＝ｍ。
此时ＡＡＴ为ｍ×ｍ可逆矩阵，ＡＴ表示Ａ的转置，记［１１～１６］

Ａ＋＝ＡＴ（ＡＡＴ）－１

则有

ＡＡ＋＝ＡＡＴ（ＡＡＴ）－１＝Ｉｍ

其中：Ｉｍ表示ｍ维单位矩阵，Ａ
＋被称为Ａ的右伪逆矩阵。

显然，右伪逆矩阵可用于求出前述线性方程组 ＡＸ＝Ｂ最
小范数解。对上述定义以及分析综述如下：若系数矩阵 Ａ为
ｍ×ｎ行满秩矩阵［１７］，Ｘ为ｎ×１矩阵，Ｂ为ｍ×１矩阵，则该线
性方程组的最小范数解可由式（３）得出

Ｘ＝Ａ＋Ｂ＝ＡＴ（ＡＡＴ）－１Ｂ （３）

#


#

　用伪逆法构造三次样条

三次样条构造的伪逆解法与传统解法相比，基本步骤是类

似的，但在计算未知数｛ｍｉ｝时，伪逆解法无须使用额外的端点
约束条件，而是通过使用右伪逆矩阵直接确定｛ｍｉ｝。为了更
好地展示伪逆解法的过程，对式（１）进行下列改写：

ａｉｍｉ－１＋ｂｉｍｉ＋ｃｉｍｉ＋１＝ｕｉ　ｉ＝１，２，…，ｎ－１

其中：ａｉ＝ｈｉ－１，ｂｉ＝２（ｈｉ－１＋ｈｉ），ｃｉ＝ｈｉ。将上式写成 ＨＭ＝Ｕ
的矩阵形式，表示为

ａ１ ｂ１ ｃ１
ａ２ ｂ２ ｃ２


ａｎ－２ ｂｎ－２ ｃｎ－２

ａｎ－１ ｂｎ－１ ｃｎ





















－１

ｍ０
ｍ１


ｍｎ－１
ｍ





















ｎ

＝

ｕ１
ｕ２


ｕｎ－２
ｕｎ





















－１

不难发现：系数矩阵 Ｈ为（ｎ－１）×（ｎ＋１）矩阵，Ｍ为
（ｎ＋１）×１矩阵，Ｕ为（ｎ－１）×１矩阵。显然，系数矩阵 Ｈ行
满秩，可用式（３）求出｛ｍｉ｝的最小范数解：

Ｍ＝Ｈ＋Ｕ＝ＨＴ（ＨＨＴ）－１Ｕ

最后，把｛ｍｉ｝的值代入式（２），求出三次样条系数，从而完
成三次样条构造。

$

　样条解法归类和分析

本章首先定义总体误差函数以衡量三次样条的插值效果；

接着综合分析各种三次样条构造解法的性质，对各种三次样条

构造解法进行分类对比研究，并通过数值实验验证三次样条构

造伪逆解法的有效性；最后对各类三次样条构造解法进行综合

分析。

$


"

　三次样条构造解法分类

为了更好地对各种构造解法进行比较，先对各种构造解法

作出适当的分类。如表１所示，紧压法和端点曲率调整法的使
用需要给出样条函数端点处的一阶导数或二阶导数的具体值，

因此对于不同的给定值，这两种方法得到的三次样条是不同

的，这里将它们归为Ａ类构造解法；而自然法、外推法、抛物线
法和伪逆解法得到的三次样条是唯一的，因此这里将它们归为

Ｂ类构造法。对于端点约束条件的不同给定值，Ａ类的紧压法
和端点曲率调整法会构造出不同插值效果的三次样条。为研

究插值效果与端点约束条件给定值的关系，可对目标函数及其

三次样条进行采样，并使用如下总体误差函数 Ｅ来观察三次
样条的插值效果：

Ｅ＝１２∑
Ｎ

ｊ＝１
［ｆ（ｚｊ）－Ｓ（ｚｊ）］２

其中：Ｎ为采样点的个数；ｆ（ｚｊ）为采样点 ｚｊ上的函数真实值；
Ｓ（ｚｊ）为三次样条函数在采样点 ｚｊ上的值。值得指出的是，这
里所说的采样点ｚｊ是在构造三次样条时的数据点以外的点中
选取的。为了更好地说明各种构造解法的性质，选用六种不同

的目标函数进行三次样条插值。表２为六种目标函数的插值
区间和端点处一、二阶导数真值。
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类三次样条构造解法分析

利用表２中的插值区间，在不同的情况下（即取在端点处
不同的一、二阶导数取值），用两种 Ａ类的构造解法分别对六
种目标函数进行三次样条插值，其中插值间隔取０．１。然后，
在其插值区间内以０．０１为采样间隔进行总体误差 Ｅ计算，并
绘制紧压法中总体误差 Ｅ关于 Ｓ′（ｚ０）和 Ｓ

′（ｚｎ）的关系图像
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（图１）以及端点曲率调整法中总体误差 Ｅ关于 Ｓ″（ｚ０）和
Ｓ″（ｚｎ）的关系图像（图２）。

表２　六种目标函数插值区间及端点处一、二阶导数真值

目标函数 插值区间 ｆ′（ｚ０） ｆ′（ｚｎ） ｆ″（ｚ０） ｆ″（ｚｎ）

ｃｏｓ（ｚ） ［０，３］ ０．００ －０．１４ －１．００ ０．９９

ｚ５ ［－２，２］ ８０ ８０ －１６０ １６０

ｌｏｇ２（ｚ） ［０．５，２］ ２．８８ ０．７２ －５．７７ －０．３６

２ｚ ［０，２］ ０．６９ ２．７７ ０．４８ １．９２

ａｔａｎ（ｚ） ［－１，１］ ０．５ ０．５ ０．５ －０．５

ｓｉｎ（ｚ）／ｚ ［１，３］ －０．３０ －０．３５ －０．２４ ０．１８

　　观察图１和２可知，当使用Ａ类方法对目标函数进行三次
样条构造时，每个目标函数的总体误差与端点关系图像曲面都

是向下凹的，即都存在一个最低点，显然，在该点处的总体误差

值Ｅ达到最小。实验结果显示这些点对应的Ｓ′（ｚ０）、Ｓ
′（ｚｎ）或

Ｓ″（ｚ０）、Ｓ
″（ｚｎ）的取值就是表２中各函数在端点处的一、二阶导

数的真值。因此，若端点处一、二阶导数的取值远离真值，对应

构造出来的三次样条的总体误差将会变大，即三次样条的插值

效果变差。而在实际应用中，这些一、二阶导数的真值是难以

精确给出的，造成了该类解法使用上的困难。

$
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类三次样条构造解法分析

Ｂ类三次样条构造解法的特点是它们构造的三次样条具
有唯一性，即对于确定的三次样条插值区间和插值间隔，它们

构造出来的三次样条必定是唯一的，对应的三次样条总体误差

也是唯一的，所以 Ｂ类三次样条构造解法的性能比较可直接
通过比较其总体误差来实现。利用表２中的插值区间，用四种
Ｂ类构造解法分别对六种目标函数进行三次样条插值，其中插
值间隔取０．１，并在插值区间内以０．０１为采样间隔进行总体
误差Ｅ计算。对应的总体误差如表３所示。

分析表３中Ｂ类构造解法的总体误差可以看出，该类的构
造解法均可有效地对目标函数进行插值。其中，外推法与抛物

线法插值效果最好，伪逆法次之，自然法的总体误差最大。

表３　Ｂ类构造解法的总体误差

目标函数 自然法 外推法 抛物线法 伪逆法

ｃｏｓ（ｚ） １．３×１０－６ ４．４×１０－１１ １．６×１０－１０ ６．７×１０－７

ｚ５ ３．２×１０－２ ２．４×１０－６ ４．０×１０－４ １．８×１０－２

ｌｏｇ２（ｚ） ２．０×１０－５ ９．５×１０－８ １．１×１０－６ １．２×１０－５

２ｚ ２．５×１０－６ １．８×１０－１１ ６．９×１０－９ １．４×１０－６

ａｔａｎ（ｚ） ３．２×１０－７ ３．３×１０－１１ ２．０×１０－９ １．６×１０－７

ｓｉｎ（ｚ）／ｚ ５．７×１０－８ ７．５×１０－１３ ２．３×１０－１０ ３．２×１０－８

$
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　三次样条构造解法的综合分析

通过使用不同的构造解法，分别对各种目标函数进行三次

样条插值的效果对比和性能分析，可以得出各种三次样条构造

解法的性质如下：

ａ）Ａ类构造解法依赖具体的外部条件。紧压法和端点曲
率调整法因缺少两个自由度，在三次样条构造过程中需要外部

给定一阶或二阶导数值。这些导数值的选取与被拟合曲线的

实际数值相近时，插值效果较好；相反，与实际数值相差较大

时，则构造出来的三次样条具有较大误差。所以三次样条插值

的效果往往取决于外部给定值是否恰当。可以看出，Ａ类构造
解法的性能受外部条件影响较大，在精度要求较高且相关参考

数据较少的数值计算中并不适合。

ｂ）外推法、抛物线法有效利用插值点数据进行自我调节。
具体而言，外推法在区间［ｘ０，ｘ２］上形成单个三次样条多项式
曲线，由三个已知数据点（ｘ０，ｆ（ｘ０））、（ｘ１，ｆ（ｘ１））和（ｘ２，
ｆ（ｘ２））限制了该三次多项式中四个样条系数的取值，使样条函
数在点（ｘ２，ｆ（ｘ２））上的一阶、二阶导数值与真值更加接近，这
为后面各段样条的构造提供了较适合的端点约束依据。而对

于区间［ｘｎ－２，ｘｎ］，在点（ｘｎ－２，ｆ（ｘｎ－２））上也具有同样的情况。
这样，首尾两个三次多项式共同调节了整体三次样条的构造，

使得到的样条函数能最大限度地逼近目标函数。而抛物线法

利用邻近端点的插值点的二阶导数值作为约束条件，有效利用

了插值点数据，因此构造效果也较好。

ｃ）自然法虽被归为 Ｂ类构造解法，但在性质上与 Ａ类相
似，因为其规定端点处的二阶导数取值是被强制设定的（无论

什么情况都取０），这样构造出来的三次样条插值效果自然也
不理想。

ｄ）伪逆解法是一种高效的三次样条构造解法，它利用右
伪逆矩阵求解三次样条二阶导数向量的最小范数解。从表面

上看，它不像外推法那样明显地利用样本点数据解决边界导数

问题，但实际上它使用伪逆方法，利用所有样本数据点共同调

节了整体样条的构造。同时因为它不引入外部附加条件，所以

避免了附加条件对三次样条构造的不利影响。因此伪逆法具

有与外推法、抛物线法类似的性质优势。而且伪逆解法不用构

造首尾特殊的三次多项式，而是直接进行矩阵运算，比起外推

法、抛物线法在理解和使用上更加方便。

%

　结束语

本文通过对各种三次样条构造解法分类比较，综合分析各

种方法的性质，从而为工程人员选择合适的三次样条构造解法

提供参考依据。另外，基于矩阵的伪逆方法，提出三次样条构

造的伪逆解法，该解法作为一种新型的三次样条构造法，具有

构造方便和总体误差较小等特点，是实际工程 （下转第６０７页）
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本文在ＭＡＴＬＡＢ中实现了上述算法，针对不同顶点数量
模型，表１中给出了算法各个部分的运行时间。计算机系统配
置为Ｉｎｔｅｌｉ５３４７０ＣＰＵ＠３．２ＧＨｚ，４ＧＢ内存，３２位 Ｗｉｎｄｏｗｓ
７．０操作系统。

表１　算法运行时间统计

原始模型

１５７６８个顶点

化简模型

１０００个顶点 ２０００个顶点

模型化简时间／ｓ ０．０７６８ ０．０７７１

计算扩散距离时间／ｓ ０．３３９２ １．２９７３

计算嵌入模型时间／ｓ ３．１４５０ ９．８７５８

ＩＣＰ相似度计算时间／ｓ ２．２４６０ ５．８００３

-

　结束语

本文将扩散距离与ＭＤＳ算法相结合，构造非刚性模型的
嵌入模型，进而实现模型的相似性分析。实例证明本算法对变

形模型有很强的适应能力，尤其是对含有局部拓扑变化的模

型，测试结果明显优于基于测地距离的算法。但随着模型顶点

数量的增加，本文算法效率并不理想。下一步将研究基于

ＧＰＵ的并行算法，改善本算法的运行效率以及处理复杂模型
的能力。

致谢　文中使用的３Ｄ模型来自于ＴＯＳＣＡ［１１］。
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（上接第５９２页）计算中的一种新工具。值得指出的是，三次样

条的构造过程中应尽量利用插值点的数据，避免因利用与插值

点数据无关的外部附加条件而对样条插值产生不必要的影响。

研究分析伪逆解法对于三次样条构造新方法的开发具有很好

的借鉴和应用意义。
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