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基于约束相位解卷绕的正弦信号高精度相位估计

陈　勇，王　芳，叶志清
（江西师范大学 物理与通信电子学院，南昌 ３３００２２）

摘　要：在Ｔｒｅｔｔｅｒ相位估计算法基础上，提出了一种基于约束相位解卷绕的相位估计方法。通过对观测相位进
行适当的线性组合，将相位约束在较小的模糊相位集合之中，最后基于相位误差最小原则实现约束相位解卷绕。

理论分析与ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟结果显示，约束相位解卷绕的信噪比阈值低于常规解卷绕方法，且在高信噪比条件
下相位估计均方根误差接近克拉美罗下限（ＣＲＬＢ），相位估计性能优于分段ＤＦＴ相位差法以及全相位ＦＦＴ测相
法。在信噪比为５ｄＢ、数据长度为１０２３的情况下，相位估计均方根误差约为０．９°。当信噪比为０ｄＢ时，约束相
位解卷绕的错误概率仅为１０－３量级。
关键词：相位估计；约束相位解卷绕；线性组合；克拉美罗下限

中图分类号：ＴＮ９１１．６　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００１３６９５（２０１４）０２０５０３０４
ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１３６９５．２０１４．０２．０４３

Ｈｉｇｈａｃｃｕｒａｃｙｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｓｉｎｇｌｅｔｏｎｅｂａｓｅｄｏｎｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ
ＣＨＥＮＹｏｎｇ，ＷＡＮＧＦａｎｇ，ＹＥＺｈｉｑｉｎｇ

（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＰｈｙｓｉｃｓ＆ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，ＪｉａｎｇｘｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｃｈａｎｇ３３００２２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅｏｆａｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｓｉｇｎａｌｕｎｄｅｒｎｏｉｓｙｃｉｒｃｕｍｓｔａｎｃｅｓｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏ
ｐｏｓｅｄａｎｏｖｅｌｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｗｈｉｃｈｂａｓｅｄｏｎｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｎｄＴｒｅｔｔｅｒ’ｓｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ．
ＦｉｒｓｔｌｙｉｔａｃｑｕｉｒｅｄｔｈｅｃｏａｒｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｂｙｕｓｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄｓｅｇｍｅｎｔｅｄＤＦＴｅｓｔｉｍａｔｏｒ．Ｔｈｅｎａｎａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｌｉｎｅａｒ
ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆｏｂｓｅｒｖｅｄｐｈａｓｅ，ｂｙｗｈｉｃｈｔｈｅａｍｂｉｇｕｉｔｙｎｕｍｂｅｒｏｆｗｈｏｌｅｃｙｃｌｅｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｎａｓｍａｌｌｅｒｉｎｔｅｇｅｒｓｅｔ，ｗａｓｓｉｍｐｌｙ
ｕｎｗｒａｐｐｅｄｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｐｈａｓｅｅｒｒｏｒ．Ｆｏｒｍｕｌａｓｆｏｒｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｒｒｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ
ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇａｎｄｔｈｅＲＭＳｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＮＲｓａｎｄｌｅｎｇｔｈｓｏｆｓｉｇｎａｌａｒｅａｌｓｏｐｒｅｓｅｎ
ｔｅｄ．ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅＳＮＲｔｈｒｅｓｈｏｌｄｏｆｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｉｓｍｕｃｈｌｏｗｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆｃｏｍｍｏｎ
ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ，ａｎｄｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｏｒｄｅｒｉｖｅｄａｔｔａｉｎｓｔｈｅＣｒａｍｅｒＲａｏｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ（ＣＲＬＢ）ａｔｈｉｇｈＳＮＲ，ｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｔｔｅｒ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｔｈａｎｔｈｅｓｅｇｍｅｎｔｅｄＤＦＴｅｓｔｉｍａｔｏｒｄｅｖｅｌｏｐｅｄａｎｄｔｈｅａｌｌｐｈａｓｅＦＦＴｅｓｔｉｍａｔｏｒ．ＦｏｒＳＮＲ＝５ｄＢａｎｄＮ＝１０２３，
ｔｈｅＲＭＳｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｓａｂｏｕｔ０．９ｄｅｇｒｅｅｓ，ａｎｄｔｈｅｅｒｒｏｒｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｉｓ
ｏｎｌｙａｂｏｕｔ１０－３ｏｒｄｅｒｓｏｆｍａｇｎｉｔｕｄｅｗｈｅｎＳＮＲ＝０ｄＢ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇ；ｌｉｎｅａｒｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ； ＣｒａｍｅｒＲａｏｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ

(

　引言

对淹没在噪声中的正弦信号进行频率和初相估计是信号

处理的一个经典课题，在雷达和通信等领域有着广泛应用。将

加性噪声转换为等效相位噪声之后，Ｔｒｅｔｔｅｒ利用最小二乘线性
回归方法估计信号的频率与初相［１］，此时频率及相位估计方

差在理论上可达到 ＣＲＬＢ［２］。但实际上瞬时相位只能在主值
范围内测量，而在观测期间相位的变化范围一般远远超过２π，
即在相位测量中存在模糊问题。为此，国内外学者提出了很多

克服相位模糊的方法，大致可以分为以下两类：

ａ）相位解卷绕。在常规解卷绕方法中，首先计算相邻采
样点的相位差，若相位差大于 π或小于 －π，则判断该采样点
发生相位模糊，因此对该采样点的相位及其之后的所有相位均

增加或减少２π相位［６］。该方法实现容易，但在低信噪比情况

下容易产生解卷绕误差传递，导致解卷绕误差概率较大。文献

［４］通过限制每个周期内的样本数，适当改善了低信噪比下的

解卷绕性能。基于数论中的最近格点问题，文献［５］提出一种
最小二乘相位解卷绕算法，但计算复杂度达到Ｏ（Ｎ３ｌｏｇＮ）。文
献［６］提出一种计算量相对较小的递归解卷绕算法，但在低信
噪比情况下同样存在解卷绕误差传递的问题。

ｂ）对相位模糊进行规避处理。文献［７］利用相邻采样点
的瞬时相位之差进行频率估计，但在避免相位模糊的同时，也

丢失了初相信息。与之类似，文献［８］利用自相关函数的相位
差而非相位本身进行频率估计。文献［９］对信号进行频移从
而限制相位变化范围，然后依据相位方差最小原则筛选出无卷

绕序列，也可以达到规避相位模糊的目的。

在正弦信号的相位估计方面，除 Ｔｒｅｔｔｅｒ相位估计算法之
外，文献［１０］提出了二分段ＤＦＴ相位差法，但相位估计的均方
根误差略高于ＣＲＬＢ的２倍。文献［１１］提出了改进的二分段
ＤＦＴ相位差法，使相位估计在整个频率动态范围内具有更好的
稳定性。文献［１２，１３］研究了多分段ＤＦＴ相位平均算法，并给
出了最优加权系数，但相位估计均方根误差仅略小于文献
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［１０］；文献［１４，１５］分析了基于全相位 ＦＦＴ的相位估计方法，
相位估计精度相对于文献［１０］提高约一倍。文献［１６］针对时
变正弦信号提出一种高斯—牛顿迭代算法，但需要在较高信噪

比时才能够同时对幅度、频率及相位进行精确估计。本文在

Ｔｒｅｔｔｅｒ相位估计算法基础上，提出一种基于约束相位解卷绕的
相位估计新方法。理论分析和 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟结果显示，约
束相位解卷绕的信噪比阈值低于常规解卷绕方法，且相位估计

均方根误差在高信噪比条件下接近克拉美罗界（ＣＲＬＢ），相位
估计性能优于文献［１０，１３］的分段 ＤＦＴ相位差法，以及文献
［１４］的全相位ＦＦＴ测相法。

!
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相位估计算法

设观测信号为单一频率复正弦信号，即

ｒ（ｎ）＝Ａｅｘｐ［ｊ（ω０ｎＴ＋θ）］＋ｚ（ｎ），ｎ＝ｎ０，ｎ０＋１，…，ｎ０＋Ｎ－１（１）

其中：ｎ０表示起始时刻；Ｎ为数据长度；Ａ、ω０、θ分别为信号的
幅度、频率以及相位；Ｔ为采样周期。ｚ（ｎ）为复高斯白噪声序
列，且 ｖａｒ［ｚ（ｎ）］＝σ２ｚ，信噪比定义为 ＳＮＲｒ＝Ａ

２／σ２ｚ。令
ｖ（ｎ）＝ｚ（ｎ）Ａ－１ｅｘｐ［－ｊ（ω０ｎＴ＋θ）］，为将加性噪声转换为等
效相位噪声，ｒ（ｎ）可表示为

ｒ（ｎ）＝［１＋ｖ（ｎ）］Ａｅｘｐ［ｊ（ω０ｎＴ＋θ）］ （２）

其中：ｖａｒ［ｖ（ｎ）］＝σ２ｚ／Ａ
２＝１／ＳＮＲｒ，且 ｖ（ｎ）仍为复白噪声序

列。令ｖ（ｎ）＝ｖＩ（ｎ）＋ｊｖＱ（ｎ），在 ＳＮＲｒ较大的情况下，则１＋ｖ
（ｎ）≈ｅｘｐ［ｊｖＱ（ｎ）］，从而ｒ（ｎ）可进一步表示为

ｒ（ｎ）≈Ａｅｘｐ［ｊ（ω０ｎＴ＋θ＋ｖＱ（ｎ））］ （３）

对瞬时相位 φ（ｎ）＝ω０ｎＴ＋θ＋ｖＱ（ｎ）采用最小二乘线性
回归的方法，得到频率和相位估计为

ω－０

θ
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其中：Ｐ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｎ，Ｑ＝∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｎ２。文献［４］已证明，式（４）是频率与相

位的无偏估计，且估计量的协方差矩阵为

ｃｏｖ
ω０[ ]θ ＝

６
Ｎ２（Ｎ２－１）Ｔ２ＳＮＲｒ

Ｎ －（Ｐ＋Ｎｎ０）Ｔ

－（Ｐ＋Ｎｎ０）Ｔ （Ｑ＋Ｎｎ２０＋２Ｐｎ０）Ｔ[ ]２ （５）
可见，频率与相位估计方差均达到 ＣＲＬＢ［５］，而前提条件

是观测相位必须正确解卷绕。但现有的相位解卷绕算法均要

求较高的信噪比阈值，因此有必要研究低信噪比条件下的相位

解卷绕问题。

"

　基于约束相位解卷绕的相位估计

常规的相位卷绕及解卷绕过程描述如下

φｗ（ｎ）＝ｗ［φ（ｎ）］＝φ（ｎ）－２π·ｋｎ （６）

φｕｎ（ｎ）＝ｗ－１［φｗ（ｎ）］＝φｗ（ｎ）＋２π·ｋ′ｎ （７）

其中：φｗ（ｎ）为观测所得的模糊相位；φ（ｎ）为真实相位；φｕｎ
（ｎ）为解卷绕相位；ｋｎ为整数。ｗ［·］代表相位卷绕过程，即
选择合适的整数 ｋｎ，使得 φ（ｎ）－２π·ｋｎ∈［－π，π］；而
ｗ－１［·］则代表相位卷绕的逆过程即解卷绕过程，为实现相位

解卷绕，意味着必须从整数集合ＺＺ中选择某个整数 ｋ′ｎ，使得
ｋ′ｎ＝ｋｎ。

若存在一组观测相位，记为｛φｗ（ｎ１），φｗ（ｎ２），…，

φｗ（ｎｍ）｝，其线性组合表示为 Φｗ（ｎ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｌｉ·φｗ（ｎｉ），其中 ｌｉ

为常系数。与上述观测相位相对应的真实相位，记为｛φ（ｎ１），
φ（ｎ２），…，φ（ｎｍ）｝，并进行同样方式的线性组合，即 Φ（ｎ）＝

∑
ｍ

ｉ＝１
ｌｉ·φ（ｎｉ）。令Ｋ＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｌｉ·ｋｎｉ，结合式（６）不难发现 Φｗ（ｎ）＝

Φ（ｎ）－２πＫ。
在线性组合相位Φｗ（ｎ）与 Φ（ｎ）之间同样存在着相位卷

绕，但值得注意的是，通过合理设置线性组合系数ｌｉ，以及选择
合适的观测时刻 ｎｉ，Ｋ将被约束在ＺＺ的子集合ＺＺ０之中，即Ｋ∈
ＺＺ０ＺＺ。显然，子集合ＺＺ０包含的元素越少，则对线性组合相位
Φｗ的解卷绕越有利。为区别起见，将上述方法称之为约束相位

卷绕和约束相位解卷绕，分别用符号ｗｒ［·］、ｗ
－１
ｒ ［·］表示。

Φｗ（ｎ）＝ｗｒ［Φ（ｎ）］＝Φ（ｎ）－２πＫ （８）

Φｕｎ（ｎ）＝ｗ－１ｒ ［Φｗ（ｎ）］＝Φｗ（ｎ）＋２πＫ′ （９）

为了实现基于约束相位解卷绕的相位估计，首先令 Ｐ＋
Ｎｎ０＝０，即ｎ０＝－（Ｎ－１）／２，则式（４）中的相位估计简化为

θ＝１Ｎ｛φ（０）＋ ∑
（Ｎ－１）／２

ｎ＝１
［φ（ｎ）＋φ（－ｎ）］｝ （１０）

在式（１０）中，正好包含了真实相位 φ（ｎ）与 φ（－ｎ）的线
性组合，即 Φ（ｎ）＝φ（ｎ）＋φ（－ｎ）。为此，选取观测相位 φｗ
（ｎ）与φｗ（－ｎ），并构造与真实相位相同的线性组合Φｗ（ｎ）＝
φｗ（ｎ）＋φｗ（－ｎ）。假设 φｗ（ｎ）＝φ（ｎ）－２π·ｋ＋，且 φｗ（－
ｎ）＝φ（－ｎ）－２π·ｋ－，则此时 Ｋ＝ｋ＋ ＋ｋ－，而 Ｋ所属于的集
合ＺＺ０正是本文所关注的重点。为此，利用 φｗ（ｎ）重新计算
φ（－ｎ）得到

φ（－ｎ）＝－φｗ（ｎ）＋２θ＋ｖＱ（ｎ）＋ｖＱ（－ｎ）－ｋ＋·２π （１１）

由于θ∈［－π，π］，φｗ（ｎ）∈［－π，π］，并假设相位噪声
ｖＱ（ｎ）、ｖＱ（－ｎ）较小，则为了将φ（－ｎ）卷绕到主值区间［－π，
π］，可能出现的情况有：ｋ－ ＝－ｋ＋，ｋ－ ＝－ｋ＋ ＋１，或 ｋ－ ＝
－ｋ＋－１。可见，当设置线性组合系数 ｌ１＝１，ｌ２＝１，并选择关
于ｎ＝０对称的观测时刻ｎ１＝ｎ，ｎ２＝－ｎ时，Ｋ被约束在一个比
整数集合ＺＺ小得多的子集合ＺＺ０＝｛－１，０，１｝之中。此时，基于
解卷绕相位Φｕｎ（ｎ）与真实相位的数学期望即 Ｅ［Φ（ｎ）］＝２θ
之间相位误差最小的原则，可得到Ｋ′为

Ｋ′＝ａｒｇｍｉｎ
Ｋ′∈ＺＺ０

｜Φｗ（ｎ）＋２πＫ′－２θ｜ （１２）

实际上，相位θ是未知的，Ｋ′并不能立即由式（１２）计算得
到。一种较简单的方法是用ｎ＝０时刻的观测相位φｗ（０）直接
代替式（１２）中的θ，但在低信噪比情况下该方法并不可行。另
一种方法是利用文献［１０］的二分段ＤＦＴ相位差法对θ进行粗
测，但需要指出的是：ａ）文献［１０］中序列的起始时刻定义为
ｎ＝０，而本文中起始时刻在 ｎ＝－（Ｎ－１）／２处；ｂ）文献［１０］
要求序列长度为偶数，而本文中序列长度为奇数。为此，下面

给出适用于本文的二分段ＤＦＴ相位粗测法。
首先，截取ｒ（ｎ）的前Ｎ－１个点，使得序列长度为偶数，记

录时间长度Ｔｐ＝（Ｎ－１）Ｔ。将截取之后的序列等分为长度为
（Ｎ－１）／２的两个子序列。若不考虑噪声的影响，则两个子序
列分别表示为

ｒ１（ｎ）＝ｒ２（ｎ）ｅｘｐ（－ｊω０Ｔｐ／２），ｎ＝０，１，…，（Ｎ－３）／２ （１３）

ｒ２（ｎ）＝Ａｅｘｐ［ｊ（ω０ｎＴ＋θ）］，ｎ＝０，１，…，（Ｎ－３）／２ （１４）
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分别对ｒ１（ｎ）和ｒ２（ｎ）进行（Ｎ－１）／２点ＦＦＴ，得到离散频谱
Ｒ１（ｋ）＝Ｒ２（ｋ）ｅｘｐ（－ｊω０Ｔｐ／２），ｋ＝０，１，…，（Ｎ－３）／２ （１５）

Ｒ２（ｋ）＝Ａｋｅｘｐ（ｊφｋ），ｋ＝０，１，…，（Ｎ－３）／２ （１６）

其中：Ｒ２（ｋ）的幅度项和相位项Ａｋ和φｋ分别为

Ａｋ＝
Ａｓｉｎ［π（ｋ－ω０Ｔｐ／４π）］

ｓｉｎ［２π（ｋ－ω０Ｔｐ／４π）／（Ｎ－１）］
（１７）

φｋ＝θ＋（１－２／Ｎ）（ω０Ｔｐ／４π－ｋ）π （１８）

由式（１７），幅度最大值处对应的离散频率 ｋ０＝［ω０Ｔｐ／
４π］，其中［ｘ］表示取最接近 ｘ的整数。用 φ１和 φ２分别表示
Ｒ１（ｋ）和Ｒ２（ｋ）在最大谱线处的相位，则两者的差值为

Δφ＝φ２－φ１＝ω０Ｔｐ／２－２ｋ０π （１９）

将式（１９）代入式（１８），得到相位的粗测值为

θｃ＝
Ｎ－２
２Ｎφ１＋

Ｎ＋２
２Ｎφ２ （２０）

当Ｎ较大时，式（２０）可近似为θｃ＝０．５φ１＋０．５φ２，将该相

位粗测值θｃ代替式（１２）中的相位θ，则在约束相位解卷绕过程
中，对Ｋ′的计算可重新表示为

Ｋ′＝ａｒｇｍｉｎ
Ｋ′∈ＺＺ０

｜Φｗ（ｎ）＋２πＫ′－φ１－φ２｜ （２１）

将式（２１）代入式（９），即可得到约束解卷绕相位 Φｕｎ（ｎ），
在解卷绕正确的情况下，有 Φｕｎ（ｎ）＝Φ（ｎ）或 Φｕｎ（ｎ）＝
φ（ｎ）＋φ（－ｎ）。故将Φｕｎ（ｎ）代入式（１０），得到基于约束相

位解卷绕的相位估计θｒ为

θｒ＝
１
Ｎ｛φ（０）＋ ∑

（Ｎ－１）／２

ｎ＝１
Φｕｎ（ｎ）｝ （２２）

基于约束相位解卷绕的相位估计系统，如图１所示。其
中，Ａｒｇ［·］表示计算序列ｒ（ｎ）的观测相位 φｗ（ｎ），ｚ

－１表示单

位延迟，ｗ－１ｒ 表示约束相位解卷绕。

#

　相位估计的统计性能分析

假设由式（２１）表示的约束相位解卷绕过程无误，则 Ｋ′＝
Ｋ，且Φｕｎ（ｎ）＝Φ（ｎ）。对式（２２）整理，此时基于约束相位解

卷绕的相位估计θｒ为

θｒ＝θ＋
１
Ｎ ∑

（Ｎ－１）／２

ｎ＝－（Ｎ－１）／２
ｖＱ（ｎ） （２３）

其中：ｖＱ（ｎ）为复白噪声 ｖ（ｎ）的虚部，ｖａｒ［ｖＱ（ｎ）］＝１／

（２·ＳＮＲｒ）。容易证明：Ｅ（θｒ）＝θ，ｖａｒ（θｒ）＝１／（２Ｎ·ＳＮＲｒ）。

因此，在约束相位解卷绕完全正确的情况下，θｒ是对相位 θ的

无偏估计，且估计方差达到 ＣＲＬＢ［２］。将式（８）代入式（２１）发
现，当｜Φ（ｎ）－２θｃ｜＞π时，将导致约束相位解卷绕出现错误，

即Ｋ′≠Ｋ。当Ｎ较大时，θｃ≈θ，以上的判断条件可简化为｜Φ
（ｎ）－２θ｜＞π，故约束相位解卷绕的错误概率Ｐｅ为

Ｐｅ＝２·Ｐ［ ＳＮＲ槡 ｒ（ｖＱ（ｎ）＋ｖＱ（－ｎ））＞π ＳＮＲ槡 ｒ］ （２４）

因ｎ≠０，ｖＱ（ｎ）及 ｖＱ（－ｎ）均服从正态分布且互不相关，

ｖａｒ［ ＳＮＲ槡 ｒ（ｖＱ（ｎ）＋ｖＱ（－ｎ））］＝１，所以

Ｐｅ＝ｅｒｆｃ（π ＳＮＲｒ／槡 ２） （２５）

其中ｅｒｆｃ（ｘ）为补误差函数。对于约束相位解卷绕可能的错误
类型共有四种，即

ａ）当π＜Φ（ｎ）－２θ≤３π时，则 Ｋ′＝Ｋ－１，解卷绕相位
Φｕｎ（ｎ）＝Φ（ｎ）－２。

ｂ）当－π＞Φ（ｎ）－２θ≥ －３π时，则 Ｋ′＝Ｋ＋１，解卷绕相
位Φｕｎ（ｎ）＝Φ（ｎ）＋２π。

ｃ）当Φ（ｎ）－２θ＞３π时，则 Ｋ′＝Ｋ－２，解卷绕相位 Φｕｎ
（ｎ）＝Φ（ｎ）－４π。

ｄ）当Φ（ｎ）－２θ＜－３π时，则Ｋ′＝Ｋ＋２，解卷绕相位 Φｕｎ
（ｎ）＝Φ（ｎ）＋４π。

由于ｖＱ（ｎ）及ｖＱ（－ｎ）均服从正态分布且互不相关，因此
错误类型ａ）出现的概率Ｐ（π＜Φ（ｎ）－２θ≤３π）与 ｂ）错误概
率Ｐ（－π＞Φ（ｎ）－２θ≥－３π）相等；同样地，错误类型ｃ）出现
的概率Ｐ（Φ（ｎ）－２θ＞３π）与 ｄ）错误概率Ｐ（Φ（ｎ）－２θ＜
－３π）相等。在利用式（２２）计算相位估计θｒ时，各个错误解卷
绕相位Φｕｎ（ｎ）相对于真实相位Φ（ｎ）的误差将相互抵消。这
说明当Ｎ足够大时，即使出现错误的约束相位解卷绕，相位估
计θｒ仍等同于式（２３），且相位估计方差仍可达到ＣＲＬＢ。但在
实际过程中，数据长度Ｎ必然是有限的，从而导致上述各种错
误类型出现的次数并不完全相同，如Ｋ′＝Ｋ－１与Ｋ′＝Ｋ＋１的
数目不一定相等，因而实际的相位估计方差将略大于 ＣＲＬＢ。
最后需要特别指出的是，仅当信噪比高于５ｄＢ时，才能将加性
复高斯白噪声 ｚ（ｎ）近似转换为等效实高斯相位噪声 ｖＱ（ｎ），
即瞬时相位可由 φ（ｎ）＝ω０ｎＴ＋θ＋ｖＱ（ｎ）表示，而本章与第４
章的分析均建立在此条件之上。因此，上述相位估计的方差结

果是在高信噪比情况下得到的，在低信噪比条件下相位估计方

差将明显偏离ＣＲＬＢ。

$

　仿真分析

将约束相位解卷绕方法与常规的相位解卷绕方法进行比

较，表１列出的是当Ｎ＝１０２３时，上述解卷绕方法在不同信噪
比ＳＮＲ下经过１０００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟得到的解卷绕错误概
率，以及由式（２５）计算得到的约束相位解卷绕的理论错误概
率（表１中各概率值仅保留小数点后５位）。常规相位解卷绕
方法的信噪比阈值约为６ｄＢ，且随着信噪比的降低，解卷绕错
误概率急剧增大。约束相位解卷绕方法的实际错误概率与理

论值基本吻合，信噪比阈值约为３ｄＢ或更低。当信噪比为０
ｄＢ时，约束相位解卷绕的错误概率仅为１０－３量级。

表１　相位解卷绕错误概率对比（Ｎ＝１０２３）

ＳＮＲ／ｄＢ 常规解卷绕方法 约束解卷绕方法 理论错误概率

－１ ０．９２７９４ ０．００５２４ ０．００５１１
０ ０．８７０１３ ０．００１６６ ０．００１６８
１ ０．７３５６４ ０．０００４５ ０．０００４２
２ ０．４９９６０ ０．００００６ ０．００００８
３ ０．２１８３７ ０．００００２ ０．００００１
４ ０．０６６７７ ０ ０
５ ０．０１３２８ ０ ０
６ ０．０００９３ ０ ０
７ ０ ０ ０

　　分析基于约束相位解卷绕的相位估计性能，表２列出的是
在ＳＮＲ＝５ｄＢ，Ｎ＝１０２３条件下，对若干给定的相位 θ经１０００
次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟得到的估计值的均值和均方根误差。相位
估计均方根误差接近 ＣｒａｍｅｒＲａｏ下限（ＣＲＬＢ＝０．７１２３°），且
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对于不同的相位θ均方根误差无显著变化。当Ｎ＝１０２３时，相
位估计均方根误差随信噪比 ＳＮＲ的变化情况如图２所示，在
高信噪比情况下（如 ＳＮＲ≥５ｄＢ），相位估计均方根误差仅略
大于ＣＲＬＢ，而在低信噪比情况下相位估计均方根误差明显偏
离ＣＲＬＢ。当ＳＮＲ＝５ｄＢ时，相位估计的均方根误差随着数据
长度Ｎ的变化情况如图３所示，随着Ｎ的增大，均方根误差逐
渐趋近于ＣＲＬＢ。因此，仿真结果与第３章的理论分析吻合。

表２　相位估计的１０００次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟结果
（ＳＮＲ＝５ｄＢ，Ｎ＝１０２３，ＣＲＬＢ＝０．７１２３°）

θ／° Ｅ（θｒ）／° σθｒ／° θ／° Ｅ（θｒ）／° σθｒ／°

０ ０．０３０７ ０．８６５２ １２０ １２０．０１１７ ０．８２５５
３０ ３０．０４１９ ０．８１９９ １２０ １２０．０１１７ ０．８２５５
６０ ６０．０２８８ ０．７９５７ １８０ １７９．８４００ ０．８４７１
９０ ９０．０５７５ ０．８１５５

　　将基于约束相位解卷绕的相位估计方法（方法１）与文献
［１０］的二分段 ＤＦＴ相位差法（方法 ２）、文献［１３］的四分段
ＤＦＴ相位差法（方法３）以及文献［１４］的全相位 ＦＦＴ测相法
（方法４）进行比较，其中方法１与方法４的数据长度须为奇

数，选择Ｎ＝１０２３；而方法２与方法３的数据长度须为偶数，选
择Ｎ＝１０２４。信号均采用 ＡＷＧＮ下的复正弦序列，窗函数为
矩形窗，在不同的信噪比 ＳＮＲ及相对频率偏差 δ下进行１０００
次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟，得到上述四种相位估计方法的均方根误
差如表３所示。其中，不同的相对频率偏差δ对应不同的频率
位置，且｜δ｜≤０．５，具体定义见文献［１０］。随着相对频率偏差
δ的增大，方法１的均方根误差无显著变化，而其他三种方法
的均方根误差逐渐增大。在不同的信噪比 ＳＮＲ及相对频率偏
差δ下，方法１的均方根误差均小于其他三种方法。

表３　四种相位估计方法的均方根误差对比 ／

ＳＮＲ＝５ｄＢ

（ＣＲＬＢ＝０．７１２３）

ＳＮＲ＝１０ｄＢ

（ＣＲＬＢ＝０．４００６）

ＳＮＲ＝１５ｄＢ

（ＣＲＬＢ＝０．２２５３）

方法 δ＝０ δ＝０．１ δ＝０．２ δ＝０．３ δ＝０．４ δ＝０．５
１ ０．８０５７ ０．８０５５ ０．８３３５ ０．８２９０ ０．８０６７ ０．８１８５
２ １．５９２０ １．６１８５ １．７０１８ １．８５４６ ２．１０３５ ２．５００７
３ １．４５９１ １．４８３４ １．５５９７ １．６９９８ １．９２７９ ２．２９１９
４ ０．８２２１ ０．８４９７ ０．９３９４ １．１１５７ １．４３５３ ２．０２８５
１ ０．４２４６ ０．４１７７ ０．４１９６ ０．４１３２ ０．４０９６ ０．４０４６
２ ０．８９５２ ０．９１０１ ０．９５７０ １．０４２９ １．１８２９ １．４０６２
３ ０．８２０５ ０．８３４２ ０．８７７１ ０．９５５９ １．０８４１ １．２８８８
４ ０．４６２３ ０．４７７８ ０．５２８３ ０．６２７４ ０．８０７１ １．１４０７
１ ０．２２５７ ０．２２７２ ０．２３００ ０．２３５９ ０．２３４５ ０．２３４０
２ ０．５０３４ ０．５１１８ ０．５３８２ ０．５８６５ ０．６６５２ ０．７９０８
３ ０．４６１４ ０．４６９１ ０．４９３２ ０．５３７５ ０．６０９７ ０．７２４８
４ ０．２６００ ０．２６８７ ０．２９７１ ０．３５２８ ０．４５３９ ０．６４１５

'

　结束语

本文提出一种新的约束相位解卷绕方法，并结合 Ｔｒｅｔｔｅｒ相
位估计算法，实现在噪声背景下对正弦信号相位的精确估计。

当信噪比为０ｄＢ时，约束相位解卷绕方法的错误概率仅为１０－３

量级，而常规相位解卷绕方法在低信噪比情况下极易发生误差

传递，导致解卷绕错误概率过大而无法使用。基于约束相位解

卷绕的相位估计方法当信噪比ＳＮＲ≥５ｄＢ时，其均方根误差仅
略大于ＣＲＬＢ，相位估计性能优于文献［１０，１３］的分段ＤＦＴ相位
差法，以及文献［１４］的全相位ＦＦＴ测相法。
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