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摘　要：利用正交投影技术进行降维可以更好地保留与度量结构有关的信息，提高人脸识别性能。在谱回归判
别分析（ＳＲＤＡ）和谱回归核判别分析（ＳＲＫＤＡ）的基础上，提出正交ＳＲＤＡ（ＯＳＲＤＡ）和正交ＳＲＫＤＡ（ＯＳＲＫＤＡ）降
维算法。首先，给出基于Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解求解正交鉴别矢量集的方法，然后，通过该方法对 ＳＲＤＡ和 ＳＲＫＤＡ投影
向量作正交化处理。其简单、容易实现而且克服了迭代计算正交鉴别矢量集的方法不适应于谱回归（ＳＲ）降维
的缺点。ＯＲＬ、Ｙａｌｅ和ＰＩＥ库上的实验结果表明了算法的有效性和效率，在有效降维的同时能进一步提高鉴别
能力。
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　引言

在过去几十年里，人脸识别技术得到了很大的发展，特征

提取是人脸识别的关键步骤，其主要目的是降维。最为传统的

无监督算法为主成分分析［１］（ＰＣＡ）。ＰＣＡ把训练样本投影到
低维子空间，使投影后样本的方差最大。线性判别分析［２～８］

（ＬＤＡ）是一种经典的有监督算法，较为普遍地应用于特征提
取的分类方法，它基于 Ｆｉｓｈｅｒ准则，寻找一组将高维样本投影
到低维空间的最佳的判别投影向量，使所有投影后样本的类内

离散度最小而类间离散度最大。然而，当Ｆｉｓｈｅｒ准则在实际使
用中经常遇到小样本问题（ＳＳＳ）［２～８］时，类内离散度矩阵通常
是奇异的。为有效地解决小样本问题，Ｂｅｌｈｕｍｅｕｒ等人［２］提出

了著名的ＦｉｓｈｅｒＦａｃｅｓ（ＰＣＡ＋ＬＤＡ）方法，首先用ＰＣＡ对训练样
本进行预降维，然后用ＬＤＡ在降维后的子空间进行特征提取。
Ｆｒｉｅｄｍａｎ［３］提出了正则化判别分析（ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＬＤＡ，ＲＬＤＡ），
其核心思想是给类内散度矩阵增加一个小的扰动，从而避免类

内散度矩阵的奇异性，此方法直接对原高维图像进行处理，因

而计算量较大。Ｊｉｎ等人［４，５］提出了不相关判别分析（ｕｎｃｏｒｒｅ
ｌａｔｅｄＬＤＡ，ＵＬＤＡ），其一个重要特性是提取的特征是统计不相
关的。文献［６］采用广义奇异值分解法解决小样本问题，提出
了广义判别分析（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｉｎｇｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＧＤＡ）。文
献［７，８］提出了零空间线性判别分析（ｎｕｌｌｓｐａｃｅｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍ
ｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＮＬＤＡ）方法并证实了类内散度矩阵的零空间含
有重要的鉴别信息，与其他线性方法相比较能取得更好的效

果。但是，在大样本情况下，类内散度矩阵可能不存在零空间，

因而无法应用 ＮＬＤＡ方法。为发现数据的非线性结构，文献
［９］引入核技术，提出了基于Ｆｉｓｈｅｒ准则的核鉴别分析法（ｋｅｒ
ｎｅｌＦｉｓｈｅｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＫＦＤ），文献［１０］进行了相似的
研究，它们本质上是相等的，为避免混淆，本文统一称为核判别

分析（ｋｅｒｎｅｌｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＫＤＡ）。以上这些算法都需
要进行特征分解或奇异值分解，因而计算量较大，无法应用于

大规模高维数据。

第３１卷第１期
２０１４年１月　

计 算 机 应 用 研 究
ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ

Ｖｏｌ．３１Ｎｏ．１
Ｊａｎ．２０１４



　 　

Ｃａｉ等人［１１］把传统的 ＬＤＡ方法统一到图嵌入（ｇｒａｐｈｅｍ
ｂｅｄｄｉｎｇ）框架提出了谱回归判别分析（ｓｐｅｃｔｒａｌｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｄｉｓ
ｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＳＲＤＡ），ＳＲＤＡ与传统的判别分析法相比较
有较大的计算优势。考虑到ＳＲＤＡ仍然是一种线性降维算法，
文献［１２］引入核技术，将 ＳＲＤＡ算法推广到非线性降维领域
提出了谱回归核判别分析（ｓｐｅｃｔｒａｌｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｋｅｒｎｅｌｄｉｓｃｒｉｍｉ
ｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＳＲＫＤＡ）。但以上方法所求的投影矩阵不具正交
性，而已有研究表明［１３～１５］，具有正交性的特征提取算法，由于

可以消除样本间的信息冗余且能更好地保留与度量结构有关

的信息，因此能够明显提高算法的识别性能。求解正交投影矩

阵的一般方法是Ｃａｉ等人［１３］提出的迭代的正交化基向量求解

法，通过引入基向量正交约束消除信息冗余，不过迭代方法求

解过于复杂，而且不适应于基于谱回归的方法。本文提出一种

简单的方法求取正交投影矩阵。

本文基于 ＳＲＤＡ和 ＳＲＫＤＡ，提出正交 ＳＲＤＡ（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ＳＲＤＡ，ＯＳＲＤＡ）和正交ＳＲＫＤＡ（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌＳＲＫＤＡ，ＯＳＲＫＤＡ）。
首先给出相关定理和证明；然后，提出了基于 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解的
正交化方法；最后通过该方法对 ＳＲＤＡ和 ＳＲＫＤＡ投影向量进
行正交化处理。在ＯＲＬ、Ｙａｌｅ、ＰＩＥ人脸库上进行实验，以验证
算法的有效性。
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　相关算法回顾

设给定训练样本数据集为 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝，ｘｉ∈Ｒ
ｎ，ｍ

为训练样本个数，ｎ为训练样本的维数，ｃ为样本类别数，ｍｋ为
第ｋ类样本类别数。

!


!

　谱回归判别分析
;0*<1=

文献［１１］把ＬＤＡ算法统一到图嵌入框架，提出了谱回归
判别分析（ＳＲＤＡ），下面简单回顾一下 ＳＲＤＡ算法。为便于阐
述，设Ｘ为中心化数据集。通过求解如下两个等式［１１］，ＳＲＤＡ
等价于传统的ＬＤＡ

Ｗｙ＝λｙ

ＸＴａ＝ｙ
（１）

其中：ｙ为训练样本的低维嵌入特征，ａ为与其相对应的投影向
量，Ｗ为描述训练样本间关系的相似度矩阵。如果 ｘｉ和 ｘｊ同

属于第ｋ类，有 ｗｉｊ＝
１
ｍｋ
，否则 ｗｉｊ＝０。令 ｙ０＝［１，１，…，１］

Ｔ∈

Ｒｍ，ｙｋ为
ｙｋ＝［０，０，…，{ ０

∑ｋ－１ｉ＝１ｍｉ

，１，１，…，{ １ｍｋ

，０，０，…，{ ０
∑ｃｉ＝ｋ＋１ｍｉ

］Ｔ　ｋ＝１，２，…，ｃ（２）

令ｄ＝ｃ－１，文献［１１］表明可以使 ｙ０作为 Ｗ的第一个特
征向量，用施密特正交化使 Ｗ余下的特征向量两两正交。移
去向量ｙ０，将 Ｗ余下的 ｄ个特征向量 Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｄ］表
示为

｛ｙｋ｝ｄｋ＝１，（ｙＴｉｙ０＝０，ｙＴｉｙｊ＝０，ｉ≠ｊ） （３）

接下来就是求解投影向量 ａ。为得到唯一解和避免训练
样本集的过拟合问题，采用正则化的最小二乘法求解，当训练

样本个数大于训练样本维数时，ａ可通过式（４）求解，否则通过
式（５）求解

ａ＝（ＸＸＴ＋εＩ）－１Ｘｙ （４）

ａ＝ＸＴ（ＸＴＸ＋εＩ）－１ｙ （５）

其中：ε≥０为正则化因子，Ｉ为单位阵。在求解时，可先对
ＸＸＴ＋εＩ（或ＸＸＴ＋εＩ）进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解使ＸＸＴ＋εＩ＝ＬＬＴ，

然后再求解式（４）（或式（５））。
设ＳＲＤＡ的投影矩阵为 Ａ＝［ａ１，ａ２，…，ａｄ］∈Ｒ

ｎ×ｄ，通过

变换ｚｉ＝Ａ
Ｔｘｉ把样本集Ｘ中的每个样本投影到一个低维空间

Ｒｄ（ｄ＜＜ｎ）中。

!


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　谱回归核判别分析
;0*><1=

ＬＤＡ、ＳＲＤＡ都不能发现图像高阶非线性信息，文献［１２］
引入核技术，提出了谱回归核判别分析（ＳＲＫＤＡ），下面简单回
顾一下ＳＲＫＤＡ算法。假设非线性映射φ：→φ（Ｘ）把Ｘ映射到
高维空间中，得到φ（Ｘ）＝｛φ（ｘ１），…，φ（ｘｍ）｝，为便于阐述，

假设核矩阵Ｋ＝［ｋ（ｘｉ，ｘｊ）］＝φ（Ｘ）
Ｔφ（Ｘ）已经中心化。通过

求解如下两个等式［１２］，ＳＲＫＤＡ等价于传统的ＫＤＡ：
Ｗｙ＝λｙ
Ｋ
$

＝ｙ
（６）

其中：Ｋ为半正定对称矩阵；
$

为与ｙ相对应的组合系数；Ｗ和
'

ｙ的求法同１．１节。
类似于ＳＲＤＡ的做法，

$

可通过下式求解

$

＝（Ｋ＋εＩ）－１ｙ （７）

在求解时，可先对 Ｋ＋εＩ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解使 Ｋ＋εＩ＝
ＬＬＴ，然后再求解式（７）。

设ＳＲＫＤＡ通过高维空间中投影矩阵Ｖφ＝［ｖ１，ｖ２，…，ｖｄ］

进行降维，满足 ｚｉ＝Ｖ
Ｔ
φφ（ｘｉ）把高维空间样本集 φ（Ｘ）中的每

个样本投影到一个低维空间 Ｒｄ（ｄ＜＜ｎ）中。由于特征向量 ｖ
为φ（ｘ１），φ（ｘ２），…，φ（ｘｍ）的线性组合，组合系数 $

＝［β１，

' β２，…，βｍ］Ｔ可通过式（７）得到，所以

ｖ＝∑
ｍ

ｉ＝１
βｉφ（ｘｉ）＝φ（Ｘ）$ （８）

设ＳＲＫＤＡ的组合系数矩阵为Ｂ＝［β１，β２，…，βｄ］∈Ｒ
ｍ×ｄ，

对任意的样本点ｘｉ，由式（８）可得其在核空间的投影 ｚｉ＝Ｂ
Ｔφ

（Ｘ）Ｔφ（ｘｉ）＝Ｂ
ＴＫ（：，ｘｉ）。其中 Ｋ（：，ｘｉ）＝［ｋ（ｘ１，ｘｉ），…，ｋ

（ｘｍ，ｘｉ）］
Ｔ。

"

　正交
0*<1

和
0*><1

如前所述，在求解过程中 ＳＲＤＡ、ＳＲＫＤＡ不需要进行特征
分解或奇异值分解。而求解最小二乘问题的方法技巧已经比

较成熟，目前有许多方法求解，如 ＬＳＱＲ算法［１６］。因此，ＳＲ
ＤＡ、ＳＲＫＤＡ可分别减少 ＬＤＡ和 ＫＤＡ的算法复杂度。然而，
ＳＲＤＡ和ＳＲＫＤＡ求得的投影矩阵不具正交性，基于迭代的正
交化基向量求解法不适应于基于谱回归的方法。本文提出一

种简单的方法求取正交投影矩阵，首先给出如下几个定理。

"


!

　理论分析

定理１　假设 Ｃ∈Ｒｓ×ｔ为列满秩实矩阵，即 ｒａｎｋ（Ｃ）＝ｔ
时，则对于另一实矩阵Ｄ∈Ｒｔ×ｒ有ｒａｎｋ（ＣＤ）＝ｒａｎｋ（Ｄ）。

证明　考虑齐次线性方程组 ＣＤη＝０和 Ｄη＝０，因 Ｃ为
列满秩矩阵，所以当Ｃ（Ｄη）＝０时，必有Ｄη＝０，即Ｃ（Ｄη）＝
０和Ｄη＝０同解，有ｒａｎｋ（ＣＤ）＝ｒａｎｋ（Ｄ）。

定理２　假设Ｃ∈Ｒｓ×ｔ为实矩阵，有 ｒａｎｋ（Ｃ）＝ｔ，则 Ｄ＝
ＣＴＣ∈Ｒｔ×ｔ为实对称正定矩阵。

证明　易知 Ｄ＝ＣＴＣ为半正定矩阵，又 ｒａｎｋ（Ｄ）＝ｒａｎｋ
（Ｃ）＝ｔ可知Ｄ可逆，所以Ｄ为实对称正定矩阵，命题得证。

定理３　假设Ｆ＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆｔ］∈Ｒ
ｓ×ｔ的列向量组线性无

关，ＦＴＤＦ∈Ｒｓ×ｓ为实对称正定矩阵，可通过如下方法求解由 Ｆ
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导出Ｄ正交的等价向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｔ。
ａ）正交化，令

ｅ１＝ｆ１，ｅｋ＝ｆｋ－∑
ｋ－１

ｉ＝１

ｅＴｉＤｆｋ
ｅＴｉＤｅｉ

ｅｉ　ｋ＝２，３，…，ｔ （９）

ｂ）单位化，取

ｅｋ＝
ｅｋ

（ｅＴｋＤｅｋ）１／２
　ｋ＝１，２，３，…，ｔ （１０）

证明　当ｋ＝２时，ｅｋ＝ｆｋ－
ｅＴ１Ｄｆｋ
ｅＴ１Ｄｅ１

ｅ１

ｅＴ１Ｄｅｋ＝ｅＴ１Ｄｆｋ－
ｅＴ１Ｄｆｋ
ｅＴ１Ｄｅ１

ｅＴ１Ｄｅ１＝０ （１１）

由式（１１）可知，ｅ１、ｅ２关于矩阵Ｄ正交。
假设前ｌ个向量ｅ１，ｅ２，…，ｅｌ两两关于矩阵Ｄ正交

ｅＴｉＤｅｊ＝０；ｉ，ｊ＝１，２，…，ｌ且ｉ≠ｊ　 （１２）

当ｋ＝ｌ＋１时，由ｅｋ＝ｆｋ－∑
ｋ－１

ｉ＝１

ｅＴｉＤｆｋ
ｅＴｉＤｅｉ

ｅｉ可知

ｅＴｊＤｅｋ＝ｅＴｊＤｆｋ－∑
ｋ－１

ｉ＝１

ｅＴｉＤｆｋ
ｅＴｉＤｅｉ

ｅＴｊＤｅｉ　ｊ＝１，２，３，…，ｋ－１ （１３）

由式（１２）可知，上式ｅＴｊＤｅｋ＝０（ｊ＝１，２，３，…，ｋ－１），即ｅｋ
与前ｋ－１个向量ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ－１两两关于矩阵Ｄ正交，最后通
过式（１０）把它们单位化。由线性代数知识可知，当 Ｄ＝Ｉ时，
ｅ１，ｅ２，…，ｅｔ即为ｆ１，ｆ２，…，ｆｔ的施密特正交化组。

以上给出了一个求解 Ｆ关于 Ｄ正交的导出向量组的方
法，如直接利用式（９）和（１０）求解计算过程过于复杂且精度不
高。为高效而稳定地求解上述问题，联合式（１０）将式（９）改
写为

ｅｋ＝ｈｋｋｆｋ－∑
ｋ－１

ｉ＝１
ｈｉｋｆｉ　ｋ＝１，２，…，ｔ （１４）

其中：ｈｋｋ＞０。令Ｅ＝［ｅ１，ｅ２，…，ｅｔ］，则 Ｅ＝ＦＨ，其中 Ｈ为主

对角线大于零的上三角矩阵。由 Ｅ关于 Ｄ正交有 ＥＴＤＥ＝
ＨＴＦＴＤＦＨ＝Ｉ，于是令Ｔ＝ＦＴＤＦ＝（ＨＴ）－１Ｈ－１＝ＬＬＴ，其中 Ｌ＝
（ＨＴ）－１为下三角矩阵。根据附录和 Ｔ为实对称正定矩阵可
知，可通过对 Ｔ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解来求解 Ｌ且 Ｌ的解唯一。
由于Ｌ＝（ＨＴ）－１，于是有 Ｈ＝（ＬＴ）－１、Ｅ＝Ｆ（ＬＴ）－１。容易验
证，对任何 ｋ（１≤ｋ≤ｔ），向量组 ｆ１，ｆ２，…，ｆｋ与 ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ
等价。

综合前面所述，用 ｆｌａｍ表示一次加法或一次乘法的计算
量，求解由Ｆ导出Ｄ正交的等价向量组 Ｅ的步骤和计算时间
如下：

ａ）计算Ｔ＝ＦＴＤＦ的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解Ｔ＝ＬＬＴ；计算 ＦＴＤＦ需

要ｓ２ｔ＋ｓｔ２ｆｌａｍ，计算Ｔ的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解需要 １６ｔ
３ｆｌａｍ［１７］。

ｂ）计算Ｅ＝Ｆ（ＬＴ）－１；由于 ＬＴ为上三角矩阵，计算 Ｅ＝Ｆ
（ＬＴ）－１可转换为求解ｔ个线性等式需要ｓｔ２ｆｌａｍ［１７］。因此以上

两步的总的计算时间为：ｓ２ｔ＋２ｓｔ２＋１６ｔ
３ｆｌａｍ。

"


"

　正交
0*<1;#0*<1=

设通过ＳＲＤＡ投影矩阵Ａ＝［ａ１，ａ２，…，ａｄ］降维后低维空

间的两个数据点间的欧氏距离是

ｄｉｓｔ（ｚｉ，ｚｊ）＝‖ｚｉ－ｚｊ‖＝‖ＡＴ（ｘｉ－ｘｊ）‖＝

（ｘｉ－ｘｊ）ＴＡＡＴ（ｘｉ－ｘｊ槡 ） （１５）

如果投影矩阵Ａ为正交矩阵，ＡＡＴ＝Ｉ，则高维空间中的测
度结构得到保留。然而，通过ＳＲＤＡ方法求得的投影向量并不

一定是正交的，故需作正交化处理，寻找由 Ａ导出 Ｉ正交的等
价向量组。

通常情况下 ｒａｎｋ（Ｘ）＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ），根据定理１和式（４）
（５），ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒａｎｋ（Ｙ）＝ｄ，即 Ａ的列向量组线性无关。由
ｒａｎｋ（Ａ）＝ｄ和定理２可知，ＡＴＡ为实对称正定矩阵。令 Ｆ＝
Ａ，Ｄ＝Ｉ，基于 ２．１节分析，可先对 ＡＴＡ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解
ＡＴＡ＝ＬＬＴ，然后计算Ａ⊥ ＝Ａ（Ｌ

Ｔ）－１，Ａ⊥即为所求的正交投影

矩阵。令Ｈ＝（ＬＴ）－１，以上求解 Ａ⊥的过程，等价于 Ｙ先右乘
Ｈ（令Ｙ⊥ ＝ＹＨ），然后再通过式（４）或（５）求解投影矩阵。文
献［１１］表明，Ｙ的列向量都是 Ｗ特征值为１线性无关的特征
向量，由Ｈ可逆和定理 １有，ｒａｎｋ（Ｙ⊥）＝ｒａｎｋ（ＹＨ）＝ｒａｎｋ
（Ｙ），Ｙ⊥的列向量组线性无关，而相同特征值所对应的特征向
量的线性组合仍是该特征值的特征向量，即 Ｙ⊥的列向量组也
是Ｗ特征值为１线性无关的特征向量。因此，ＯＳＲＤＡ与 ＳＲ
ＤＡ的不同之处仅在于，前者使投影向量正交，这样降维后样
本间与距离测度有关的度量结构信息能够得以保持；后者与

ＵＬＤＡ类似，使样本点间的低维嵌入特征统计不相关。ＯＳＲＤＡ

通过Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解求解 Ａ⊥需２ｎｄ
２＋１６ｄ

３ｆｌａｍ，由于 ｄ＝ｃ－１

通常较小，所以这部分计算耗时较少，ＯＳＲＤＡ与 ＳＲＤＡ耗时
相近。

"


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　正交
0*><1;#0*><1=

类似地，在核空间中，ＳＲＫＤＡ通过正交投影矩阵 Ｖφ降维

后，低维空间的两个数据点间的距离满足

ｄｉｓｔ（ｚｉ，ｚｊ）＝‖ｚｉ－ｚｊ‖＝‖ＶＴφ（φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ））‖＝

（φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ））ＴＶφＶ
Ｔ
φ（φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ槡 ））＝

‖φ（ｘｉ）－φ（ｘｊ）‖ （１６）

即当ＶφＶ
Ｔ
φ＝Ｉ时，样本在核空间中的测度结构信息得以保持。

为使核空间的投影向量ｖ１、ｖ２正交ｖ
Ｔ
１ｖ２＝０，由式（８）有ｖ

Ｔ
１ｖ２＝

（φ（Ｘ）β１）
Ｔφ（Ｘ）β２＝β

Ｔ
１Ｋβ２＝０，即寻找由Ｂ导出 Ｋ正交的等

价向量组。

由定理１和式（７）有ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｒａｎｋ（Ｙ）＝ｄ，即 Ｂ的列向
量组线性无关。通常情况下，ｒａｎｋ（φ（Ｘ））＝ｍ，于是由定理１
有ｒａｎｋ（Ｖφ）＝ｒａｎｋ（φ（Ｘ）Ｂ）＝ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｄ，根据定理 ２有

ＶＴφＶφ＝Ｂ
ＴＫＢ为实对称正定矩阵。令 Ｆ＝Ｂ，Ｄ＝Ｋ，基于２．１

节的分析，可先对 ＢＴＫＢ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解 ＢＴＫＢ＝ＬＬＴ，然后
计算 Ｂ⊥ ＝Ｂ（Ｌ

Ｔ）－１，Ｂ⊥即为所求矩阵。ＳＲＫＤＡ的时间复杂

度为Ｏ（ｍ３）［１２］，由Ｂ导出Ｂ⊥需要ｍ
２ｄ＋２ｍｄ２＋１６ｄ

３ｆｌａｍ，通

常情况下 ｄ＜＜ｍ，因此，ＯＳＲＫＤＡ与 ＳＲＫＤＡ耗时也相近。类
似于ＯＳＲＤＡ与 ＳＲＤＡ，ＯＳＲＫＤＡ与 ＳＲＫＤＡ的不同之处在于，
前者使其在核空间中的投影向量正交，后者类似于 ＫＤＡ，使样
本点间的低维嵌入特征统计不相关。

+

　实验与结果分析

为验证ＯＳＲＫＤＡ和ＯＳＲＤＡ算法的有效性，分别在 ＯＲＬ、
Ｙａｌｅ、ＰＩＥ人脸库上进行仿真实验，并将其与 ＳＲＫＤＡ［１２］、
ＫＤＡ［９］、ＳＲＤＡ［１１］、ＮＬＤＡ［８］、ＵＬＤＡ［４，５］和 ＬＤＡ［２］（Ｆｉｓｈｅｒｆａｃｅｓ）
进行比较。

+


!

　人脸库

１）Ｙａｌｅ人脸库（ｈｔｔｐ：／／ｃｖｃ．ｙａｌｅ．ｅｄｕ／ｐｒｏｊｅｃｔｓ／ｙａｌｅｆａｃｅｓ／
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ｙａｌｅｆａｃｅｓ．ｈｔｍｌ）　它是人脸识别研究中常用的数据库之一，
Ｙａｌｅ人脸库包含１５个人，每人１１幅包括光照方向（左、右和正
面）、眼睛、表情变化（正常、愉快、悲伤、困乏、惊讶和眨眼）共

１６５幅灰度图像。
２）ＯＲＬ人脸库（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｌ．ｃａｍ．ａｃ．ｕｋ／ｒｅｓｅａｒｃｈ／ｄｔｇ／ａｔ

ｔａｒｃｈｉｖｅ／ｆａｃｅｄａｔａｂａｓｅ．ｈｔｍｌ）　它包含４０个人的４００幅图像，每
个人有１０幅不同的图像。这些是在不同时间拍摄的；人的面部
表情和面部细节有着不同程度的变化（比如眼睛睁或闭、笑或严

肃、戴或不戴眼镜）；人脸姿态也有相当程度的变化，深度旋转或

平面旋转可达２０°；人脸的尺度也有多达１０％的变化。
３）ＰＩＥ人脸库［１８］　它由６８人的４１３６８幅不同姿态、不同

光照、不同表情的图像组成。从中选择了包括姿态、光照、表情

变化的５个子集（Ｃ０５，Ｃ０７，Ｃ０９，Ｃ２７，Ｃ２９）共６８人的正面人脸
图像，每人１７０幅图像，总共１１５４４幅图像。

在实验中，把每幅图像裁剪为３２×３２大小的灰度图像，并
将像素值归一化到０到１的范围，这样每幅图像就可以表示为
图像空间中１０２４维的向量。ＯＲＬ、Ｙａｌｅ和 ＰＩＥ人脸库中经过
预处理后的部分人脸图像如图１所示。算法中核函数选择的

是高斯核函数ｋ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（－‖ｘ－ｙ‖
２

２σ２
），正则化因子 ε和

核函数中σ通过交叉验证实验来确定。最后，采用最近欧氏
距离分类器分类。

+


"

　实验结果

３２１　正则化因子ε对平均识别率的影响
为确定正则化因子ε对ＯＳＲＫＤＡ、ＯＳＲＤＡ、ＳＲＫＤＡ、ＳＲＤＡ、

ＫＤＡ、ＵＬＤＡ算法识别性能的影响，在 ＯＲＬ、Ｙａｌｅ人脸库中，每
人分别随机选取４、８幅图片进行训练，然后用剩余的图片进行
测试，并分别随机地进行５０次独立实验；在数据集ＰＩＥ上每人
分别随机选取５、１０幅图片也进行类似的实验。六种算法在不
同人脸库上训练样本数、ε和平均识别率的关系曲线如图２、３
所示。
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由图２、３可知：ａ）随着训练样本个数增加，各算法识别率

增加，总体上基于谱回归的判别分析法优于传统的判别分析

法；ｂ）在不同人脸库实验中，ＯＳＲＤＡ识别率一致优于 ＳＲＤＡ、
ＵＬＤＡ，ＯＳＲＫＤＡ识别率也一致优于ＳＲＫＤＡ、ＫＤＡ；ｃ）与ＳＲＤＡ、
ＳＲＫＤＡ相比较，在不同 ε值下，ＯＳＲＤＡ和 ＯＳＲＫＤＡ的识别性
能相对更稳定。ＳＲＤＡ和 ＯＳＲＤＡ在 ε＝１时能取得较好的识
别结果，ＳＲＫＤＡ和ＯＳＲＫＤＡ在ε＝１．５×１０－３时能取得较好的
识别结果。

３２２　识别性能分析
在ＯＲＬ、Ｙａｌｅ人脸库中，每人分别随机选取２、３、４、５、６、７、

８幅图片进行训练，剩余的图片作为测试，分别随机地独立进
行５０次实验；在数据集ＰＩＥ上每人分别随机选择５、１０、２０、３０、
４０、５０、６０幅图片也进行类似的实验。图４给出了每人随机选
取５个训练样本时，５种方法在不同人脸库上提取的特征向量
维数ｄ与平均识别率的关系。表１列出了其取得的最佳平均
识别率、方差及其对应的特征维数和学习时间。
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从图４、表１可知，总体上看，随着特征向量维数增加，各

算法的识别率增加，ＯＳＲＫＤＡ识别性能最佳，ＵＬＤＡ识别性能
最低。几乎在所有特征向量维数下，ＯＳＲＤＡ识别率都优于
ＳＲＤＡ，ＯＳＲＫＤＡ识别率也优于 ＳＲＫＤＡ，即基于投影向量正交
的方法能提取更有效的判别特征。但从消耗的时间看，随着训

练样本个数增加，耗时增加。ＯＳＲＫＤＡ与 ＳＲＫＤＡ耗时相近，
ＯＳＲＤＡ与ＳＲＤＡ也相近，ＵＬＤＡ耗时多于 ＯＳＲＤＡ、ＳＲＤＡ，与上
文分析一致。５种算法在不同人脸库上取得最佳识别率维数
分别为３９、１４、６７。在实验中发现每次提取ｃ－１个特征时识别
效果最佳，因此，在下面实验中，各算法的特征数都取为ｃ－１。

为消除各算法识别结果的偶然性，考虑各种方法的平均识

别率和标准差以便进一步比较它的识别性能，结果如表２～４
所示。表中线性方法和非线性方法，在各情形下的最佳平均识

别率和标准差用粗体标出。

实验结果表明，本文提出的算法识别率是最高的且整体上

相对稳定，总体上基于谱回归的判别分析法识别率优于对应的

传统判别分析法，非线性方法识别率优于对应的线性方法，基

于投影向量正交的方法识别率优于低维特征统计不相关方法。

ＬＤＡ算法的识别性能最低，因为在小样本情况下，为保证类内
散布矩阵非奇异丢失了部分重要判别信息。与 ＬＤＡ相比较，
ＵＬＤＡ保持了更多有效判别信息且提取的特征是统计不相关
的，因而识别率优于 ＬＤＡ。然而，ＵＬＤＡ在训练集上寻找最优
的投影向量，没有考虑可能存在的过拟合问题，基于谱回归的

方法引入正则化因子可以防止过度拟合问题，识别率优于对应

的传统判别分析法。但从 ＳＲＤＡ与 ＵＬＤＡ算法的识别率和
ＳＲＫＤＡ与ＫＤＡ算法的识别率可以看出，在 ＯＲＬ、Ｙａｌｅ这种小
数据集上，这种优势并不十分明显，在ＰＩＥ这种大数据集上，这
种优势比较明显。ＮＬＤＡ投影向量具正交性，在 ＯＲＬ、Ｙａｌｅ这
种小数据集上，识别率优于 ＳＲＤＡ、ＵＬＤＡ、ＬＤＡ。但是，在 ＰＩＥ
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库上的实验结果表明，ＮＬＤＡ在大样本情况下无法应用，而且
识别率低于 ＳＲＤＡ，这可能是因为 ＮＬＤＡ同样存在过拟合问
题。ＯＳＲＤＡ通过对ＳＲＤＡ的投影向量引入正交化处理，能更
好地保持与距离测度有关的度量结构信息，而且可防止过拟合

问题，因此，识别率优于其他线性方法，类似地，ＯＳＲＫＤＡ也优
于其他非线性算法。通过引入核技术，非线性方法能发现图像

高阶非线性信息，所以，识别率优于对应的线性方法，为获得更

好的识别性能，可使用非线性方法。

表１　５种方法识别精度和学习时间比较

人脸库
ＯＳＲＫＤＡ

识别率／％ 时间／ｓ
ＳＲＫＤＡ

识别率／％ 时间／ｓ
ＯＳＲＤＡ

识别率／％ 时间／ｓ
ＳＲＤＡ

识别率／％ 时间／ｓ
ＵＬＤＡ

识别率／％ 时间／ｓ
ＯＲＬ ９７．１±１．１（３９） ３．８８ ９５．４±１．６（３９） ３．８６ ９７．０±１．１（３９） ６．４３ ９５．１±１．６（３９） ６．０９ ９３．７±１．６（３９） ９．０５
Ｙａｌｅ ７８．０±３．５（１４） ２．５９ ７７．６±３．７（１４） ２．５９ ７８．２±３．８（１４） ２．４０ ７６．６±３．７（１４） ２．４０ ７６．６±３．９（１４） ３．３４
ＰＩＥ ７０．７±１．４（６７） ８７．４７ ６６．２±１．５（６７） ８７．０２ ６９．５±１．５（６７） ３９．８６ ６４．８±１．６（６７） ３９．８４ ６２．２±１．５（６７） ６２．１３

表２　在ＯＲＬ人脸库实验中的平均识别率和标准差 ／％

方法
训练样本个数

２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ＯＳＲＫＤＡ ８２．８±３．０ ９１．１±１．９ ９４．８±１．５ ９７．１±１．１ ９７．７±１．３ ９８．０±１．２ ９８．６±１．３
ＳＲＫＤＡ ８０．８±２．７ ８８．６±２．２ ９３．０±１．８ ９５．４±１．６ ９６．３±１．８ ９７．２±１．４ ９８．０±１．５
ＫＤＡ ８１．３±２．９ ８９．０±２．０ ９３．１±１．６ ９５．５±１．４ ９６．１±１．８ ９７．１±１．３ ９７．７±１．６
ＯＳＲＤＡ ８２．９±３．０ ９１．１±１．９ ９４．７±１．４ ９７．０±１．１ ９７．７±１．３ ９８．０±１．２ ９８．７±１．２
ＳＲＤＡ ８０．４±２．８ ８８．３±２．３ ９２．６±１．８ ９５．１±１．６ ９６．２±１．８ ９６．９±１．６ ９７．７±１．５
ＮＬＤＡ ８２．８±３．２ ９０．８±２．０ ９４．４±１．６ ９６．５±１．３ ９７．２±１．６ ９７．５±１．５ ９８．２±１．６
ＵＬＤＡ ８０．０±２．９ ８７．５±２．０ ９１．６±２．０ ９３．７±１．６ ９５．０±１．９ ９６．１±１．８ ９６．７±１．７
ＬＤＡ ７５．５±３．４ ８６．３±２．４ ９１．２±２．０ ９４．０±１．５ ９５．２±１．８ ９５．５±２．０ ９６．９±１．７

表３　在Ｙａｌｅ人脸库实验中的平均识别率和标准差 ／％

方法
训练样本个数

２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ＯＳＲＫＤＡ ５５．２±４．３ ６７．３±３．８ ７４．０±４．５ ７８．０±３．５ ８２．０±３．８ ８２．６±３．９ ８５．７±４．２
ＳＲＫＤＡ ５６．２±３．９ ６７．１±４．３ ７２．８±４．７ ７７．６±３．７ ８０．２±４．２ ８１．２±４．４ ８３．２±４．１
ＫＤＡ ５６．２±３．７ ６７．１±３．３ ７３．７±４．６ ７７．１±３．５ ７９．７±３．８ ８１．５±４．３ ８３．２±４．３
ＯＳＲＤＡ ５５．３±４．４ ６７．０±３．８ ７３．８±４．３ ７８．２±３．８ ８１．７±３．８ ８２．１±３．９ ８５．１±３．９
ＳＲＤＡ ５６．０±４．２ ６６．７±４．１ ７２．３±４．８ ７６．６±３．７ ７９．６±４．０ ８０．０±４．５ ８２．０±４．７
ＮＬＤＡ ５５．３±４．４ ６７．０±３．８ ７３．８±４．３ ７８．２±３．８ ８１．７±３．８ ８２．１±３．９ ８５．１±３．９
ＵＬＤＡ ５５．８±４．１ ６６．６±３．６ ７２．７±４．５ ７６．６±３．９ ７９．６±３．４ ８０．５±４．５ ８２．２±４．６
ＬＤＡ ４３．８±３．７ ６０．７±４．２ ６８．６±４．８ ７４．１±４．４ ７７．６±４．１ ７９．４±４．４ ８１．２±４．２

表４　在ＰＩＥ人脸库实验中的平均识别率和标准差 ／％

方法
训练样本个数

５ １０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０
ＯＳＲＫＤＡ ７０．７±１．４ ８５．９±０．９ ９３．７±０．６ ９５．８±０．４ ９６．９±０．２ ９７．５±０．２ ９７．８±０．２
ＳＲＫＤＡ ６６．２±１．５ ８２．６±０．９ ９２．０±０．７ ９４．７±０．４ ９６．０±０．３ ９６．８±０．３ ９７．２±０．３
ＫＤＡ ６５．４±１．３ ８０．９±１．０ ９０．３±０．７ ９３．２±０．４ ９５．３±０．３ ９６．５±０．３ ９７．１±０．３
ＯＳＲＤＡ ６９．５±１．５ ８３．９±０．９ ９１．９±０．６ ９４．２±０．４ ９５．４±０．３ ９６．０±０．３ ９６．４±０．３
ＳＲＤＡ ６４．８±１．６ ８０．６±１．０ ８９．９±０．７ ９２．８±０．４ ９４．２±０．３ ９５．０±０．３ ９５．５±０．３
ＮＬＤＡ ６１．８±１．７ ７０．９±１．２     
ＵＬＤＡ ６２．２±１．５ ６８．３±１．１ ７８．５±０．８ ８９．１±０．４ ９２．２±０．４ ９３．７±０．３ ９４．６±０．３
ＬＤＡ ５７．２±１．７ ７０．３±１．３ ７８．５±０．８ ８９．１±０．４ ９２．２±０．４ ９３．７±０．３ ９４．６±０．３

　　注：表示无法应用该方法

,

　结束语

以上对ＳＲＤＡ和ＳＲＫＤＡ投影向量引入正交化处理，提出
了正交ＳＲＤＡ和正交ＳＲＫＤＡ算法。首先给出了相关定理和证
明，然后提出了基于 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解的正交化方法，最后通过该
方法对ＳＲＤＡ和ＳＲＫＤＡ投影向量进行正交化处理。与迭代的
正交化基向量求解法相比较，基于 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解的方法，其理
论简单，计算过程更高效且克服了迭代方法不适应于基于谱回

归方法的缺点。在ＯＲＬ、Ｙａｌｅ、ＰＩＥ人脸库上的实验结果表明，
当姿态、光照、表情等发生变化时，与ＳＲＤＡ、ＳＲＫＤＡ相比较，其
相应的正交化方法ＯＳＲＤＡ、ＯＳＲＫＤＡ具有更好的识别性能，是
一种有效的人脸识别方法。

注意到算法的识别精度与正则化因子ε有关，因此如何选
择ε，仍然需要进一步研究。此外，可将算法应用到步态识别、
手写识别等机器学习任务中，以进一步验证算法的有效性。

附　录
假设Ｔ∈Ｒｓ×ｓ为实对称正定矩阵，则 Ｔ＝ＬＬＴ的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ

分解唯一，其中Ｌ为下三角矩阵，且对角元素都大于０。
证明　设实对称正定阵 Ｔ＝ＬＬＴ＝ＧＧＴ是 Ｔ的两个 Ｃｈｏｌ

ｅｓｋｙ分解，Ｌ和Ｇ都是下三角矩阵。在等式ＬＬＴ＝ＧＧＴ中左乘
Ｇ－１、右乘（ＬＴ）－１有

Ｇ－１Ｌ＝ＧＴ（ＬＴ）－１ （）

注意到下三角矩阵的逆还是下三角矩阵，两个下三角矩阵

的乘积还是下三角矩阵，因此上式左边是下三角矩阵，而右边

是下三角矩阵的转置是上三角矩阵，若要等式成立，只能是对

角矩阵。因此，Ｇ－１Ｌ为对角元素大于 ０的对角矩阵。设
Ｇ－１Ｌ＝

"

＝ｄｉａｇ（Λ１，Λ２，…，Λｔ），两边取逆有Ｌ
－１Ｇ＝

"

－１，代

'

入式（）有 "

＝
"

－１，进而有Λｉ＝
１
Λｉ
。由于Λｉ＞０，所以Λｉ＝

１，即
"

为单位矩阵，于是Ｇ－１Ｌ＝Ｉ，Ｌ＝Ｇ，命题得证。
（下转第３２０页）
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提出了ＳＦＣＭ算法。最后，通过拟合图像直方图曲线，确定ＳＦ
ＣＭ分类数以及聚类中心，以加快 ＦＣＭ迭代到最优解，弥补了
本算法计算邻域像素区域的计算量，也减少了算法运行时间。

本文进行了分割目标简单、强噪声干扰和目标复杂三种图像的

三组实验。实验结果表明，本文方法实验效果优于标准 ＦＣＭ
算法，且分割强噪声和目标边界模糊的ＭＲＩ图像更有效。
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