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摘　要：局部线性嵌入（ＬＬＥ）和等距映射（ＩＳＯＭＡＰ）在降维过程中都只单一地保留数据集的某一种特性结构，
从而使降维后的数据集往往存在顾此失彼的情况。针对这种情况，借助流形学习的核框架，提出融合 ＬＬＥ和
ＩＳＯＭＡＰ的非线性降维方法。新的融合方法使降维后的数据集既保持着数据点间的局部邻域关系，也保持着数
据点间的全局距离关系。在仿真数据集和实际数据集上的实验结果证实了该方法的优越性。
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　引言

寻求高维数据的低维表示一直是模式识别领域的一项重

要任务。国内外学者们在近几十年的研究中提出了许多方法，

其中，最为经典且成功应用在模式识别领域的方法是各类子空

间分析法（ｓｕｂｓｐａｃｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ，ＳＡＭ）［１］，如主成分分析

（ＰＣＡ）［２］和Ｆｉｓｈｅｒ判别分析等［３］。但是，这类方法主要用于

处理线性数据集，当面对非线性数据集时显得无能为力。２０００

年之后，一批能够处理非线性数据集的流形学习算法被相继提

出。其中，代表性算法包括局部线性嵌入（ＬＬＥ）［４，５］和等距映

射（ＩＳＯＭＡＰ）［６］等。与线性降维方法不同，这类方法不依赖于

对原始数据的线性假设，而是致力于保持原数据集某一方面的

特性在降维之后保持不变。比如，ＬＬＥ方法就能保持原数据集

中各点的邻域关系不变，而ＩＳＯＭＡＰ方法则能最大程度地保持

原数据集中各点间的测地距离。ＬＬＥ和 ＩＳＯＭＡＰ有许多共同

的优点，如算法思路清晰、步骤简洁、能收敛于全局最优解等。

但是，它们也都有各自的局限，其中一个比较明显的不足就是

它们都只能针对数据集的某一种特性进行保持，而无法兼顾其

他同样有价值的特性。图１给出了一个具体的例子，从图中可
以看出，对Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ数据集（图１（ａ）），ＬＬＥ的低维输出很好
地保持了数据的邻域结构（即高维数据中相邻点的相互关系

在低维表示中仍然得到了保持），但是其全局各点间的相互距

离并没有得到很好的保持，如图１（ｂ）所示。ＩＳＯＭＡＰ算法的
低维输出结果如图１（ｃ）所示，其中低维表示中各点的欧氏距
离很好地逼近了高维空间中各点的测地距离，但是它的局部邻

域结构显然又与原始数据相差甚远。如果算法的目标就是单

一地保持数据集某一个性质，那么这样的输出结果当然是令人

满意的。但是，如果对于要保持哪一种性质没有先验的认识，

那这样的结果就不足以反映高维数据集的全貌。

那么，有没有一种方法使数据降维后既能保持数据间的局

部邻域关系，同时又能保持其全局距离关系呢？２００６年Ｖａｒｉｎｉ
等人［７］曾提出了一种名为 ＩＳＯＬＬＥ的方法，试图达成这一目
标。在此方法中，作者针对 ＬＬＥ算法在邻域选择的步骤中有
可能会产生短路问题这一缺陷，提出可以使用测地距离替代原

来的欧氏距离来进行邻域选择的步骤，从而有效解决短路问

题，并使得选择出的邻域点能更好地反映高维数据集的局部结

构信息，进而提升 ＬＬＥ算法的性能。此方法确实在一定程度
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上整合了ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ两种算法的优点，在降维过程中同时
利用了局部结构信息和距离信息。但是，此方法只是对算法的

一个中间步骤进行了优化，意图在原有算法的基础上提升性

能，并没有对算法的核心目标进行改进，所以该方法并不能在

最终的降维结果中体现对邻域关系和全局距离的同时保持。
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目前的流形学习算法大致可分为邻域保持（ＬＬＥ）、拉普拉
斯特征映射（ＬＥＭ）［８］）、全局距离保持（ＩＳＯＭＡＰ）、扩散距离保

持（扩散映射（ＤＦＭ）［９］）、切空间保持（局部切空间保持
（ＬＴＳＡ）［１０］）等。这些不同的算法都能很好地保持数据集某一
方面的性质。但是，由于高维数据的复杂性，在降维过程中仅

从某个单一的角度来保持高维数据的特征难免会损失其他信

息。这时，如果能将各种对数据集的不同考量有机地融合到同

一个方法中，使得新方法能尽可能多地保持原数据集的不同性

质，就会使降维结果与原始高维数据尽可能地贴近，从而获得

令人满意的降维效果。本文的工作是上述思路的一种有效

尝试。

由于ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ方法都能统一在核方法的框架下，即
它们的区别可唯一地归结为使用不同的核。因此，将这两种方

法的核进行合理的融合，形成的一种新方法就能达成同时保持

邻域关系和全局距离的降维目标。这也正是本文所做的工作，

其意义在于为实现多特征保持的降维算法提供一种新思路。
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　局部线性嵌入算法（
../

）

２０００年 Ｓａｕｌ等人第一次提出了局部线性嵌入算法
（ＬＬＥ）。它是一种非监督的学习算法，能够计算高维数据的低
维嵌入坐标。这种嵌入是通过对高维数据中的局部邻域进行

线性重构而获得的，它能够保持高维数据的邻域性质。嵌入结

果的计算最终归结于一个求解稀疏矩阵特征值的问题。算法

的具体过程可描述如下：

ａ）为每个数据点确定好邻域。确定邻域的方法可以用 ｋ
邻域法或者ε半径法。

ｂ）确定每个点由其邻域进行重构的线性系数。这是通过
求解使得代价函数ε＝｜Ｘｉ－∑ｊｗｉｊＸｊ｜

２取得最小值的 ｗｉｊ来实
现的。这里的ｗｉｊ表示由第ｊ个点重构第 ｉ个点的系数，所有的

ｗｉｊ就构成了权重矩阵Ｗ。
ｃ）寻找能最优地保持权重矩阵Ｗ的低维嵌入坐标Ｙ。代

价函数为

Φ（Ｙ）＝∑
ｉ
｜Ｙｉ－∑ｊｗｉｊＹｊ｜２ （１）

使得此代价函数取得最小值的 Ｙ就是要寻找的低维嵌入坐
标。式（１）可改写为：Φ（Ｙ）＝∑ｉｊＭｉｊ（ＹｉＹｊ）。其中，矩阵 Ｍ定

义如下：Ｍ＝（Ｉ－Ｗ）Ｔ（Ｉ－Ｗ）。Ｍ是一个对称的、半正定的矩
阵。又为了使最终结果唯一化，还需要去除 Ｙ中的平移、旋转

及缩放的自由度。这是通过添加两项约束来实现的：

∑ｉＹｉ＝０ （２）

１
Ｎ∑ｉＹｉＹｉ＝Ｉ （３）

满足这两个约束的低维坐标 Ｙ就是中心化的，且具有单位协
方差的降维结果。

最终，对Ｙ的求解是通过对矩阵 Ｍ进行特征分解来获得
的。Ｍ的第２到第（ｄ＋１）小的特征值所对应的特征向量就构
成了ｄ维嵌入坐标Ｙ。Ｙ既能使得式（１）的代价函数取得最小
值，同时又满足上述两个约束条件，从而形成 ＬＬＥ算法的最终
输出。
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　等距映射算法（
)0#&12

）

与ＬＬＥ齐名的流形学习代表性算法还有 Ｔｅｎｅｎｂａｕｍ等人
提出的等距映射算法。与ＬＬＥ算法致力于保持数据集邻域特
性不同，ＩＳＯＭＡＰ算法的目标是保持所有数据点间的相互测地
距离。其算法的主要过程如下：

ａ）确定邻域。第一步与 ＬＬＥ算法相似，都是为每个点确
定一个邻域，不同的是在 ＩＳＯＭＡＰ中不仅要确定邻域，还要计
算每个点和它所有邻域点间的距离。

ｂ）计算图距离来逼近测地距离。有了第一步得到的邻域
距离之后，再计算所有点间的图距离（即两点间的最短路径），

将所得结果写成矩阵的形式，记为 Ｄ。可以证明，当数据点的
个数趋向于无穷的时候，各点间的图距离也将趋向于真实的测

地距离。所以这里就用计算得到的最短路径作为测地距离的

替代。

ｃ）利用古典ＭＤＳ方法求得数据的低维表示。这主要是通
过使如下代价函数取得最小值来实现的：

ε＝ ∑ｉｊ（τ（Ｄ）－Ｙｉ·Ｙｊ）槡
２ （４）

其中：τ（Ｄ）＝－ＨＳＨ／２，Ｓ是将 Ｄ中各元素平方后得到的矩
阵，Ｈ＝Ｉ－ｅｅＴ／ｎ，ｅ＝［１，１，…，１］Ｔ。其约束条件为

ＹＴＹ＝
"

（５）

其中：
"

为对角线元为常数的对角矩阵。

最终，对Ｙ的求解是通过对矩阵τ（Ｄ）作特征分解来实现
的。记矩阵 τ（Ｄ）的特征值为 ｓ１，ｓ２，…（按降序排列），ｖ１，
ｖ２，…为与之相对应的特征向量（ｖ１、ｖ２为列向量）。那么矩阵

Ｙ＝［ ｓ槡１ｖ１，ｓ槡２ｖ２，…，ｓ槡ｄｖｄ］就构成了作为算法输出的 ｄ维嵌
入坐标。

"

　融合
../

和
)0#&12

的降维方法

由第１章的介绍可以看出，ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ方法虽然目标
不同，但是算法的过程却有很多相似之处。比如都要对数据点

的邻域进行分析、都将从数据集中提取出的某一类信息以矩阵

形式存储起来、算法输出的低维坐标都是通过对之前得到的矩

阵进行特征分解而获得等。其中最关键的一点就是这两种算

法都归结为针对某一特定矩阵求解特征向量的问题，而这些矩

阵就代表了算法想要保持的数据集特征，而且它们往往都是正

定的。一个最直观的融合想法就是能不能将 ＬＬＥ和 ＩＳＯＭＡＰ
的特定矩阵相加，这样便能融合两种方法的特性。

"


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　融合可行性分析

Ｈａｍ等人［１１］曾对这一问题进行过专门的阐述。他们认为
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对于ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ这两种方法，最后都归结为对一个矩阵进
行特征分解，而这个矩阵就是核方法中的核矩阵。比如对于

ＬＬＥ方法，它的核矩阵就可以写做 Ｋ＝（λｍａｘＩ－Ｍ）。其中 Ｍ
如１．１节中定义，λｍａｘ是Ｍ的最大特征值。原来的代价函数式
（１）就可以改写成：

Φ（Ｙ）＝ｔｒａｃｅ（ＹＴＫＹ） （６）

这样，原来ＬＬＥ方法的目标是要寻找 Ｍ的最小特征值对
应的特征向量。这时就变为了寻找Ｋ的最大特征值对应的特
征向量。由于 Ｍ是正定的，而 λｍａｘ是其最大特征值，可以证
明，Ｋ也是正定的，因而Ｋ满足核矩阵的条件。

再对于ＩＳＯＭＡＰ方法，它的核矩阵可以写做 Ｔ＝－ＨＳＨ／
２。这里的Ｈ、Ｓ如１．２节中定义。算法的目标就变成使如下
的代价函数取得最大值：

Φ（Ｙ）＝ｔｒａｃｅ（ＹＴＴＹ） （７）

在文献［１１］中作者提到，如果 Ｔ中元素是各点欧氏距离
的平方，那Ｔ将是正定矩阵。由于 Ｔ实际上是测地距离的平
方，所以Ｔ并不能保证是正定的。但是，在满足连续性条件的
光滑流形上，数据点间的测地距离是与它们在低维空间中的欧

氏距离成比例的。所以，在连续性条件得到满足时，Ｔ也是正
定的，因而也满足核矩阵的条件。

可见，ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ都可以被统一在核方法的框架下，它
们的区别主要体现为核矩阵的区别，而其他步骤则基本是相似

的。因而一个能真实反映数据集某一方面性质的核矩阵是一个

算法能够取得成功的基础。根据核矩阵的性质显然有：若 Ｋ１、
Ｋ２是核矩阵，则Ｋ１＋Ｋ２是核矩阵，αＫ１（α≥０）也是核矩阵。

因此，一种最简单的能同时保持数据集局部和全局特性的

特征矩阵就可写做Ｋ＋Ｔ。

"


"

　融合算法

由前面的分析可知，在核方法的框架下，一个算法的核矩

阵就集中体现了该算法想要保持的数据集的性质。因此，本文

对核矩阵进行重新设计，使其同时保持数据集的多种性质。最

终算法的目标就是要使得如下的代价函数取得最大值：

Φ（Ｙ）＝ｔｒａｃｅ（ＹＴ（Ｋ＋Ｔ）Ｙ） （８）

即，使得该代价函数取得最大值的低维坐标 Ｙ就是能同时保
持原数据集全局距离及邻域结构的低维表示。

为了去除低维输出Ｙ中的平移、旋转及缩放的自由度，这
里对于Ｙ仍然有式（２）和（５）描述的两个限制条件：∑ｉＹｉ＝０，

ＹＴＹ＝
"

。之所以采用式（５）而不用式（３）是因为前者是一个

'

更为一般的限制条件。

这样，对新的核矩阵进行特征分解，得到特征值ｓ１，ｓ２，…，
ｓｎ（按降序排列）及对应的特征向量ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ，那么矩阵Ｙ＝

［ ｓ槡１ｖ１，ｓ槡２ｖ２，…， ｓ槡ｄｖｄ］就是使得式（８）取得最大值的 Ｙ，也
是整个算法的输出结果。这里，之所以要让每个特征向量乘以

对应特征值的１／２次方是为了满足第二个限制条件。由于 Ｋ
和Ｔ都是正定的，可知 Ｋ＋Ｔ也是正定的，所以它必有一个０
特征值（对应的特征向量所有元素相等），所以第一个限制条

件也得到了满足。可以看出，这里得到的数据集低维嵌入坐标

Ｙ就是能同时反映原始高维数据邻域结构和全局距离的最优
低维表示。

由于Ｋ和 Ｔ分别为两个不同参考系下的量，在数值上存

在很大的差距。因此，需要在这个核中引入一个平衡参数，以

灵活调整这两种考量标准在整个算法中的平衡关系。令引入

的平衡参数为 α，则新的核矩阵可表示为（１－α）Ｋ＋αＴ，相应
的代价函数即为

Φ（Ｙ）＝ｔｒａｃｅ（ＹＴ（（１－α）Ｋ＋αＴ）Ｙ） （９）

相应的算法输出即是对新核矩阵（１－α）Ｋ＋αＴ进行特征
分解后得到的结果。融合算法具体步骤如下：

ａ）确定邻域。用ｋ近邻法或者ε半径法确定每个数据点的邻域。
ｂ）获得保持近邻关系核Ｋ。求解使代价函数 ε＝｜Ｘｉ－∑ｊｗｉｊＸｊ｜２

取得最小值的邻域矩阵Ｗ，再由Ｋ＝（λｍａｘＩ－Ｍ）计算得到算法中用于
保持近邻关系的核Ｋ。其中Ｍ＝（Ｉ－Ｗ）Ｔ（Ｉ－Ｗ），λｍａｘ是Ｍ的最大特
征值。

ｃ）获得保持全局距离的核Ｔ。计算所有点间的最短路径距离矩阵
Ｄ，由Ｔ＝－ＨＳＨ／２计算得到保持全局距离的核 Ｔ。其中，Ｈ为中心化
矩阵，Ｓ是取Ｄ中元素平方的矩阵。

ｄ）确定低维坐标Ｙ。对新核（１－α）Ｋ＋αＴ进行特征分解，得到特
征值ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ（按降序排列）及对应的特征向量 ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ，矩阵

Ｙ＝［ ｓ槡１ｖ１， ｓ槡２ｖ２，…， ｓ槡ｄｖｄ］即为算法输出。

融合算法具有如下特性：

ａ）算法有确定的全局最优解。由于算法的最终输出是由
计算核矩阵的特征向量得到的，因此对于一个给定的数据集，

算法总能给出一个全局最优的低维输出结果。这样就避免了

算法陷于局部最小值的危险。

ｂ）算法有确定的时间和空间开销。算法中最消耗时间的
步骤是计算所有点对间最短路径的步骤，其时间复杂度为

Ｏ（Ｎ３），因而整个算法的时间复杂度也为Ｏ（Ｎ３）。算法的空间
开销主要用于存储核矩阵中的元素，而核矩阵的大小只和元素

个数有关，因而算法的空间复杂度为Ｓ（Ｎ２）。与一些需要不断
迭代运算来计算最优解的算法相比较，本算法能保证在一定的

时间和空间限制下获得最终结果。

ｃ）算法可根据实际需要灵活调整两种保持标准的权衡关
系。本算法由一个平衡因子来平衡算法在两种保持间的偏重，

可以根据实际需要灵活决定配比，可以在不断实验的过程中发

现对于特定数据集最适用的α，从而使降维效果最好。

+

　实验结果

+


!

　数据降维结果

首先采用流形学习中非常经典的Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ数据集作为实
验数据集。将此数据集分别用 ＬＬＥ、ＩＳＯＭＡＰ和 ＧＬＰＰ降至二
维，得到的结果如图２所示。可以看出，相较于 ＬＬＥ算法仅仅
保持了近邻点的相互位置关系，本文算法能更好地保持全局各

点的相互位置；再与ＩＳＯＭＡＰ算法只保持了数据集全局性质相
比较，本文的算法又能兼顾近邻点间的相互位置关系。
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进一步，本文将Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ数据集进行了适当扩展，使其在
原有基础上进行更多次的卷绕，如图３（ａ）所示。对于这样一
个更为复杂的数据集，如果从单一的角度仅仅保持近邻点间的

·９７２·第１期 张少龙，等：融合ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ的非线性降维方法 　　　



　 　

相互关系，或者仅保持数据点的全局性质，都无法很好地将数

据集的本质特征在二维空间上刻画出来。而本文算法由于在

降维的过程中同时考虑了数据集这两方面的性质，因而能在此

数据集上获得相对更为优越的降维效果。
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　在真实数据集上进行降维后的分类结果

前面展示了本文算法在仿真高维数据集上的降维效果，本

节将展示算法在两个实际的高维数据集上的分类效果。本节

的实验首先使用 ＩＳＯＭＡＰ、ＬＬＥ、文献［７］的融合方法以及本文
的融合方法四种不同的降维算法对两个实际的高维数据集进

行降维；然后对得到的低维结果进行分类识别；最后对各自的

识别结果进行比较分析。

第一个数据集由笔者实验室创建，包括１００个志愿者的
１２００幅彩色人脸图像。每个人包括７幅不同姿态变化的人
脸，２幅不同表情变化的人脸和３幅有装饰的人脸，其部分尺
度归一化后的人脸图像如图４所示。从图中可以看出，此人脸
库包括巨大的姿态、装饰变化，导致人脸图像之间呈现出非线

性变化。每个人取其中７幅作为训练库，剩下的５幅作为测试
图像。图５显示了不同维数特征下的人脸识别率情况。可以
看出，本文算法在将数据降至不同的维度时所获得的平均识别

率要优于其他几种算法。但是随着目标维数ｄ的不断增大，本
文方法的识别率会低于 ＩＳＯＭＡＰ，这是因为 ＩＳＯＭＡＰ是一种以
严格保持原始数据点间相互距离为目标的降维算法，因而随着

ｄ的增大，原始数据点间的相互距离能够在低维空间中得到更
好的保留，而实验中采用的分类器又是基于距离的，因而由

ＩＳＯＭＡＰ的识别率会随 ｄ的增大而提高。当数据降至二维和
三维这两个具有可视化效果的维度再进行分类时，本文算法还

是体现出了较为明显的优势。
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第二个数据集是 Ｙａｌｅ人脸库包括１５个人的１６５幅灰度

人脸图像［２］。每个人由１１幅照片构成，每人的每幅图像均是

从不同视角获得的，有较大的表情变化、光照变化以及部分缺

损。部分图像如图６所示。采用不同方法将此数据集都降至
三维，再对其进行分类识别，不同方法随着训练样本数变化的

识别结果如图７所示。从图中可以得出，本文算法的分类效果
较之于其他算法都具有更好的表现。

,

　结束语

基于流形学习算法的核化理论，本文将两种已有流形学习

算法ＬＬＥ和ＩＳＯＭＡＰ的核以一定的方式结合在一起，形成了一
种能有效保持数据集两方面性质的新算法。实验结果证实了

该方法能成功地保持数据集的邻域结构和全局相互距离。由

于本文的工作主要是将已有算法的核加以整合，得到的新核的

效果比两者都要好，这也给了一个启示：如果能在同一个算法

中同时保持高维数据集的多种不同方面的性质，那么所得到的

低维嵌入结果将能更好、更忠实地反映原始数据集的真实性

质。而新近提出的核方法框架刚好为这种想法提供了很好的

平台，即只要设计出新的能满足需要的核即可。如何设计出或

者合理利用现有的核，使其能更好、更多地保持高维数据集各

种不同类型的性质，使得高维数据的低维表示尽可能与原始数

据贴近，将是下一步要开展的工作。
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