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摘　要：首先对Ｌａｃａｎ等人给出的由 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ码的方法进行了研究，指出了其中存在的问
题，给出了由两个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ矩阵的充要条件；然后利用矩阵乘的方法，给出了由标量乘
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造ＭＤＳ矩阵的充要条件；最后在 Ｓａｊａｄｉｅｈ等人给出的由两个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合
ＭＤＳ矩阵方法的基础之上，给出了标量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合ＭＤＳ矩阵的方法。对标量乘矩阵来讲，可
以通过调控标量中分量的大小来调整标量乘矩阵元素大小和元素重量大小来满足其软、硬件实现性能，因此该

构造ＭＤＳ矩阵及对合ＭＤＳ矩阵的方法具有实用价值。
关键词：分组密码；扩散结构；分支数；ＭＤＳ矩阵；Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵
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　引言

混乱原则和扩散原则是保证分组密码安全性的两个基本

设计原则。在分组密码中，其扩散特性往往是通过特定的扩散

结构来实现的，扩散结构的设计非常重要，直接关系到分组密

码的安全性能和实现性能［１］。分支数理论是分组密码扩散结

构设计的一个重要理论，设计者可以根据分支数的大小从理论

上给出最大差分特征概率和最佳线性逼迫优势的界，从而保证

分组密码对差分密码分析和线性密码分析是实际安全的［２，３］。

以分支数尽可能大的线性变换为分组密码算法的扩散结构是

设计分组密码的一种重要方法，线性变换的构造可通过可逆矩

阵的构造完成。由于 ＭＤＳ矩阵的分支数达到了最大，使得
ＭＤＳ矩阵在分组密码扩散结构的设计中得到广泛应用，如
ＡＥＳ［４］、Ｋｈａｚａｄ［５］和Ｓｈａｒｋ等分组密码算法等。此外，为了保证
加脱密结构的一致性，ＭＤＳ矩阵最好是对合矩阵，因此，如何
构造对合型ＭＤＳ矩阵显得尤为重要。

常见的ＭＤＳ矩阵构造方法主要有三种：ａ）利用纠错码理

论，从ＭＤＳ码中提取 ＭＤＳ矩阵，如 ＡＥＳ、Ｋｈａｚａｄ、Ｓｈａｒｋ等分组
密码就是通过分组码理论来构造它们扩散层中使用的ＭＤＳ矩
阵。文献［６］给出了一种利用两个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造
ＭＤＳ码的方法，但在其 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的定义下，文献中的
构造方法是有缺陷的；文献［７］给出了从线性分组码中搜索
ＭＤＳ矩阵的三种方法。ｂ）随机生成ＭＤＳ矩阵，如：文献［８］指
出可以从循环矩阵、Ｈａｄａｍａｒｄ矩阵以及 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中搜索便
于实现的ＭＤＳ矩阵；文献［９］通过限制条件在 Ｃａｕｃｈｙ矩阵中
搜索出了１６×１６的对合 ＭＤＳ矩阵。ｃ）利用数学方法构造
ＭＤＳ矩阵，如：文献［１０］利用代数方法，给出了一种构造对合
ＣａｕｃｈｙＨａｄａｍａｒｄ型ＭＤＳ矩阵的方法；文献［１１］给出了利用两
个Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合ＭＤＳ矩阵。

一般来说，由于已知的 ＭＤＳ码不多，并且利用方法 ａ）构
造出的ＭＤＳ矩阵，其软、硬件实现性能未必能满足要求；利用
方法ｂ）构造出的ＭＤＳ矩阵，当矩阵的阶数和ｎ（矩阵中的元素
属于有限域ＧＦ（２ｎ））较大时，直接进行随机搜索显得不太现
实，此时，密码上一般在具有特定结构的矩阵中进行搜索，但是

当矩阵的阶数和ｎ较大时，直接搜索也变得异常困难；利用方
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法ｃ）构造出的 ＭＤＳ矩阵往往具有特定的数学结构，其软、硬
件实现性能也未必能满足要求。

本文对文献［６］中存在的问题进行了纠正，给出了正确的
利用两个Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ矩阵的方法；考虑到利
用该方法构造出的 ＭＤＳ矩阵的软、硬件实现性能，对标量乘
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造ＭＤＳ矩阵进行了研究，给出了由标量乘
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ矩阵的充要条件；在文献［１１］给
出的构造对合 ＭＤＳ矩阵方法的基础之上，给出了特征为２的
域上标量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合ＭＤＳ矩阵的方法。

!

　基础知识

本文从矩阵角度来介绍差分分支数与线性分支数。

定义１［１２］　设ｘ＝（ｘ１，…，ｘｍ）∈ＧＦ（２
ｎ）ｍ，则称ｘ１，…，ｘｍ

中非零元的个数为ｘ的汉明重量，简称为重量，记为ｗ（ｘ）。
定义２［１２］　令θ：ＧＦ（２ｎ）ｍ→ＧＦ（２ｎ）ｍｘ→θ（ｘ）＝Ａ×ｘ是

一个变换，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｍ）
Ｔ∈ＧＦ（２ｎ）ｍ，矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ，

ａｉｊ∈ＧＦ（２
ｎ），则称

Ｂ（Ａ）＝ｍｉｎ
ｘ≠０
｛ｗ（ｘ）＋ｗ（Ａ×ｘ）｝

为Ａ的分支数。
定义３［１２］　令θ：ＧＦ（２ｎ）ｍ→ＧＦ（２ｎ）ｍｘ→θ（ｘ）＝Ａ×ｘ是

一个变换，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｍ）
Ｔ∈ＧＦ（２ｎ）ｍ，ｘ ＝（ｘ１，…，ｘｍ）

Ｔ∈
ＧＦ（２ｎ）ｍ，矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ，ａｉｊ∈ＧＦ（２

ｎ），则称

Ｂｄ（Ａ）＝ ｍｉｎ
ｘ，ｘ≠ｘ

｛ｗ（ｘ
!

ｘ）＋ｗ（Ａ×ｘ
!θ（Ａ×ｘ））｝

为Ａ的差分分支数。
定义４［１２］　令θ：ＧＦ（２ｎ）ｍ→ＧＦ（２ｎ）ｍｘ→θ（ｘ）＝Ａ×ｘ是

一个变换，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｍ）
Ｔ∈ＧＦ（２ｎ）ｍ，β＝（β１，…，βｍ）

Ｔ∈ＧＦ
（２ｎ）ｍ，矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ，ａｉｊ∈ＧＦ（２

ｎ），则称

Ｂｌ（Ａ）＝ｍｉｎ
β≠０
｛ｗ（β）＋ｗ（ＡＴ×β）｝，

为Ａ的线性分支数（ＡＴ表示矩阵Ａ的转置矩阵）。
对任意矩阵Ａ，由于Ａ×ａ

!

Ａ×ｂ＝Ａ×（ａ
!

ｂ），因此差分
分支数与分支数是一致的，而线性分支数与分支数不一定相等。

但对于ＭＤＳ矩阵来讲，其差分分支数与线性分支数是相等的。
由于密码学中应用的 ＭＤＳ矩阵与分组码理论中的 ＭＤＳ

码是相对应的，因此本文简要介绍有关分组码的基础知识：有

限域ＧＦ（ｑ）上的一个［ｎ，ｋ，ｄ］线性码是向量空间 ＧＦ（ｑ）ｎ一
个ｋ维子空间，两个ｎ维向量的最小汉明距离即两个码字的最
小汉明距离为ｄ。一个［ｎ，ｋ，ｄ］线性码 Ｃ的生成矩阵 Ｇ是一
个由Ｃ的一组基作为矩阵的行而形成的一个ｋ×ｎ矩阵。若一
个［ｎ，ｋ，ｄ］线性码的生成矩阵 Ｇ＝［Ｅｋ×ｋ｜Ａ］，其中，Ｅｋ×ｋ为
ｋ×ｋ的单位矩阵，Ａ是一 ｋ×（ｎ－ｋ）矩阵，那么生成矩阵 Ｇ称
为［ｎ，ｋ，ｄ］线性码的标准生成矩阵。［ｎ，ｋ，ｄ］线性码遵循
Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ界，ｄ≤ｎ－ｋ＋１，本文把ｄ＝ｎ－ｋ＋１的［ｎ，ｋ，ｄ］线性
码称为极大最小距离可分码（ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｓｔａｎｃｅｓｅｐａｒａｂｌｅ
ｃｏｄｅｓ，ＭＤＳ）［１３］。分组密码设计中应用的 ＭＤＳ矩阵即为 ＭＤＳ
码的标准生成矩阵Ｇ＝［Ｉｋ×ｋ｜Ａ］中的矩阵Ａ，一般取ｎ＝２ｋ，因
此有关ＭＤＳ码的相关结论直接应用到ＭＤＳ矩阵的证明中。

引理１［１３］　设Ａ为有限域ＧＦ（ｑ）上的ｎ阶方阵，以下三个
条件是等价的：ａ）Ａ是ＭＤＳ矩阵；ｂ）矩阵［Ｅｎ｜Ａ］中任意的ｎ列
是线性无关的；ｃ）矩阵［－ＡＴ｜Ｅｎ］中任意的ｎ列是线性无关的。

引理２［１３］　有限域ＧＦ（ｑ）上的ｎ阶方阵Ａ是ＭＤＳ矩阵的
充要条件是矩阵Ａ的任意阶子方阵都是非奇异的。

定义５［１３］　设ａｉ∈ＧＦ（ｑ），ｉ＝１，…，ｍ，ｑ为素数或素数的

方幂，则由ＧＦ（ｑ）ｎ中的向量（ａ１，…，ａｍ）决定的 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ
方阵

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝ ａｉ－１( )ｊ
ｍ
ｉ，ｊ＝１＝

１ １ … １
ａ１ ａ２ … ａｍ
  

ａｍ－１１ ａｍ－１２ … ａｍ－１















ｍ

。

Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵的行列式 ｄｅｔ（Ｖ（ａ１，…，ａｍ））＝ ∏
１≤ｉ＜ｊ≤ｍ

（ａｊ－ａｉ），其中ｍ≥２。
若可逆矩阵

Ａ＝ ａｊ－１( )ｉ
ｍ
ｉ，ｊ＝１＝

１ ａ１ … ａｍ－１１

１ ａ２ … ａｍ－１２

  

１ ａｍ … ａｍ－１















ｍ

Ｂ＝ ｂｊ－１( )ｉ
ｍ
ｉ，ｊ＝１＝

１ ｂ１ … ｂｍ－１１

１ ｂ２ … ｂｍ－１２

  

１ ｂｍ … ｂｍ－１















ｍ

显然矩阵

１ ａ１ … ａｍ－１１ １ ｂ１ … ｂｍ－１１

１ ａ２ … ａｍ－１２ １ ｂ２ … ｂｍ－１２

     

１ ａｍ … ａｍ－１ｍ １ ｂｍ … ｂｍ－１















ｍ

中存在奇异的ｍ阶子方阵，如其前ｍ－１列和第 ｍ＋１构成的
ｍ阶子方阵

１ ａ１ … ａｍ－２１ １
１ ａ２ … ａｍ－２２ １
   

１ ａｍ … ａｍ－２ｍ















１

就是奇异的。那么矩阵 Ａ－１（Ａ｜Ｂ）＝（Ｅ｜Ａ－１Ｂ）中存在奇异
的ｍ阶子方阵，根据引理１知矩阵Ａ－１Ｂ非ＭＤＳ矩阵，进而根
据引理２知矩阵Ａ－１Ｂ中存在奇异的子方阵。而文献［６］中的
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的定义即为

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝ ａｊ－１( )ｉ
ｍ
ｉ，ｊ＝１＝

１ ａ１ … ａｍ－１１

１ ａ２ … ａｍ－１２

  

１ ａｍ … ａｍ－１















ｍ

这种形式，因此文献［６］中的定理１、２是有问题的。
定理 １［６］　 记 Ｖ（ａ１，…，ａｒ）为 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩 阵

（ａｊ－１ｉ ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１，则对（Ｆｑ）

ｒ上的任意两个向量（ａ１，…，ａｒ）和
（ｂ１，…，ｂｒ），若ａｉ，ｂｊ是２ｒ个互不相同的元，那么矩阵

Ｖ（ａ１，…，ａｒ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｒ）

中的任意一个子方阵都是非奇异的。

定理２［６］　记Ｖ（ａ１，…，ａｋ）为ｋ×ｋ的非奇异Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ
矩阵，Ｖ（ｂ１，…，ｂｎ－ｋ）为ｋ×（ｎ－ｋ）矩阵 ｂｊ－１( )ｉ

ｊ＝１，…，ｋ
ｉ＝１，…，ｎ－ｋ，则由生

成矩阵Ｇ＝［Ｅｋ｜Ｖ（ａ１，…，ａｋ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｎ－ｋ）］定义的码为ＭＤＳ
码的充要条件为ａｉ、ｂｊ是ｎ个互不相同的元。

"

　由
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矩阵构造
<,=

矩阵

下面给出正确的由两个Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ矩阵
的充要条件：

定理３　设有限域ＧＦ（ｑ）上的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵
Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝ ａｉ－１( )ｊ

ｍ
ｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝ ｂｉ－１( )ｊ

ｍ
ｉ，ｊ＝１，则矩阵

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是 ＭＤＳ矩阵的充要条件是 ａｉ，ｂｊ

为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元。
证明　必要性。证明若ＧＦ（ｑ）上的矩阵 Ｖ（ａ１，…，ａｍ）

－１
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Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是ＭＤＳ矩阵，那么 ａｉ、ｂｊ为 ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相
同的元。

根据引理１可知，若Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是ＭＤＳ

矩阵，那么矩阵［Ｅ｜Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］中任意的 ｍ

阶子方阵是非奇异的，而矩阵

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）［Ｅ｜Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ））＝
［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］

因此矩阵［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］中任意的ｍ阶子方阵
也是非奇异的，而矩阵［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］中任意
的ｍ阶子方阵正好也是一个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵，由 Ｖａｎｄｅｒ
ｍｏｎｄｅ方阵的行列式知 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵的行列式不等于零
当且仅当Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵的生成向量中的元互不相等，因此
ａｉ、ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元。

充分性。即证明若 ａｉ、ｂｊ为 ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元，
那么矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）

－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是ＭＤＳ矩阵。
显然矩阵［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］中任意的ｍ阶子

方阵仍为一个Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵，由ａｉ、ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不
相同的元知［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］中任意的ｍ阶子方
阵都是非奇异，则矩阵

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１［Ｖ（ａ１，…，ａｍ）｜Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］＝

［Ｅ｜Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）］

中任意的ｍ阶子方阵也是非奇异的，根据引理１知矩阵Ｖ（ａ１，
…，ａｍ）

－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）为ＭＤＳ矩阵。证毕。
由定理１和文献［６］中的定理２知：
若ＧＦ（ｑ）上的矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝（ａ

ｉ－１
ｊ ）

ｍ
ｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，

ｂｍ）＝（ｂ
ｉ－１
ｊ ）

ｍ
ｉ，ｊ＝１，则矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）

－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）为 ＭＤＳ
矩阵充要条件是ａｉ、ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元；

若ＧＦ（ｑ）上的矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝（ａ
ｊ－１
ｉ ）

ｍ
ｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，

ｂｍ）＝（ｂ
ｊ－１
ｉ ）

ｍ
ｉ，ｊ＝１，则矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）

－１为 ＭＤＳ
矩阵充要条件是ａｉ、ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元。

#

　标量乘
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在有限域ＧＦ（ｑ）上，记

Ａ（α１，…，αｍ）＝

α１ａ１，１ … αｍａ１，ｍ
 

α１ａｍ，１ … αｍａｍ，













ｍ

为标量（α１，…，αｍ）乘矩阵

Ａ＝（ａｉ，ｊ）ｍｉ，ｊ＝１＝

ａ１，１ … ａ１，ｍ
 

ａｍ，１ … ａｍ，













ｍ

的标量乘矩阵，记

Ａ（α１，…，αｍ）Ｔ＝

α１ａ１，１ … α１ａ１，ｍ
 

αｍａｍ，１ … αｍａｍ，













ｍ

为了研究标量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵构造ＭＤＳ矩阵的方法，下
面首先分别由定理１给出标量乘矩阵逆的结构特点，由定理２给
出两个矩阵相乘与它们的标量乘矩阵相乘的关系，再由定理４给
出由两个标量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵构造ＭＤＳ的充要条件。

定理４　（Ａ（α１，…，αｍ））－１＝（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ。

证明　设Ａ－１＝Ｔ＝（ｔｉ，ｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１，由

Ａ－１Ａ＝

ｔ１，１ … ｔ１，ｍ
 

ｔｍ，１ … ｔｍ，













ｍ

ａ１，１ … ａ１，ｍ
 

ａｍ，１ … ａｍ，













ｍ

＝Ｅ

知

（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）ＴＡ（α１，…，αｍ）＝

α－１１ ｔ１，１ … α－１１ ｔ１，ｍ
 

α－１ｍ ｔｍ，１ … α－１ｍ ｔｍ，













ｍ

α１ａ１，１ … αｍａ１，ｍ
 

α１ａｍ，１ … αｍａｍ，













ｍ

＝Ｅ

由

ＡＡ－１＝

ａ１，１ … ａ１，ｍ
 

ａｍ，１ … ａｍ，













ｍ

ｔ１，１ … ｔ１，ｍ
 

ｔｍ，１ … ｔｍ，













ｍ

＝Ｅ

知

Ａ（α１，…，αｍ）（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ＝

α１ａ１，１ … αｍａ１，ｍ
 

α１ａｍ，１ … αｍａｍ，













ｍ

α－１１ ｔ１，１ … α－１１ ｔ１，ｍ
 

α－１ｍ ｔｍ，１ … α－１ｍ ｔｍ，













ｍ

＝Ｅ

因此

（Ａ（α１，…，αｍ））－１＝

α－１１ ｔ１，１ … α－１１ ｔ１，ｍ
 

α－１ｍ ｔｍ，１ … α－１ｍ ｔｍ，













ｍ

＝

（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ

证毕。

定理５　若Ａ＝（ａｉ，ｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１，Ｂ＝（ｂｉ，ｊ）

ｍ
ｉ，ｊ＝１，则

（Ａ（α１，…，αｍ））－１Ｂ（β１，…，βｍ）＝（（Ａ－１Ｂ）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ）（β１，…，βｍ）

证明　设Ａ－１＝Ｔ＝（ｔｉ，ｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１，则由定理１知

（Ａ（α１，…，αｍ））－１Ｂ（β１，…，βｍ）＝（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）ＴＢ（β１，…，βｍ）

矩阵（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）ＴＢ（β１，…，βｍ）中第 ｉ行第 ｊ列的元为∑
ｍ

ｋ＝１

α－１ｉ ｔｉ，ｋβｊｂｋ，ｊ。

显然 Ａ－１Ｂ中第 ｉ行第 ｊ列的元为∑
ｍ

ｋ＝１
ｔｉ，ｋｂｋ，ｊ，那么（（Ａ

－１

Ｂ）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ）（β１，…，βｍ）中第ｉ行第 ｊ列的元为 α－１ｉ βｊ∑
ｍ

ｋ＝１
ｔｉ，ｋｂｋ，ｊ，

这与矩阵（Ａ－１）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）ＴＢ（β１，…，βｍ）中第 ｉ行第 ｊ列的元∑
ｍ

ｋ＝１

α－１ｉ ｔｉ，ｋβｊｂｋ，ｊ相等，即与（Ａ
（α１，…，αｍ））－１Ｂ（β１，…，βｍ）第 ｉ行第 ｊ列的

元∑
ｍ

ｋ＝１
α－１ｉ ｔｉ，ｋβｊｂｋ，ｊ相等，由 ｉ、ｊ的任意性知（Ａ（α１，…，αｍ））－１

Ｂ（β１，…，βｍ）＝（（Ａ－１Ｂ）（α－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ）（β１，…，βｍ）。证毕。

定理６　设有限域 ＧＦ（ｑ）的 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵 Ｖ（ａ１，…，
ａｍ）＝（ａｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝（ｂｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，则矩阵（Ｖ（ａ１，…，

ａｍ）（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）（β１，…，βｍ）是ＭＤＳ矩阵的充要条件是
ａｉ、ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元且αｉ、βｊ都为非零元。

证明　根据引理 ２知矩阵（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
（α１，…，αｍ））－１Ｖ

（ｂ１，…，ｂｍ）
（β１，…，βｍ）是 ＭＤＳ矩阵的充要条件是其任意阶子方

阵都是非奇异的。

根据定理３知
（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）（β１，…，βｍ）＝

（（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ））（α
－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ）（β１，…，βｍ）

为了证明方便不妨记矩阵 Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）

中任意的ｋ阶子方阵为 Ｔ＝（ｔｉｈ，ｊｌ）
ｋ
ｈ，ｌ＝１，那么矩阵（Ｖ（ａ１，…，

ａｍ）
（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）

（β１，…，βｍ）中任意的ｋ阶子式即为

α－１ｉ１βｊ１ｔｉ１，ｊ１ α－１ｉ１βｊ２ｔｉ１，ｊ２ … α－１ｉ１βｊｋｔｉ１，ｊｋ
α－１ｉ２βｊ１ｔｉ２，ｊ１ α－１ｉ２βｊ２ｔｉ２，ｊ２ … α－１ｉ２βｊｋｔｉ２，ｊｋ
  

α－１ｉｋβｊ１ｔｉｋ，ｊ１ α－１ｉｋβｊ２ｔｉｋ，ｊ２ … α－１ｉｋβｊｋｔｉｋ，ｊｋ
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根据行列式的性质知

α－１ｉ１βｊ１ｔｉ１，ｊ１ α－１ｉ１βｊ２ｔｉ１，ｊ２ … α－１ｉ１βｊｋｔｉ１，ｊｋ
α－１ｉ２βｊ１ｔｉ２，ｊ１ α－１ｉ２βｊ２ｔｉ２，ｊ２ … α－１ｉ２βｊｋｔｉ２，ｊｋ
  

α－１ｉｋβｊ１ｔｉｋ，ｊ１ α－１ｉｋβｊ２ｔｉｋ，ｊ２ … α－１ｉｋβｊｋｔｉｋ，ｊｋ

＝

αｉ－１１ …αｉ－１ｋ βｊ１…βｊｋ

ｔｉ１，ｊ１ ｔｉ１，ｊ２ … ｔｉ１，ｊｋ
ｔｉ２，ｊ１ ｔｉ２，ｊ２ … ｔｉ２，ｊｋ
  

ｔｉｋ，ｊ１ ｔｉｋ，ｊ２ … ｔｉｋ，ｊｋ

，

而

αｉ－１１ …αｉ－１ｋ βｊ１…βｊｋ

ｔｉ１，ｊ１ ｔｉ１，ｊ２ … ｔｉ１，ｊｋ
ｔｉ２，ｊ１ ｔｉ２，ｊ２ … ｔｉ２，ｊｋ
  

ｔｉｋ，ｊ１ ｔｉｋ，ｊ２ … ｔｉｋ，ｊｋ

≠０

当且仅当αｉｈ，βｊｌ是非零元ｈ，ｌ＝１，…，ｋ，且
ｔｉ１，ｊ１ ｔｉ１，ｊ２ … ｔｉ１，ｊｋ
ｔｉ２，ｊ１ ｔｉ２，ｊ２ … ｔｉ２，ｊｋ
  

ｔｉｋ，ｊ１ ｔｉｋ，ｊ２ … ｔｉｋ，ｊｋ

≠０

根据引理２知
ｔｉ１，ｊ１ ｔｉ１，ｊ２ … ｔｉ１，ｊｋ
ｔｉ２，ｊ１ ｔｉ２，ｊ２ … ｔｉ２，ｊｋ
  

ｔｉｋ，ｊ１ ｔｉｋ，ｊ２ … ｔｉｋ，ｊｋ

≠０

当且仅当Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是ＭＤＳ矩阵，再根据定理１

知矩阵Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）是ＭＤＳ矩阵的充要条件为

ａｉ、ｂｊ为 ＧＦ（ｑ）中 ２ｍ互不相同的元。因此（Ｖ（ａ１，…，
ａｍ）

（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）
（β１，…，βｍ）是 ＭＤＳ矩阵的充要条件是

ａｉ，ｂｊ为ＧＦ（ｑ）中２ｍ互不相同的元且αｉ、βｊ都为非零元。证毕。

$

　标量乘
7-89/2:;89/

矩阵构造对合
<,=

矩阵

本章在文献［１１］给出的由两个 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对
合ＭＤＳ矩阵方法的基础之上，给出有限域ＧＦ（２ｎ）上由两个标
量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合ＭＤＳ矩阵的方法。

引理３［１１］　设有限域ＧＦ（２ｎ）上的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵
Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝（ａｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝（ｂｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１

若ｂｉ＝ａｉ＋Δ，则矩阵 Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）为对合矩

阵。

引理４［１１］　设有限域ＧＦ（２ｎ）上的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵
Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝（ａｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝（ｂｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１

若ｂｉ＝ａｉ＋Δ，且ａｉ，ｂｊ为ＧＦ（２
ｎ）中２ｍ互不相同的元，则矩阵

Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）为对合ＭＤＳ矩阵。

定理７　设有限域ＧＦ（２ｎ）上的Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ方阵
Ｖ（ａ１，…，ａｍ）＝（ａｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝（ｂｉ－１ｊ ）ｍｉ，ｊ＝１，（α１，

…，αｍ）∈ＧＦ（２
ｎ）ｍ，若 ｂｉ＝ａｉ＋Δ且 ａｉ，ｂｊ为 ＧＦ（２

ｎ）中２ｍ互
不相同的元，αｉ≠０，则矩阵（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）

（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，

…，ｂｍ）
（α１，…，αｍ）为对合ＭＤＳ矩阵。

证明　根据定理６知矩阵（Ａ（α１，…，αｍ））－１Ｂ（α１，…，αｍ）为ＭＤＳ
矩阵，下面证明其对合性质。

根据引理３知Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）为对合矩阵，

不妨设Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）＝Ｔ＝（ｔｉ，ｊ）ｍｉ，ｊ＝１，则

（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）（α１，…，αｍ）＝

（（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ））（α
－１１ ，…，α－１ｍ ）Ｔ）（α１，…，αｍ）＝

（α－１ｉ αｊｔｉ，ｊ）ｍｉ，ｊ＝１，

那么矩阵（α－１ｉ αｊｔｉ，ｊ）
ｍ
ｉ，ｊ＝１的第ｉ行乘第ｊ列后得到的元为

∑
ｍ

ｋ＝１
α－１ｉ αｋｔｉ，ｋα－１ｋ αｊｔｋ，ｊ＝∑

ｍ

ｋ＝１
ｔｉ，ｋｔｋ，ｊ＝

１ ｉ＝ｊ
０ ｉ≠{ ｊ

因此矩阵（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，ｂｍ）

（α１，…，αｍ）为对

合矩阵。

综上所述，若ｂｉ＝ａｉ＋Δ且 ａｉ、ｂｊ为 ＧＦ（２
ｎ）中２ｍ互不相

同的元，αｉ≠０，则矩阵（Ｖ（ａ１，…，ａｍ）
（α１，…，αｍ））－１Ｖ（ｂ１，…，

ｂｍ）
（α１，…，αｍ）为对合ＭＤＳ矩阵。证毕。

%

　结束语

本文对 Ｌａｃａｎ等人给出的由 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造 ＭＤＳ
码的方法进行了研究，指出了其中存在的问题，给出了由两个

Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造ＭＤＳ矩阵的充要条件。进而对标量乘
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵的结构特点进行了研究，给出了由标量乘
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造ＭＤＳ矩阵的充要条件。最后在Ｓａｊａｄｉｅｈ
等人给出的由两个Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合ＭＤＳ矩阵方法
的基础之上，给出了标量乘 Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造对合 ＭＤＳ
矩阵的方法。对由标量乘Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ矩阵构造的 ＭＤＳ矩阵
及对合ＭＤＳ矩阵来讲，可以通过调控标量中分量的大小来调
整构造出来的ＭＤＳ矩阵及对合 ＭＤＳ矩阵元素大小和元素重
量大小来满足其软、硬件实现性能，因此本文给出的构造 ＭＤＳ
矩阵及对合ＭＤＳ矩阵的方法具有实用价值。
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