
书书书

收稿日期：２０１３０４１７；修回日期：２０１３０５２２　　基金项目：国家自然科学基金资助项目（６１１７０２４９，６１１０３２１１）；重庆市青年骨干教师计
划资助项目（２０１１）

作者简介：吴海霞（１９７９），女，山东临清人，副教授，博士（后），主要研究方向为神经网络、基因调控网络动力学（ａｍｍｅｗｕ＠１６３．ｃｏｍ）；
冯伟（１９７８），男，副教授，博士，主要研究方向为非线性系统分析、网络控制与优化；冉维（１９８０），女，硕士，主要研究方向为图像处理、计算机仿真．

时滞基因调控网络的全局渐进稳定性分析

吴海霞１，２，冯　伟１，２，冉　维２

（１．重庆大学 自动化学院，重庆 ４０００４４；２．重庆第二师范学院 数学与信息工程系，重庆 ４０００６５）

摘　要：针对一类时滞基因调控网络的全局渐进稳定性进行了研究，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函、线性矩阵不等式
（ＬＭＩｓ）和自由权值矩阵（ｆｒｅｅｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓ）技术，得到了一些新的时滞相关的基因调控网络稳定性充分条
件。通过在Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函中使用辅助矩阵Ｅ，并对调控函数条件一般化，取得的结果具有较少的保守型和更广
的适用性。该结果为人工设计基因芯片提供一定的参考作用。仿真示例进一步验证了结论的有效性。

关键词：全局渐进稳定性；基因调控网络；时滞；线性矩阵不等式

中图分类号：ＴＰ１８３　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００１３６９５（２０１４）０１００５９０４
ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１３６９５．２０１４．０１．０１３

Ｆｕｒｔｈｅｒａｎａｌｙｓｉｓｏｎｇｌｏｂａｌａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｇｅｎｅｔｉｃ
ｒｅｇｕｌａｔｏｒｙｎｅｔｗｏｒｋｓｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙｓ

ＷＵＨａｉｘｉａ１，２，ＦＥＮＧＷｅｉ１，２，ＲＡＮＷｅｉ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ４０００４４，Ｃｈｉｎａ；２．Ｄｅｐｔ．ｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ＆ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，
ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ４０００６５，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｇｌｏｂａｌａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｇｅｎｅｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｏｒｙｎｅｔｗｏｒｋｓｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙｓｉｓｃｏｎｃｅｒｎｅｄ．ＢｙｕｓｉｎｇＬｙａ
ｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｔｈｅｏｒｅｍ，ｅｍｐｌｏｙｉｎｇｓｏｍｅｆｒｅｅｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｅｓｅｎｔｅｄｓｏｍｅｎｅｗｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅ
ｒｉａｉｎｔｅｒｍｓｏｆｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（ＬＭＩｓ）ｔｏｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｄｅｌａｙｅｄｇｅｎｅｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｏｒｙｎｅｔｗｏｒｋｓｔｏｂｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ．
ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅａｕｘｉｌｉａｒｙｍａｔｒｉｘＥａｎｄｄｅｆｉｎｉｎｇａｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌｒｅｇｕｌａｔｏｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉｔｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｌｅｓｓｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉｏｎ
ｗｈｉｃｈｈａｄｍｏｒｅｗｉｄｅｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｒａｎｇｅ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｃａｎｐｒｏｖｉｄｅｓｏｍｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｆｏｒｔｈｅｄｅｓｉｇｎｏｆｇｅｎｅｃｈｉｐ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｕｓｅｆｕｌｎｅｓｓｏｆｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｌｅｓｓｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｇｌｏｂａｌａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙ；ｇｅｎｅｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｏｒｙｎｅｔｗｏｒｋｓ；ｔｉｍｅｄｅｌａｙｓ；ＬＭＩｓ

!

　引言

生命的秘密储存在基因（ｇｅｎｅ）当中。基因是包含了生命
活动所必需的各类遗传信息的 ＤＮＡ序列，它是控制生命体性
状的基本遗传单位。为了生成各类完成具体生命活动的蛋白

质，基因中所包含的遗传信息首先从脱氧核糖核酸（ｄｅｏｘｙｒｉｂｏ
ｎｕｃｌｅｉｃａｃｉｄ，ＤＮＡ）单链转录（ｔｒａｎｓｃｒｉｂｅ）成为信使 ＲＮＡ（ｍｅｓ
ｓｅｎｇｅｒＲＮＡ），这一过程是由 ＲＮＡ聚合酶参与完成的。接下
来，信使ＲＮＡ被翻译（ｔｒａｎｓｌａｔｅ）成具体的蛋白质，在翻译过程
中，ｍＲＮＡ中的核苷酸序列用于蛋白质的合成。这一系列的过
程称为基因表达（ｇｅｎｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ）。简而言之，基因表达是细
胞在生命过程中把生物基因组中蕴藏在基因中的遗传信息经

过转录及翻译等一系列过程，合成特定的蛋白质，进而发挥其

特定的生物学功能的全过程。

当一个基因通过转录、翻译形成蛋白质后，它将改变细胞

的生化状态，从而直接或间接地影响其他基因的表达，甚至影

响自身的表达。多个基因的表达不断变化，使得细胞的生化状

态不断变化。总的来说，一个基因的表达受其他基因的影响，

而这个基因又会影响其他基因的表达，这种相互影响、相互制

约的关系构成了复杂的基因表达调控网络。

"

　相关研究工作

基因调控网络本质上是一个连续而复杂的动态系统。实

验表明，基因调控系统的转录、翻译、蛋白质的形成过程都存在

时滞［１］。例如，一个基因ｉ对另一个基因 ｊ有抑制作用。但基
因ｉ要与基因ｊ的上游调控序列结合，可能必须先与其诱导因
子相结合。因此，从抑制子 ｉ的表达到所观察到的其对基因 ｊ
的抑制现象之间会存在一个明显的时间延迟。此外，在通过基

因表达谱对基因调控网络重构的过程中，由于芯片实验本身的

原因，也将导致延迟调控现象的出现。目前，基因调控网络的

稳定性研究引起了国内外很多学者的注意，展开了广泛而深入

的研究并得到了许多研究结果［２～１１］。认识并解析复杂基因调

控过程及其随机动力学机制，已成为后基因组时代生命科学的

前沿课题之一。

文献［２］提出了一个非线性微分方程模型来描述时滞基
因调控网络，通过应用局部稳定性分析和特征方程分析方法，

研究了基因调控网络的局部稳定性。文献［３］提出了离散的
ＳＵＭ基因调控网络模型，并得到了一些离散基因调控网络的
全局指数稳定性准则。文献［５］研究了带分布时滞的基因调
控网络的全局渐近稳定性和鲁棒稳定性问题。文献［６］提出
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了基于ＳＵＭ逻辑的基因调控网络模型，分别研究了带变时滞
的基因调控网络和时滞随机基因调控网络的稳定性，并得到了

一些有效的稳定性准则。文献［７］研究了具有区间变时滞和
范数有界不确定性的基因调控网络的稳定性。其稳定性结果

去掉了对时滞导数必须小于１的限制，该结果可适用于快时变
函数。文献［８］研究了具有多面体不确定性的变时滞基因调
控网络的鲁棒渐近稳定性问题，其所提出的稳定性准则都依赖

于时滞的上界和下界。值得指出的是，大多数的文献研究的模

型中，激活函数的类型定义为单调递增的形式，且取得的稳定

性结果还有很大的改进空间。例如，文献［７］在估计 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
泛函上界时，作者忽略了一些有用的积分交叉项，这都会带来

保守性。

针对以上问题，本文研究了带时滞的基因调控网络的全局

渐进稳定性，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函稳定性理论、加入自由权值矩
阵（ｆｒｅｅｗｅｉｇｈｔｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓ），并在提出Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函中引入了辅
助矩阵方法，得到了一些全局渐进稳定性准则。需指出的是，本

文定义的非线性函数ｇｉ（·）所提出的稳定其形式更一般，适用
范围更广。最后通过两个数值例子验证了所得结果的有效性。

#

　系统模型及引理

在文献［２］中，基因调控网络的模型如下：
ｍｉ（ｔ）＝－ａｉｍｉ（ｔ）＋ｂｉ（ｐ１（ｔ－σ），ｐ２（ｔ－σ），…，ｐｎ（ｔ－σ））
ｐｉ（ｔ）＝－ｃｉｐｉ（ｔ）＋ｄｉｍｉ（ｔ－τ）　ｉ＝１，２，…，{ ｎ

（１）

其中：ｍｉ（ｔ），ｐｉ（ｔ）∈Ｒ是第 ｉ个节点的 ｍＲＮＡ和蛋白质的浓
度；ａｉ和ｃｉ分别表示ｍＲＮＡ和蛋白质的衰减速率；ｄｉ是翻译速
率；ｂｉ（·）是第ｉ个节点的调控函数。文献［６］关注了一类所有
的转录因子累加共同作用、调控第ｉ个基因的基因调控网络模
型。调控函数形式为 ｂｉ（ｐ１（ｔ），ｐ２（ｔ），…，ｐｎ（ｔ））＝∑

ｎ
ｊ＝１ｂｉｊ（ｐｊ

（ｔ）），也被称为ＳＵＭ逻辑。ＳＵＭ逻辑确实在许多现实的基因
调控网络中存在。调控函数ｂｉｊ（ｐｊ（ｔ））是一个Ｈｉｌｌ形式的单调

函数［１０］：

ｂｉｊ（ｐｊ（ｔ））＝
αｉｊ
（ｐｊ（ｔ）／βｊ）Ｈｊ
１＋（ｐｊ（ｔ）／βｊ）Ｈｊ

如果转录因子ｊ是基因ｉ的激活子

αｉｊ
１

１＋（ｐｊ（ｔ）／βｊ）Ｈｊ
如果转录因子ｊ是基因ｉ











 的抑制子

其中：Ｈ是Ｈｉｌｌ系数；βｊ为一个正常量；αｉｊ是转录因子 ｊ对基因
ｉ的转录速率，它是一个有界的常量。

Ｌｉ等人［６］首次提出了基于 ＳＵＭ逻辑的基因调控网络
模型：

ｍｉ（ｔ）＝－ａｉｍｉ（ｔ）＋∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊｇｊ（ｐｊ（ｔ－σ）＋ｕｉ

ｐｉ（ｔ）＝－ｃｉｐｉ（ｔ）＋ｄｉｍｉ（ｔ－τ）　ｉ＝１，２，…，
{ ｎ

（２）

其中：ｇｊ（ｘ）＝（ｘ／βｊ）
Ｈｊ／（１＋（ｘ／βｊ）

Ｈｊ）；ｕｉ＝∑ｊ∈Ｖｉ１
αｉｊ，且 Ｖｉ１为

所有基因ｉ的抑制子的转录因子ｊ的集合。基因调控网络的连
接矩阵Ｗ＝（ｗｉｊ）∈Ｒ

ｎ×ｎ定义如下：如果转录因子ｊ是基因ｉ的
激活子，那么ｗｉｊ＝αｉｊ；如果节点ｊ与ｉ之间没有连接，那么ｗｉｊ＝
０；如果转录因子 ｊ是基因 ｉ的抑制子，那么 ｗｉｊ＝－αｉｊ。换言
之，该矩阵定义了基因调控网络的拓扑结构、连接方向和转录

速率，τ≥０，σ≥０为常时滞。
式（２）改写为如下紧凑矩阵的形式：

ｍ（ｔ）＝－Ａｍ（ｔ）＋Ｗｇ（ｐ（ｔ－σ））＋ｕ
ｐ（ｔ）＝－Ｃｐ（ｔ）＋Ｄｍ（ｔ－τ{ ）

（３）

其中：

ｍ（ｔ）＝［ｍ１（ｔ），ｍ２（ｔ），…，ｍｎ（ｔ）］Ｔ，ｐ（ｔ）＝［ｐ１（ｔ），ｐ２（ｔ），…，ｐｎ（ｔ）］Ｔ

Ａ＝ｄｉａｇ｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，Ｃ＝ｄｉａｇ｛ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ｝，Ｄ＝ｄｉａｇ｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ｝

ｍ（ｔ－τ）＝［ｍ１（ｔ－τ），ｍ２（ｔ－τ），…，ｍｎ（ｔ－τ）］Ｔ

ｇ（ｐ（ｔ－σ））＝［ｇ１（ｐ１（ｔ－σ）），ｇ２（ｐ２（ｔ－σ）），…，ｇｎ（ｐｎ（ｔ－σ））］Ｔ

假设条件Ａ对任意的常量 ρ－ｊ、ρ
＋
ｊ，非线性函数 ｇｉ（·），所

有的α，β∈Ｒ且α≠β满足

ρ－ｊ≤
ｇｉ（α）－ｇｉ（β）

α－β ≤ρ＋ｊ （４）

定义

!

－
＝ｄｉａｇ｛ρ＋１，…，ρ＋ｎ｝，!－ ＝ｄｉａｇ｛ρ

－
１，…，ρ－ｎ｝

且

!

＝ｄｉａｇ｛ｍａｘ｛｜ρ＋１ ｜，｜ρ－１ ｜｝，…，ｍａｘ｛｜ρ＋ｎ｜，｜ρ－ｎ｜｝｝＝ｄｉａｇ｛ρ１，…，ρｎ｝

!１＝ｄｉａｇ｛ρ＋１ρ－１，…，ρ＋ｎρ－ｎ｝，!２＝ｄｉａｇ
ρ＋１ ＋ρ－１
２ ，…，

ρ＋ｎ ＋ρ－ｎ{ }２

假设（ｍ，ｐ）是式（３）的平衡点。通常，利用变换ｘ（ｔ）＝
ｍ（ｔ）－ｍ，ｙ（ｔ）＝ｐ（ｔ）－ｐ将这个平衡点转移到原点，这时
式（３）可改写为

ｘ（ｔ）＝－Ａｘ（ｔ）＋Ｗｆ（ｙ（ｔ－σ））
ｙ（ｔ）＝－Ｃｙ（ｔ）＋Ｄｘ（ｔ－τ{ ）

（５）

并有

ｘ（ｔ）＝［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘｎ（ｔ）］Ｔ，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｎ（ｔ）］Ｔ

ｆ（ｙ（ｔ））＝［ｆ１（ｙ１（ｔ）），ｆ２（ｙ２（ｔ）），…，ｆｎ（ｙｎ（ｔ））］Ｔ

且　 ｆ（ｙ（ｔ））＝ｇ（ｙ（ｔ）＋ｐ）－ｇ（ｐ）

可以得到

ρ－ｊ≤
ｆｉ（α）
α ≤ρ＋ｊ　α∈Ｒ；α≠０；ｊ＝１，２，…，ｎ （６）

在给出主要结论之前，需要如下的引理：

引理１　Ｓｃｈｕｒｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ。给定常量对称矩阵
!１"! ２#

!３$%& !１＝!
Ｔ
１'０＜! ２＝!

Ｔ
２$()* ! １＋!

Ｔ
３!

－１
２ ! ３＜０

成立，当且仅当

!１ !

Ｔ
３

!３ －
!







２
＜０

$

ｏｒ
－
!２ !３

!

Ｔ
３ !







１
＜０

$

　全局渐进稳定性

定理１　对于给定的常量０≤τ，０≤σ，式（５）是全局渐进
稳定的，如果存在矩阵Ｐ１＞０，Ｐ２＞０，Ｑ１≥０，Ｒ１≥０，Ｚｊ＝Ｚ

Ｔ
ｊ＞０

（ｊ＝１，２），Ｋ＝ｄｉａｇ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ｝≥０，Ｔ≥０，Ｕ≥０，Ｖ≥０，+ ＝
%

ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…，λｎ｝≥ ０，Ｌ＝ｄｉａｇ｛ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ｝≥ ０，
Ｘ１１ Ｘ１２
ＸＴ１２ Ｘ









２２
≥０，

Ｙ１１ Ｙ１２
ＹＴ１２ Ｙ









２２
≥０，Ｎ＝

Ｎ１
Ｎ








２

，Ｍ＝
Ｍ１
Ｍ








２

和矩阵

Ｅ，满足下列ＬＭＩｓ成立：

γ１１ ０ γ１３ ０ ０ Ｐ１Ｗ －τＡＴＺ１ ０
 γ２２ Ｐ２Ｄ γ２４ γ２５ ０ ０ γ２８
  γ３３ ０ ０ ０ ０ σＤＴＺ２
   γ４４ ０ γ４６ ０ ０

    γ５５ ０ τＷＴＺ１ γ５８
     γ６６ ０ ０
      －τＺ１ ０
       －σＺ































２

＜０（７）

Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ







２
＞０，Ψ１＝

Ｘ Ｎ

 Ｚ






１
≥０，Ψ２＝

Ｙ Ｍ

 Ｚ






２
≥０ （８）
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且　 γ１１＝－２Ｐ１Ａ＋Ｑ１＋２Ｎ１＋τＸ１１
γ１３＝－Ｎ１＋ＮＴ２＋τＸ１２

γ２２＝－２Ｐ２Ｃ＋Ｒ１＋２Ｍ１＋σＹ１１＋! ＴＴ
!

－Ｕ
!１

γ２４＝－Ｍ１＋ＭＴ２＋σＹ１２，γ３３＝－Ｑ１－２Ｎ２＋τＸ２２
γ２５＝ＥＴ＋Ｕ! ２，γ２８＝－! +

＋
!

Ｌ＋
!

Ｋ－σＣＴＺ２
γ４４＝－Ｒ１－２Ｍ２＋σＹ２２－Ｖ!１
γ４６＝－ＥＴ＋Ｖ!２，γ５５＝Ｒ２－Ｔ－Ｕ

γ５８＝+ －Ｌ＋Ｋ
γ６６＝－Ｒ２－Ｖ

证明　构造如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函：
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （９）

Ｖ１（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）Ｐ１ｘ（ｔ）＋ｙＴ（ｔ）Ｐ２ｙ（ｔ）＋２∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ∫ｙｉ

０
［ｆｉ（ｓ）－ρ－ｉｓ］ｄｓ＋

２∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｉ∫ｙｉ０［ρ＋ｉｓ－ｆｉ（ｓ）］ｄｓ＋２∑

ｎ

ｉ＝１
ｋｉ∫ｙｉ

０
［ｆｉ（ｓ）＋ρｉｓ］ｄｓ

Ｖ２（ｔ）＝∫ｔｔ－τｘＴ（ｓ）Ｑ１ｘ（ｓ）ｄｓ＋∫
ｔ

ｔ－σ

ｙ（ｓ）
ｆ（ｙ（ｓ







））

Ｔ Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ







２

ｙ（ｓ）
ｆ（ｙ（ｓ







））
ｄｓ

Ｖ３（ｔ）＝∫０－τ∫
ｔ

ｔ＋θ
ｘＴ（ｓ）Ｚ１ｘ（ｓ）ｄｓｄθ＋∫０－σ∫

ｔ

ｔ＋θ
ｙＴ（ｓ）Ｚ２ｙ（ｓ）ｄｓｄθ

沿着式（５）的解，分别计算和估计Ｖ１、Ｖ２和Ｖ３的导数。

Ｖ·１（ｔ）＝２ｘＴ（ｔ）Ｐ１［－Ａｘ（ｔ）＋Ｗｆ（ｙ（ｔ－σ））］＋２ｙＴ（ｔ）Ｐ２［－Ｃｙ（ｔ）＋

Ｄｘ（ｔ－τ）］＋２ｆＴ（ｙ（ｔ））+ ｙ（ｔ）－２ｙＴ（ｔ）! +

ｙ（ｔ）－２ｆＴ（ｙ（ｔ））Ｌｙ（ｔ）－

２ｙＴ（ｔ）
!

Ｌｙ·（ｔ）＋２ｆＴ（ｙ（ｔ））Ｋｙ（ｔ）－２ｙＴ（ｔ）ΣＫｙ（ｔ）＝２ｘＴ（ｔ）×
Ｐ１［－Ａｘ（ｔ）＋Ｗｆ（ｙ（ｔ－σ））］＋２ｙＴ（ｔ）Ｐ２［－Ｃｙ（ｔ）＋Ｄｘ（ｔ－τ）］＋

２ｆＴ（ｙ（ｔ））［
+

－Ｌ＋Ｋ］ｙ（ｔ）＋２ｙＴ（ｔ）［－
! +

＋
!

Ｌ＋
!

Ｋ］ｙ（ｔ）（１０）

Ｖ·２（ｔ）≤ｘＴ（ｔ）Ｑ１ｘ（ｔ）－ｘＴ（ｔ－τ）Ｑ１ｘ（ｔ－τ）＋
ｙ（ｔ）
ｆ（ｙ（ｔ







））

Ｔ

×

　
Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ






２

ｙ（ｔ）
ｆ（ｙ（ｔ







））
－
ｙ（ｔ－σ）
ｆ（ｙ（ｔ－σ







））

Ｔ Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ






２

ｙ（ｔ－σ）
ｆ（ｙ（ｔ－σ







））
（１１）

Ｖ·３（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）τＺ１ｘ（ｔ）－∫ｔｔ－τｘＴ（ｓ）Ｚ１ｘ（ｓ）ｄｓ＋
ｙＴ（ｔ）σＺ２ｙ（ｔ）－∫ｔｔ－σ２ｙＴ（ｓ）Ｚ２ｙ（ｓ）ｄｓ （１２）

此外，根据式（６）可以得到
０≤［ｙＴ（ｔ）! ＴＴ

!

ｙ（ｔ）－ｆＴ（ｙ（ｔ））Ｔｆ（ｙ（ｔ））］＋
［－ｙＴ（ｔ）Ｕ

! １ｙ（ｔ）＋２ｙＴ（ｔ）Ｕ!２ｆ（ｙ（ｔ））－ｆＴ（ｙ（ｔ））Ｕｆ（ｙ（ｔ））］＋

［－ｙＴ（ｔ－σ）Ｖ!１ｙ（ｔ－σ）＋２ｙＴ（ｔ－σｔ）Ｖ!２ｆ（ｙ（ｔ－σ））－

ｆＴ（ｙ（ｔ－σ））Ｖｆ（ｙ（ｔ－σ））］ （１３）

由ＬｅｉｂｎｉｚＮｅｗｔｏｎ公式，对任意合适维数矩阵Ｎ１、Ｎ２、Ｍ１、
Ｍ２，下列等式成立：

　０＝２［ｘＴ（ｔ）Ｎ１＋ｘＴ（ｔ－τ）Ｎ２］［ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－τ）－∫ｔｔ－τｘ（ｓ）ｄｓ］（１４）
　０＝２［ｙＴ（ｔ）Ｍ１＋ｙＴ（ｔ－σ）Ｍ２］［ｙ（ｔ）－ｙ（ｔ－σ）－∫ｔｔ－σｙ（ｓ）ｄｓ］（１５）

此外，对于任意合适维数矩阵，Ｘ＝ＸＴ≥０，Ｙ＝ＹＴ≥０，下列
等式成立：

０＝∫ｔｔ－τηＴ１（ｔ）Ｘη１（ｔ）ｄｓ－∫
ｔ

ｔ－τ
ηＴ１（ｔ）Ｘη１（ｔ）ｄｓ＝

τηＴ１（ｔ）Ｘη１（ｔ）－∫ｔｔ－τηＴ１（ｔ）Ｘη１（ｔ）ｄｓ （１６）

０＝∫ｔｔ－σηＴ２（ｔ）Ｙη２（ｔ）ｄｓ－∫
ｔ

ｔ－σ
ηＴ２（ｔ）Ｙη２（ｔ）ｄｓ＝

σηＴ２（ｔ）Ｙη２（ｔ）－∫ｔｔ－σηＴ２（ｔ）Ｙη２（ｔ）ｄｓ （１７）

且　η１（ｔ）＝［ｘＴ（ｔ）　ｘＴ（ｔ－τ）］Ｔ，η２（ｔ）＝［ｙＴ（ｔ）　ｙＴ（ｔ－σ）］Ｔ

合并式（１０）～（１７），以下不等式成立：

Ｖ·（ｔ）≤ξＴ（ｔ）［, １＋,

Ｔ
２τＺ１γ２＋,

Ｔ
３σＺ２γ３］ξ（ｔ）－

∫ｔｔ－τζＴ１（ｔ，ｓ）Ψ１ζ１（ｔ，ｓ）ｄｓ－∫
ｔ

ｔ－σ
ζＴ２（ｔ，ｓ）Ψ２ζ２（ｔ，ｓ）ｄｓ

且　
, １＝

γ１１ ０ γ１３ ０ ０ Ｐ１Ｗ
 γ２２ Ｐ２Ｄ γ２４ γ２５ ０
  γ３３ ０ ０ ０
   γ４４ ０ γ４６
    γ５５ ０
     γ



















６６

,

Ｔ
２＝［－ＡＴ ００００ＷＴ ００］Ｔ，, Ｔ３＝［０ －ＣＴ ＤＴ ０００００］Ｔ

ξ（ｔ）＝［ｘＴ（ｔ）　ｙＴ（ｔ）　ｘＴ（ｔ－τ）　ｙＴ（ｔ－σ）　ｆＴ（ｙ（ｔ））　ｆＴ（ｙ（ｔ－σ））］Ｔ

ζ１（ｔ，ｓ）＝［ｘＴ（ｔ）ｘＴ（ｔ－τ）ｘＴ（ｔ）］Ｔ，ζ２（ｔ，ｓ）＝［ｙＴ（ｔ）ｙＴ（ｔ－σ）ｙＴ（ｔ）］Ｔ

其中：γ１中的参数同式（７）。
因此，当Ψ１≥０，Ψ２≥０时，该式中的后两项都小于０，根据

引理１，有 Ｖ·（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））≤ξＴ（ｔ）［
, １＋, Ｔ

２τＺ１, ２＋, Ｔ
３σＺ２γ３］×

ξ（ｔ）＜０。

由ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ稳定性理论，具有常时滞的式（５）是全局渐

近稳定的。

注１　文献［１２］的辅助矩阵的方法，在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函中，引入了

一个 新 的 项 ∫ｔｔ－σ
ｙ（ｓ）
ｆ（ｙ（ｓ







））

Ｔ Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ







２

ｙ（ｓ）
ｆ（ｙ（ｓ







））
ｄｓ来 代 替∫ｔｔ－σ

［ｙＴ（ｓ）Ｒ１ｙ（ｓ）＋ｆＴ（ｙ（ｓ））Ｒ２ｆ（ｙ（ｓ））］ｄｓ。该项不仅包含了状态项

∫ｔｔ－σ［ｙＴ（ｓ）Ｒ１ｙ（ｓ）＋ｆＴ（ｙ（ｓ））Ｒ２ｆ（ｙ（ｓ））］ｄｓ，而且还包含了一个积分叉
积项∫ｔｔ－σｙＴ（ｓ）Ｅｆ（ｙ（ｓ））ｄｓ。显然，矩阵Ｅ提供了额外的自由度并将带
来具有较少保守性的结果。

注２　文献［２～１１，１３］把常量ρ－ｉ 设定为零，这表明激活函数是单

调递增的。然而，本文ρ－ｉ、ρ＋ｉ 可以为正、负或零，其取值范围比文献［２

～１１，１３］更一般化，激活函数也可以是非单调递增的，其形式与这些文

献相比更一般化。

当ρ－ｊ ＝０时，式（６）演变为

０≤
ｆｉ（α）
α ≤ρｊ　α∈Ｒ；α≠０；ｊ＝１，２，…，ｎ

因此可以得到，对于Ｔｊ＝ｄｉａｇ｛ｔ１ｊ，ｔ２ｊ，…，ｔｎｊ｝≥０（ｊ＝１，２），
式（１８）成立：

０≤－２∑
ｎ

ｉ＝１
ｔｉ１ｆｉ（ｙｉ（ｔ））［ｆｉ（ｙｉ（ｔ））－ρｉｙｉ（ｔ）］－

２∑
ｎ

ｉ＝１
ｔｉ２ｆｉ（ｙｉ（ｔ－δ（ｔ）））［ｆｉ（ｙｉ（ｔ－δ（ｔ）））－ρｉｙｉ（ｔ－δ（ｔ））］＝

－２ｆＴ（ｙ（ｔ））Ｔ１ｆ（ｙ（ｔ））－２ｆＴ（ｙ（ｔ－δ（ｔ）））Ｔ２ｆ（ｙ（ｔ－δ（ｔ）））＋

２ｙＴ（ｔ）
!

Ｔ１ｆ（ｙ（ｔ））＋２ｙＴ（ｔ－δ（ｔ））!Ｔ２ｆ（ｙ（ｔ－δ（ｔ））） （１８）

令

Ｖ１（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）Ｐ１ｘ（ｔ）＋ｙＴ（ｔ）Ｐ２ｙ（ｔ）＋２∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ∫ｙｉ

０
ｆｉ（ｓ）ｄｓ

由此可以得到推论１。
推论１　对于给定的常量０≤τ，０≤σ，式（５）是全局渐进

稳定的，如果存在矩阵Ｐ１＞０，Ｐ２＞０，Ｑ１≥０，Ｒ１≥０，Ｚｊ＝Ｚ
Ｔ
ｊ＞０

（ｊ＝１，２），Ｔ１≥０，Ｔ２≥０，+ ＝ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…，λｎ｝≥０，
Ｘ１１ Ｘ１２
ＸＴ１２ Ｘ









２２
≥０，

Ｙ１１ Ｙ１２
ＹＴ１２ Ｙ









２２
≥０，Ｎ＝

Ｎ１
Ｎ









２
，Ｍ＝

Ｍ１
Ｍ









２
和矩阵

Ｅ，满足下列ＬＭＩｓ成立：

　

γ１１ ０ γ１３ ０ ０ Ｐ１Ｗ －τＡＴＺ１ ０
 γ２２ Ｐ２Ｄ γ２４ γ２５ ０ ０ －σＣＴＺ２
  γ３３ ０ ＤＴ

+

Ｔ ０ ０ σＤＴＺ２
   γ４４ ０ γ４６ ０ ０
    γ５５ ０ τＷＴＺ１ ０
     γ６６ ０ ０
      －τＺ１ ０
       －σＺ





























２

＜０ （１９）
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Ｒ１ Ｅ

ＥＴ Ｒ







２
＞０，Ψ１＝

Ｘ Ｎ

 Ｚ






１
≥０，Ψ２＝

Ｙ Ｍ

 Ｚ






２
≥０ （２０）

且　 γ２２＝－２Ｐ２Ｃ＋Ｒ１＋２Ｍ１＋σＹ１１
γ２５＝ＥＴ＋!Ｔ１－ＣＴ+ Ｔ

γ４４＝－Ｒ１－２Ｍ２＋σＹ２２
γ４６＝－ＥＴ＋!Ｔ２

γ５５＝Ｒ２－２Ｔ１，γ６６＝－Ｒ２－２Ｔ２

其余参数同定理１。

&

　仿真示例

例１　考虑一个现有的生物系统 Ｒｅｐｒｅｓｓｉｌａｔｏｒ的动力学行
为，该系统已在大肠杆菌中得到了充分的理论分析和实验研

究［１３］。该Ｒｅｐｒｅｓｓｉｌａｔｏｒ是一个负反馈循环回路，包括三个抑制
基因（ｌａｃｌ、ｔｅｔＲ和ｃｌ）和它们的启动子。系统的动力学行为决
定于六个耦合的一阶微分方程组。考虑到时间延迟，形式为

ｍｉ（ｔ）＝－ｍｉ＋
αｒｅｐ

１＋ｐｎｊ（ｔ－σ）

ｐｉ＝－βｒｅｐ（ｐｉ－ｍｉ（ｔ－τ










））

（２１）

ｉ＝ｌａｃｌ，ｔｅｔＲ，ｃｌ；ｊ＝ｃｌ，ｌａｃｌ，ｔｅｔＲ

其中：ｍｉ和ｐｉ分别表示三个 ｍＲＮＡ和抑制子蛋白质的浓度；
β＞０指蛋白质的衰减率与 ｍＲＮＡ的衰变率之比；ｎ是 Ｈｉｌｌ系
数。由式（２１）可得

ｍｉ（ｔ）＝－ｍｉ－αｒｅｐ
ｐｎｊ（ｔ－σ）
１＋ｐｎｊ（ｔ－σ）

＋αｒｅｐ

珋ｐｉ＝－βｒｅｐ（ｐｉ－ｍｉ（ｔ－τ










））

（２２）

根据式（３），由式（２２）有
Ａ＝ｄｉａｇ｛１，１，１｝，Ｃ＝ｄｉａｇ｛β，β，β｝，Ｄ＝ｄｉａｇ｛β，β，β｝

Ｗ＝
０ ０ －α
－α ０ ０
０ －α











０
，ｕ＝［α α α］Ｔ

选择一组在生物学上合理的取值［６］，ｎ＝２，α＝１．５，β＝１。
令τ（ｔ）＝８．１８３，σ（ｔ）＝７．６６２，可以验证文献［９］的定理不能
验证该系统是否稳定。同时，可以验证文献［７］中的定理１，不
能得到可行解。令文献［８］中 ΔＡ＝ΔＷ＝ΔＣ＝ΔＤ＝０，验证
定理１，发现其不能判定系统是否稳定。然而，根据本文推论
１，求解线性矩阵不等式（１９）（２０），可以得到一个可行解，因
此，该Ｒｅｐｒｅｓｓｉｌａｔｏｒ是全局渐近稳定的。篇幅所限，仅列出可
行解的一部分。

Ｐ１＝
０．９３３０ ０．０００１ ０．０００１
０．０００１ ０．９３３０ ０．０００１
０．０００１ ０．０００１ ０．











９３３０
，Ｅ＝

０．５５４４ ０ ０
０ ０．５５４４ ０











０ ０ ０．５５４４

例２［１１］　考虑下面常时滞的基因调控网络：
ｍ（ｔ）＝－Ａｍ（ｔ）＋Ｗｇ（ｐ（ｔ－σ））＋ｕ
ｐ（ｔ）＝－Ｃｐ（ｔ）＋Ｄｍ（ｔ－τ{ ）

（２３）

其中：

Ａ＝ｄｉａｇ｛３，３，３｝，Ｃ＝ｄｉａｇ｛２．５，２．５，２．５｝，Ｄ＝ｄｉａｇ｛０．８，０．８，０．８｝，

Ｗ＝
０ ０ －２．５
－２．５ ０ ０











０ －２．５ ０

设

!

＝
０．６ ０ ０
０ ０．６ ０











０ ０ ０．６
$!

＝
０．２ ０ ０
０ ０．２ ０











０ ０ ０．２
$-

＝１．１
$.

＝０．９

可得　　
!１＝

０．１２ ０ ０
０ ０．１２ ０
０ ０ ０．











１２
，
!２＝

０．４ ０ ０
０ ０．４ ０
０ ０ ０．











４

由于ρ－ｊ≠０，! ≠０，因此，文献［２～１１］中的结果不能直接
%

判断该基因调控网络的动力学行为。利用本文定理１，可以得
出式（２３）是全局渐进稳定的，其一部分可行解如下：

Ｐ１＝
１．１２４８ ０．００１９ ０．００１９
０．００１９ １．１２４８ ０．００１９
０．００１９ ０．００１９ １．











１２４８
，Ｐ２＝

１．２９２０ －０．００４６ －０．００４６
－０．００４６ １．２９２０ －０．００４６
－０．００４６ －０．００４６ １．











２９２０

'

　结束语

针对一类时滞基因调控网络模型的全局渐进稳定性问题，

在设计李雅普罗夫泛函时使用了辅助矩阵技术，且在求解过程

中引用了自由权值矩阵，同时因为调节函数具有更一般的形

式，使得本文得到的稳定性准则具有更少的保守型且更广的适

用范围，仿真示例进一步验证了结论的有效性。正如文献［６］
所提到的，所得到的理论结果不仅可以用来分析和了解生物体

的基因调控机制，也适用于在合成生物学框架内设计及合成基

因电路模型作为参考。
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