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交通网络中线圈布局优化的支撑树算法

何胜学

（上海理工大学 管理学院，上海 ２０００９３）

摘　要：从图的拓扑特征角度出发，提出了一种解决交通网络线圈布局优化问题的支撑树算法。新方法首先通
过网络超级变换使得流量守恒条件在变换后网络的所有节点上均成立，再通过分析一般支撑树的拓扑特征，从

而得到一种解决全网观测最小线圈集位置确定问题的图论方法。新方法具有如下特点：ａ）避免了复杂的数学分
析与运算；ｂ）揭示了安装线圈路段的网络拓扑结构；ｃ）利用支撑树多样性的优势，可提供多种优化布局方案。最
后通过算例验证了该方法的合理性与实用性。
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　　感应线圈检测器出现于２０世纪６０年代，是高速公路和城
市交通道路监控系统中不可缺少的组成部分。它主要是通过

数据采集向监控系统提供道路交通流信息（包括交通流量、车

速、行程时间、车道占有率以及车流密度等参数），从而为监控

中心分析、判断、发布交通信息和调整交通控制方案提供数据

支持。因此，感应线圈在智能交通领域发挥着极其重要的作

用。但受到投资额和其他条件限制，在实际规模交通网络的所

有路段上都安装线圈一般不太现实，因此研究线圈的优化布局

就显得十分必要。

研究者对于利用线圈数据估计 ＯＤ矩阵的线圈布局优化
问题已进行了大量的深入研究。例如Ｂｉａｎｃｏ等人［１］提出在节

点处设置分流比率来确定路段流量信息，进而估计 ＯＤ矩阵；
Ｇａｎ等人［２］利用路段使用率矩阵来估计ＯＤ矩阵问题；Ｙａｎｇ等
人［３］提出利用屏栅线来优化线圈布局和确定设置在分散 ＯＤ
对间的检测站数量的最小值；Ｃａｓｔｉｌｌｏ等人［４，５］研究了路网流量

的可检测性问题（这一问题是 ＯＤ需求预测的子问题，要解决
这一问题，需要关联路段和 ＯＤ流量矩阵［６，７］或者基础 ＯＤ需
求矩阵［８］以及一些交通分配方法下的路径选择性［９］）；Ｇｅｎｔｉｌｉ
等人［１０，１１］建议使用带有计数功能的识别板来提供更多的路段

流量信息，但是由于基础交通数据的匮乏以及新技术的不成熟

限制了这些研究在实际中的应用。同时，线圈数据也广泛应用

于旅行时间可靠性分析中［１２～１５］。最近，Ｈｕ等人［１６］研究了在

路网中布设最少数量线圈的优化布局问题，即网络线圈优化布

局问题（ｎｅｔｗｏｒｋｓｅｎｓｏｒｌｏｃａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ，ＮＳＬＰ）。其研究中利
用的是路段—路径关联矩阵。但是在大规模的实际路网中列

举所有可能的有效路径是很难的，并且由于可能的人为误差，

最后得到的结果只能达到次优。为了避免列举路径这样繁琐

的工作，Ｎｇ［１７］改用节点—路段关联矩阵，从而避免了枚举路
径的问题。但是这两种代数方法由于操作的复杂性和不直观

特征，很难应用于较大规模的现实交通路网。

针对线圈优化布局问题，本文从图论角度出发，充分利用

支撑树网络拓扑结构直观易懂的特点，既不建立任何代数模

型，也不需要基础ＯＤ数据和列举路径，尝试给出一种解决线
圈布局优化问题的简洁算法。
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　交通网络变换

在交通网络中，出行起点和讫点叫做形心点，其他的节点

叫做非形心点或普通节点。假设网络中除了形心点外，不存在

度为１或０的节点（节点 ｖ的度是与该节点相关联的路段数
目）。为了更好地利用节点的流量守恒方程，以及各形心点处

交通需求的平衡关系（即总的出行产生量与总的出行吸引量

相等关系），本文通过改进了交通网络，使得改进后的网络中

只含有一个虚拟的形心点。该虚拟形心点代表了网络中所有

的形心点。
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下面是添加虚拟小区形心点的方法。首先，如果在起点 ｏ
处仅有向外发散的路段，那么将这些路段的起点ｏ转为虚拟形
心点，但不改变其流量方向；然后将 ｏ从网络中删除。进一步
而言，如果由该起点向外发散的路段数目大于１，为了附带获
得该起点处的出行产生量，在把该起点转变为虚拟形心点之

后，需要统计与其相关联路段上的流量。同样的方法也可以用

于讫点，在此不再赘述。

在某些交通网络中，一个节点可能既是起点又是讫点，因

此在该节点处既有发散的又有汇聚的路段。如果只有一条发

散和一条汇聚路段，可以将这两条路段的端点与虚拟的形心点

相连；或者增加两条不同方向的路段来连接该节点与虚拟小区

形心点。以上做法有助于附带获得出行产生量和出行吸引量。

在只含有一个虚拟形心点的交通网络中，所有节点处都可

以应用流量守恒方程。网络的上述变换将简化对后续线圈布

局问题的分析，使得问题的处理更具有一般性。

本文假设所研究交通网络都是连通的且不存在回路（回

路在这里指只有一个端点的路段）。显然该假设在现实中总

是可满足的。
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　针对
#$%&

的支撑树算法

"


!

　树的特征

在只含有一个虚拟形心点的交通网络中，如果与某一节点

相关联的路段中只有一条路段的流量未知，那么通过流量守恒

条件可确定该未知流量。如果能依次在每个节点处应用流量

守恒，一步一步获得各条路段上的流量信息，直至最后获取所

有路段的流量信息，那么本文的全网路段流量观测问题即得以

解决。事实上在网络中的确存在一种能够快速实现上述过程

的结构，这种结构就是支撑树。

定义１　当一个图中不存在非平凡回路时，可称其是无回
路的。一个无回路的连通图称为树。图 Ｇ的支撑树是包含了
Ｇ的每一个节点的无回路连通子图。

定理１　任何一个树如果其节点数大于１，那么这些节点
中至少包含一个节点度为１的节点。

证明　假设Ｔ是任意一个节点数大于１的树，考虑下面的
算法：

ａ）在Ｔ中选取一个节点ｖ，假设ｅ是节点ｖ处的一条路段。
ｂ）当节点ｖ的度大于１时，重复（ａ）～（ｃ）：
（ａ）选择ｅ′作为节点ｖ处的一条路段，并且ｅ′≠ｅ；
（ｂ）令ｖ′为路段ｅ′的另一个端点；
（ｃ）令ｅ′＝ｅ，ｖ′＝ｖ。
由于Ｔ的节点数目有限且不存在回路，上述算法一定会

停止迭代，最终结束；此时就找到了一个节点度为１的节点。
定理２　对于任意一个节点数大于１的树，将度为１的节

点及与其关联的路段删除后，该树的余图仍是树。

证明　设Ｔ是任意一个节点数大于１的树，将度为１的节
点及与其关联的路段删除后，不会改变剩余节点的连接属性，

该树的余图还保持连通性。根据树的定义，该树的余图仍满足

树的定义。

定理３　如果图Ｇ是个连通图，Ｃ是图Ｇ中的任意一个回
路，删除Ｃ中的一条路段，图Ｇ仍是连通的［１８］。

定理４　每一个连通图都有支撑树。
证明　设图Ｇ是连通图，如果Ｇ不含回路，那么Ｇ本身是

一个树，从而 Ｇ是它自身的一个支撑树；如果 Ｇ含回路，任取

一个回路Ｃ１。通过定理３可知从Ｃ１中任意去掉一条边，得到
图Ｇ的子图是连通的。如果这个子图中不存在回路，那么其
就是支撑树；如果这个子图中仍存在回路，那么至少存在一个

回路Ｃ２，从Ｃ２中任意去掉一条边，得到图 Ｇ的子图仍是连通
的。重复上述步骤，直到最后得到的子图Ｔ中不含回路。因为
在这一过程中并没有删除图 Ｇ的节点，所以 Ｔ包含了 Ｇ的每
一个节点，因此Ｔ是Ｇ的一个支撑树。
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　支撑树算法步骤

基于以上理论，针对如下问题：ａ）在能够推断出未安装线
圈路段流量的前提下，确定需要安装线圈的路段集合并且使之

包含的路段数最少；ｂ）通过已经安装的线圈，推断未安装线圈
路段上的流量，本文提出如下支撑树算法。

针对ＮＳＬＰ的支撑树算法的具体步骤如下：
ａ）为只含有一个虚拟形心点的交通网络构建一个支撑

树，将支撑树中所包含的路段标记为“不需要安装线圈的路

段”，将其余的路段标记为“安装线圈的路段”。注：由于只含

有一个虚拟形心点的交通网络是连通的，根据定理４，该网络
有支撑树，因此所有构建支撑树的方法在该网络中都适用。在

能够获取全部路段流量信息的前提下，上述标记安装线圈的路

段集合包含路段数目最小。

ｂ）搜索支撑树或该支撑树的余图，令Ｓ是度为１的节点的
集合（根据定理１，集合总是存在的）。重复执行下属操作：

（ａ）如果Ｓ是空集，则算法终止；如果 Ｓ不是空集，则需要
进行如下步骤：从Ｓ中任意选取一个节点 ｖ，在节点 ｖ处，应用
流量守恒计算出属于该支撑树并与节点 ｖ相关联路段的流量
或支撑树的余图中流量未知路段的流量。

（ｂ）从集合Ｓ和支撑树（或支撑树的余图）中同时删除节
点ｖ，并从支撑树（或支撑树的余图）中删除连接节点 ｖ与支撑
树（或支撑树的余图）的路段。如果此时集合 Ｓ不是空集，返
回（ａ）；否则，再次搜索支撑树（或支撑树的余图）找到一个新
的集合Ｓ，然后进入（ａ）。

注：由定理２可知该支撑树的余图仍是树，因此可以不断
更新找到新的集合Ｓ，直至推断出所有路段的流量。

"
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　支撑树算法性质

定理５　存在一个安装线圈数量最少的路段集合，基于该
集合中的路段检测流量可推测出网络全部路段的流量，但是该

路段集合并不唯一。

证明　由定理４可知，只含一个虚拟形心点的交通网络是
连通的，因此该网络有支撑树。根据支撑树算法，支撑树的余

图中所包含的路段就构成了安装线圈的路段集合（路段数最

少），由此存在性得证。从只含一个虚拟形心点的交通网络的

构建过程可知必然存在一条由连接原始网络的一 ＯＤ对的一
条路径（路段的起讫点可能变为了虚拟形心点）和可能新增的

虚拟路段（与上述路径相连）构成的回路。由定理４的证明可
知，在回路中选择不同的路段进行删除，从而可以得到不同的

支撑树，由此解的多样性得证。

定理６　在只含有一个虚拟形心点的交通网络中，分别用
ｍ和ｎ表示路网中的路段数和节点数。在满足可推测出全部
路段流量的条件下，路网中需要安装线圈的路段数最少为ｍ－
ｎ＋１条，不需要安装线圈的路段数最多为ｎ－１条。

证明　给定正整数ｉ，任意一个含有 ｉ个节点的树都包含
ｉ－１条路段［１４］。由于支撑树包含了交通网络（这里指只含一

个虚拟形心点的交通网络）中的所有节点，并且有 ｎ－１条路
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段，如果增加任意一条路段到支撑树中，则至少形成一个回路；

如果将回路中所有路段的流量都增加或减少一定量，那么在所

有节点处流量守恒条件依然成立，但是这将使得一部分路段的

流量无法被推断出来。因此不需要安装线圈的路段数最多为

ｎ－１条。又因为该交通网络中有 ｍ条路段，因此在能够推断
出全部路段流量的前提下，需要安装线圈的路段数最少为ｍ－
ｎ＋１条。

定理７　路段流量的整数性质。如果已安装线圈路段上
的流量是整数，则利用这些已安装的线圈能推断出来的其余路

段上的流量也是整数。

证明　根据支撑树算法，利用流量守恒来逐个计算未安装
线圈路段的流量。可知如果检测到的路段流量是整数，那么推

断出来的路段流量也一定是整数。

定理８　对于图中任何一个由度大于或等于２的节点组
成的连通子图（回路），其路段流量是无法确定的。

证明　将连通子图分成两类：第一类是由度等于２的节点
构成；第二类是由度大于或等于２的节点构成，并且至少有一
个节点的度大于２。

假设Ｃ是任意一个属于第一类且至少含有两个节点的子
图，考虑下面的算法：

ａ）从Ｃ中选择一条路段ｅ，令ｖ和ｖ″是ｅ的两个端点。
ｂ）当ｖ和ｖ″不相同时，重复步骤（ａ）～（ｃ）：
（ａ）选择与ｖ相关联的路段ｅ′，并且ｅ≠ｅ′。
（ｂ）令ｖ′是路段ｅ′的另一个端点。
（ｃ）令ｅ＝ｅ′，ｖ＝ｖ′。
该算法最终一定会终止，因为子图 Ｃ是连通的且节点的

个数是有限的。当算法终止时，包含了 Ｃ中所有节点的一个
回路就出现了。事实上这个回路就是Ｃ本身。如果回路 Ｃ中
每条路段的流量均增加或减少一定量，由于流量守恒在所有节

点处仍然成立，因此第一类子图的路段流量都是无法确定的。

对于第二类子图，当利用节点流量守恒条件时，易知未知数

数目大于方程数目，因此根据线性方程理论可知问题的解不唯

一。这里方程数对应节点数目，未知数对应网络的路段数目。

'

　算例分析

图１所示的网络为鱼骨型网络［１２］。该网络中包含了４个
小区形心点、１８条路段和１０个节点。节点１和２是出行起点，
节点９和１０是出行讫点。应用本文提出的方法对该网络进行
改进，使改进后的鱼骨形网络仅含有一个小区形心点，并且标

号为１１，如图２所示，该网络中包含１８条路段和７个节点。
对于基本的ＮＳＬＰ问题，Ｈｕ等人［１６］提出不需要安装线圈

的路段是６、８、１２、１４、１６、１８，其余的路段上则需要安装线圈。
最近Ｎｇ［１７］提出了不同的方案，他认为路段１、２、４、９、１１、１５也
可以是不需要安装线圈的路段。显然无论是Ｈｕ还是Ｎｇ提出
的方案，每个方案中不需要安装线圈的路段集合都可以构成图

２所示的网络支撑树。这证实了上文提出的结论，也充分表明
了利用支撑树算法可以得到不同的安装策略。

对于图２所示的网络，根据定理６，为了能够检测出全部
路段的流量，安装线圈的路段数最少应为１８－７＋１＝１２条。
由于一般连通图存在众多的支撑树，因此可以灵活地给出布局

方案，使其满足一定的要求。例如，要求节点对间存在双向路

段连接时，只能有一个方向安装线圈。可以通过画出支撑树的

办法方便地给出两个布局方案。第一个方案中无须安装线圈

的路段集合为｛１，５，７，９，１３，１５｝，第二个方案无须安装线圈的
路段集合为｛４，６，８，１４，１５，１６｝。

(
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道路交通流信息为交通管理部门改善、优化道路交通提供

了实际的参考资料，而感应线圈作为能够提供路段流量信息的

重要工具之一越来越受到重视。以往针对感应线圈布局的研

究是将其视为 ＯＤ需求预测的子问题，很难体现其自身的特
点，多是运用线性代数中的矩阵运算方法，很少涉及安装线圈

路段的网络拓扑特性。本文从图论的角度，将支撑树理论应用

于线圈布局优化，简化了以往研究，既利用了支撑树网络拓扑

结构直观易懂的特点，又发挥了支撑树多样性的优势。新方法

有效地揭示了安装线圈路段的网络拓扑特性，也为交通管理部

门提供了多种线圈优化布局。本文提出的方法也可以应用到

其他领域，如ＯＤ矩阵估计、路径流量估计、路面管理、紧急疏
散规划以及动态交通分配等。
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数据量较大时，两种算法在识别率上差别不是太大，在训练数

据较小时ＲＰＥＭ算法的识别效果要明显比传统ＥＭ算法好，这
主要是由于数据量较大时特征向量之间相互混叠，使得ＲＰＥＭ
算法也不能够十分准确地描述数据的分布，所以其识别率并没

有太大的提高；但当训练数据量较小时，数据间的混叠相对较

小，易于ＲＰＥＭ算法的聚类运算，所以此时 ＲＰＥＭ算法取得了
相对传统ＥＭ算法更好的识别性能。ＢＲＰＥＭ算法虽然在训练
时间上比ＲＰＥＭ算法减少了很多，但是由于它们在方差的更
新上都没有沿着似然函数的梯度上升方向，所以训练的模型参

数可能并非使似然函数达到最大值的最优参数，而改进的

ＢＲＰＥＭ算法则克服了前两种算法的这一缺点。从实验结果上
看，其训练效果要好于前两种算法。

ｂ）从模型的训练时间上看，传统 ＥＭ算法训练单个 ＧＭＭ
所用的平均时间最短，改进的批处理ＲＰＥＭ算法相对于ＲＰＥＭ
算法极大地提高了训练效率，这是因为传统ＥＭ算法训练时采
用使似然函数极大化各参数的直接迭代表达式，每次迭代只需

计算该表达式的值就能完成参数的更新，而 ＲＰＥＭ和改进的
批处理ＲＰＥＭ算法训练时采用梯度上升的搜索算法使似然函
数最大，初始参数的设置（如学习率、批处理数据的个数、高斯

模型的初始参数等）往往会使 ＲＰＥＭ算法在迭代过程中产生
一些振荡，从而需要更多的迭代次数，对其收敛速度的影响很

大。改进的ＢＲＰＥＭ算法采用了数据的批处理方法，不仅极大
地减少了运算量，同时把方差的更新改为沿着似然函数梯度上

升的方向，更加快了算法的收敛速度，提高了算法收敛的稳定

性，所以改进的批处理算法取得了比 ＢＲＰＥＭ更高的训练
效率。

(
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本文实验结果表明，改进后的 ＢＲＰＥＭ算法不仅提高了说
话人识别的识别率，还极大地缩短了 ＲＰＥＭ算法的运算时间；
同时改进后的算法相对于传统 ＥＭ算法在训练时间相差不大
的情况下提高了说话人识别的识别率，说明了算法的有效性。

但初始参数ηβ和η在训练时不能根据训练情况实时调整也是
本文工作的不足之处。笔者将在下一步把参数的自适应调整

引入到本文的工作中来，以提高训练的效率和效果。
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