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摘　要：针对不可微方程组—绝对值方程Ａｘ＋Ｂ｜ｘ｜＝ｂ的数值解问题进行研究，提出了通过构造极大熵函数
和新的区间算子对方程进行求解的区间极大熵算法。该算法能同时求出绝对值方程的近似解和估算其近似解

的误差限，并在Ａ的奇异值全部大于｜Ｂ｜的奇异值时，证明了算法的收敛性且收敛速度至少是线性的。理论分
析和数值结果均表明提出的算法是有效的。
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　引言

考虑如下形式的绝对值方程

Ａｘ＋Ｂ｜ｘ｜＝ｂ （１）

其中：Ａ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，ｘ∈Ｒｎ，ｂ∈Ｒｎ。

绝对值方程（１）最先是由 Ｒｏｈｎ［１］在研究区间线性方程组

时提出，随后Ｍａｎｇａｓａｒｉａｎ对绝对值方程的理论和数值求解进
行了深入研究。文献［２，３］给出了绝对值方程（１）解的分类，
讨论了解的存在唯一性。文献［４，５］证明了绝对值方程等价
于线性互补问题且其求解是ＮＰ难题。文献［６］研究了绝对值
方程和背包问题的联系。文献［７］将绝对值方程转换为凹函
数极小化问题，提出了连续线性算法（ＳＬＡ）。文献［８］进一步
提出效率更高的半光滑牛顿法，文献［９］改进了这种方法。文
献［１０］基于磨光函数提出了一个求解绝对值方程的二次收敛
算法。文献［１１］基于区间分析理论给出了求解绝对值方程的
区间验证迭代方法。

在实际计算中，如何保证数值解的有效性是一类重要问

题。目前研究绝对值方程数值解有效性的文献很少，本文的主

要工作就是基于这一点，利用区间数学和极大熵的方法建立

了新的区间算子，构造了求解绝对值方程（１）的区间算法。新
算法的显著特点是不仅能够求出绝对值方程（１）的近似解，还

可以同步估算其近似解和准确解的误差。

!

　区间数学基本概念

Ｉ（Ｒｎ）表示所有ｎ维区间向量的集合，Ｉ（Ｘ（０））表示 Ｘ（０）上

所有区间向量的集合。

对于Ｘ＝［Ｘ，Ｘ］∈Ｉ（Ｒ），中点、宽度、绝对值分别定义为

ｍｉｄ（Ｘ）＝［Ｘ，Ｘ］／２

ｗｉｄ（Ｘ）＝Ｘ－Ｘ

｜Ｘ｜＝ｍａｘ（｜Ｘ｜，｜Ｘ｜）

任给区间Ｘ＝［Ｘ，Ｘ］，Ｙ＝［Ｙ，Ｙ］，其四则运算定义为

Ｘ＋Ｙ＝［Ｘ＋Ｙ，Ｘ＋Ｙ］

Ｘ－Ｙ＝［Ｘ－Ｙ，Ｘ－Ｙ］

Ｘ·Ｙ＝［ｍｉｎ（ＸＹ，ＸＹ，ＸＹ，ＸＹ），ｍａｘ（ＸＹ，ＸＹ，ＸＹ，ＸＹ）］

Ｘ／Ｙ＝［Ｘ，Ｘ］·［１／Ｙ，１／Ｙ］，０Ｙ （２）

定义１　如果函数 ｆ（ｘ）和区间函数 Ｆ（Ｘ）满足 Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ），ｆ（ｘ）∈Ｆ（Ｘ），ｘ∈Ｘ，则称Ｆ（Ｘ）为ｆ（ｘ）的区间扩张。

有关区间数学的其他概念和内容可参见文献［１２，１３］。

给定矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，则｜Ａ｜表示（｜ａｉｊ｜）ｎ×ｎ。Ｉ表示相应的

单位矩阵，Ｙ＝（１，１，…，１）Ｔ；σｍｉｎ（Ａ）、σｍａｘ（Ａ）、‖Ａ‖分别表

示Ａ的最小、最大的奇异值、Ａ的列和范数。
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　区间算子及其收敛性分析
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　极大熵函数

设函数ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ

ｆ（ｘ）＝Ａｘ＋Ｂ｜ｘ｜－ｂ （３）

显然，式（２）的零点 珓ｘ满足绝对值方程（１）。
令ｇ（ｘ）＝｜ｘ｜，则

ｇ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｘ，－ｘ｝ （４）

其中：ｍａｘ是按分量取的。构造 ｇ（ｘ）的极大熵函数 ｇｐ：Ｒ
ｎ→

Ｒｎ：
ｇｐ（ｘ）＝（ｇｐ１（ｘ），ｇｐ２（ｘ），…，ｇｐｎ（ｘ）） （５）

其中：ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ∈Ｒｎ，ｇｐｉ（ｘ）＝

ｌｎ（ｅｐｘｉ＋ｅ－ｐｘｉ）
ｐ ，

ｐ＞０。
定理１　设ｇ（ｘ）、ｇｐ（ｘ）分别如式（４）（５）所示，ｘ∈Ｒ

ｎ

成立。

ａ）ｇｐ（ｘ）＜ｇｑ（ｘ），ｐ＞ｑ＞０。

ｂ）ｇ（ｘ）≤ｇｐ（ｘ）≤ｇ（ｘ）＋
ｌｎ２
ｐＹ。

证明　ａ）ｘ∈Ｒ，对ｐ求导，

ｇ′ｐｉ＝
ｅｐｘ（ｐｘ－ｌｎ（ｅｐｘ＋ｅ－ｐｘ））＋ｅ－ｐｘ（－ｐｘ－ｌｎ（ｅｐｘ＋ｅ－ｐｘ））

ｐ２（ｅｐｘ＋ｅ－ｐｘ）
＜０

故ｇｐｉ（ｘ）＜ｇｑｉ（ｘ），ｐ＞ｑ＞０。得证。

ｂ）ｌｎｅ
ｐｇｉ（ｘ）

ｐ ≤ｇｐｉ（ｘ）≤
ｌｎ２ｅｐｇｉ（ｘ）
ｐ ，ｇｉ（ｘ）≤ｇｐｉ（ｘ）≤ｇｉ（ｘ）＋

ｌｎ２
ｐ
其中：ｘ∈Ｒｎ，ｇｉ（ｘ）是ｇ（ｘ）的第ｉ个分量，所以

ｇ（ｘ）≤ｇｐ（ｘ）≤ｇ（ｘ）＋
ｌｎ２
ｐＹ，证毕。

显然，令ｐ→＋∞，ｇｐ（ｘ）→ｇ（ｘ）。
令　 ｆｐ（ｘ）＝Ａｘ＋Ｂｇｐ（ｘ）－ｂ （６）

可以通过计算光滑函数ｆｐ的零点来构造算法近似求解绝对值
方程（１）的解。
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　区间扩张

定义区间函数

（ＩＥ１）Ｇｐ（Ｘ）＝［Ｇｐ１（Ｘ），Ｇｐ２（Ｘ），…，Ｇｐｎ（Ｘ）］Ｔ

（ＩＥ２）Ｇ′ｐ（Ｘ）＝ｄｉａｇ（Ｇ′ｐ１（Ｘ），Ｇ′ｐ２（Ｘ），…，Ｇ′ｐｎ（Ｘ））

其中：Ｇｐｉ（Ｘ）＝
ｌｎ（１＋ｅ２ｐＸｉ）

ｐ －Ｘｉ，Ｇ′ｐｉ（Ｘ）＝１－
２

１＋ｅ２ｐＸｉ
（ｉ＝１，

２，…，ｎ）。
定理２　区间函数（ＩＥ１）、（ＩＥ２）分别是ｇｐ（ｘ）、ｇ′ｐ（ｘ）的包

含单调性的区间扩张。

证明　由式（５）可得，

ｇｐｉ（ｘ）＝
ｌｎ（ｅｐｘｉ＋ｅ－ｐｘｉ）

ｐ ＝１ｐｌｎ（ｅ
２ｐｘｉ＋１）－ｘｉ

ｇｐｉ（ｘ）
ｘｉ

＝

（０，０，…，ｅ
ｐｘ－ｅ－ｐｘ

ｅｐｘ＋ｅ－ｐｘ
，０）Ｔ＝（０，０，…，１－ ２

１＋ｅ２ｐｘｉ
，０）Ｔ （７）

所以ｘ∈Ｘ∈Ｉ（Ｒｎ），ｇｐ（ｘ）＝Ｇｐ（ｘ），同时 ｇｐ（ｘ）∈
Ｇｐ（Ｘ），则Ｇｐ（Ｘ）是ｇｐ（ｘ）的包含单调性的区间扩张。

同理，Ｇ′ｐ（Ｘ）是雅克比矩阵 ｇ′ｐ（ｘ）的包含单调性的区间
扩张。证毕。

根据式（６），Ｆ′ｐ（Ｘ）＝Ａ＋ＢＧ′ｐ（Ｘ）是ｆ′ｐ的区间扩张。

下面构造区间算子：

Ｋ（Ｘ）＝Ａ－１（ｂ－Ｂｇｐ（ｘ）－ＢＧ′ｐ（Ｘ）（Ｘ－ｍｉｄ（Ｘ））

算法１
ａ）给定初始区间Ｘ（０），ｋ＝０，精度ω。
ｂ）令ｐ＝１０ｋ，计算：
Ｋ（Ｘ（ｋ））＝Ａ－１（ｂ－Ｂｇｐ（ｘ）－ＢＧ′ｐ（Ｘ）（Ｘ－ｍｉｄ（Ｘ））

以及新的区间Ｘ（ｋ＋１）＝Ｘ（ｋ）∩Ｋ（Ｘ（ｋ））。
ｃ）若ｗｉｄ（Ｘ）≤ω，则取近似解珓ｘ＝ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））；否则ｋ＝ｋ＋

１，转步骤ｂ）。
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　算法的收敛性

引理１［３］　若σｍａｘ（｜Ｂ｜）＜σｍｉｎ（Ａ），则对于任意 ｂ∈Ｒ
ｎ，

式（１）有唯一解。
引理２　若σｍａｘ（｜Ｂ｜）＜σｍｉｎ（Ａ），那么‖Ａ

－１｜Ｂ｜‖＜１。

证明　设 Ａ＝ＵＳＡＶ是 Ａ的奇异值分解，则 Ａ
－１ ＝

Ｖ′Ｓ－１Ａ Ｕ′。
‖Ａ‖２＝ ｍａｘ

‖ｘ‖＝１
‖Ａｘ‖＝ｍａｘ

‖ｘ‖＝１
ｘＴＡＴＡｘ＝

ｍａｘ
‖ｘ‖＝１

ｘＴＶＴＳ２ＡＶｘ＝ｍａｘ
‖ｙ‖＝１

ｙＴＳ２Ａｙ＝‖ＳＡ‖２

同理‖｜Ｂ｜‖２＝‖Ｓ｜Ｂ｜‖
２，‖Ａ－１‖２＝‖Ｓ－１Ａ ‖

２。其中

Ｓ｜Ｂ｜满足｜Ｂ｜的奇异值分解｜Ｂ｜＝Ｕ｜Ｂ｜Ｓ｜Ｂ｜Ｖ｜Ｂ｜。
‖Ａ－１｜Ｂ｜‖２≤‖Ａ－１‖２‖｜Ｂ｜‖２＝

‖Ｓ－１Ａ ‖２‖Ｓ｜Ｂ｜‖２＝（
σｍａｘ（｜Ｂ｜）
σｍｉｎ（Ａ）

）２＜１

证毕。

引理３　ｆｐ（珓ｘ）＝０且 珓ｘ∈Ｘ则 珓ｘ∈Ｋ（Ｘ）。

证明　令φｐ（ｘ）＝ｘ－Ａ
－１ｆｐ（ｘ），则φ（珓ｘ）＝珓ｘ。

φ′ｐ（ｘ）＝Ｉ－Ａ
－１ｇ′ｐ（ｘ），故 φ′ｐ（ｘ）的包含单调性的区间

扩张为

Φ′ｐ（Ｘ）＝Ｉ－Ａ
－１（Ａ＋ＢＧ′ｐ（Ｘ））＝－Ａ

－１ＢＧ′ｐ（Ｘ）
当 珓ｘ∈Ｘ时，φｐ（珓ｘ）＝φｐ（ｍｉｄ（Ｘ））＋φ′ｐ（ｍｉｄ（Ｘ）＋θ（珓ｘ－

ｍｉｄ（Ｘ）））（Ｘ－ｍｉｄ（Ｘ））。其中０＜θ＜１。
显然

φ′ｐ（ｍｉｄ（Ｘ）＋θ（珓ｘ－ｍｉｄ（Ｘ）））∈Φ′ｐ（Ｘ）

φｐ（珓ｘ）∈φｐ（ｍｉｄ（Ｘ））＋Φ′ｐ（Ｘ）（Ｘ－ｍｉｄ（Ｘ））

即φｐ（珓ｘ）∈Ａ
－１（－Ｂｇｐ（ｍｉｄ（Ｘ））＋ｂ）－Ａ

－１ＢＧ′ｐ（Ｘ）（Ｘ－ｍｉｄ
（Ｘ））。

从而 珓ｘ＝φ（珓ｘ）∈Ｋ（Ｘ）。证毕。
由引理３容易看出，若 Ｘ∩Ｋ（Ｘ）＝，则 Ｘ中无方程

ｆｐ（珓ｘ）＝０的解。

定理２　设 ｆｐ在 Ｘ
（０）上有唯一解 珓ｘ且 σｍａｘ（｜Ｂ｜）＜σｍｉｎ

（Ａ），则算法１产生的区间向量序列｛Ｘ（ｋ）｝ｋ∈Ｎ满足

ａ）ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））＝０；

ｂ）ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））＝珓ｘ，且存在 ０＜ｑ＜１，‖珓ｘ－ｍｉｄ

（Ｘ（ｋ））‖≤ １２
ｑｋ
１－ｑｗｉｄ（Ｘ

（０））。

证明　ａ）由引理３知，珓ｘ∈Ｘ（０）∩Ｋ（Ｘ（０）），即 珓ｘ∈Ｘ（１）。
假设 珓ｘ∈Ｘ（ｋ），则 珓ｘ∈Ｋ（Ｘ（ｋ）），故 珓ｘ∈Ｘ（ｋ＋１）。由归纳法，对一
切的正整数ｋ，成立 珓ｘ∈Ｘ（ｋ），且 Ｘ（ｋ）Ｘ（ｋ－１）…Ｘ（０）。于
是算法能无限地继续下去，得到区间向量序列｛Ｘ（ｋ）｝ｋ∈Ｎ，且

ｗｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））≤ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））。
由引理２得
‖Ａ－１Ｂ‖≤‖Ａ－１‖‖Ｂ‖＝‖Ａ－１‖‖｜Ｂ｜‖＜１
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‖Ｇ′ｐ（Ｘ（０））‖＝‖ｄｉａｇ（１－
２

ｅ２ｐＸｉ（０）ｉ ＋１
）‖＜１

再令ｑ＝‖Ａ－１ＢＧ′ｐ（Ｘ
（０））‖≤‖Ａ－１Ｂ‖‖Ｇ′ｐ（Ｘ

（０））‖ ＜１，
所以

ｗｉｄ（Ｋ（Ｘ（ｋ）））≤ｗｉｄ（Ａ－１ＢＧ′ｐ（Ｘ
（ｋ））（Ｘ（ｋ）－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））））≤

‖Ａ－１ＢＧ′ｐ（Ｘ
（ｋ））‖ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））≤‖Ａ－１ＢＧ′ｐ（Ｘ

（０））‖ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））＝

ｑ·ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））
于是

ｗｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））≤ｑ·ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））≤ｑ（ｋ＋１）·ｗｉｄ（Ｘ（０）） （８）

从而 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｗｉｄ（Ｘ（ｋ））＝０。

ｂ）根据算法１得Ｘ（ｋ＋１）Ｘ（ｋ），则

‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤ １２ｗｉｄ（Ｘ
（ｋ））

于是任取ｐ＞ｋ，ｐ是正整数，有
‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤

１
２（ｗｉｄ（Ｘ

（ｋ＋ｐ＋１））＋…＋ｗｉｄ（Ｘ（ｋ）））≤

１
２（ｑ

ｋ＋ｐ＋１＋…＋ｑｋ）·ｗｉｄ（Ｘ（０））＝

ｑｋ
２（１－ｑ）ｗｉｄ（Ｘ

（０）） （９）

于是 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖ ＝０。故｛Ｘ（ｋ）｝ｋ∈Ｎ

是Ｃａｕｃｈｙ列，必存在一点 珋ｘ∈Ｘ（ｋ），满足 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））＝珋ｘ。

下面证 珋ｘ＝珓ｘ：
Ｋ（Ｘ（ｋ））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））＝

－Ａ－１ｆｐ（ｍｉｄ（Ｘ（ｋ）））＋Ａ－１ＢＧ′ｐ（Ｘ）（Ｘ－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ）））

所以　 －Ａ－１ｆｐ（ｍｉｄ（Ｘ（ｋ）））∈Ｋ（Ｘ（ｋ））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））

‖－Ａ－１ｆｐ（ｍｉｄ（Ｘ（ｋ）））‖≤‖Ｋ（Ｘ（ｋ））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤

‖Ｋ（Ｘ（ｋ））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））‖＋‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤

ｗｉｄ（Ｋ（Ｘ（ｋ）））＋‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤

ｑｋ·ｗｉｄ（Ｘ（０））＋‖ｍｉｄ（Ｘ（ｋ＋１））－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖

故 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖Ａ－１ｆｐ（珋ｘ）‖＝０。于是ｆｐ（珋ｘ）＝０，又因为ｆｐ在Ｘ上只

有唯一零点，则 珋ｘ＝珓ｘ。进一步，由式（９）可得

‖珓ｘ－ｍｉｄ（Ｘ（ｋ））‖≤ １２
ｑｋ
１－ｑｗｉｄ（Ｘ

（０））

证毕。

定理２不仅证明了算法的收敛性，还给出了每步迭代中
近似解和准确解的误差关系。此外，式（８）还说明了该区间算
法收敛速度至少是线性的。

&

　数值测试

为了测试算法的有效性，本文进行如下的测试。所用的

程序是借助区间程序包Ｉｎｔｌａｂ５．４，用ＭＡＴＬＡＢ编程实现的。
例 １

Ａ＝

－７．２２２１８２３６０８６１００ ２．０７５８４９５８３８７６３９ －９．６９４５２１４５９４１９２７

－５．９４４６９５６２８７９４５４ －４．５５６２４１５００６００７９ ４．９３５７１３５３１２８８５９

－６．０２５５６５１４６７７０２１ －６．０２３７１４６４４７７８７６ －１．０９







８０７１３５４２４１０６

Ｂ＝

０．８６３６２９１５６９２３３３ ０．６９２４４２８３５６４８６５ ０．３４４２７４９３６９４８５８

－０．０６８０１１３１６６４９１５ ０．０５０３０４９９２６１０３４ ０．６７６２３６８９０１０４７７

－０．１６２７０１０６４５４４９９ －０．５９４７０５２８４６９９２３ －０．９６







０７２０９７２２７０３７

ｂ＝（０．００５７８３３６２３７５０５　０．４１８８４０３５０３７６１２　－０．１４２１４９４０９３６０７２）Ｔ

经过计算，每步迭代结束的解区间如表１所示。

表１　迭代过程

ｋ 第ｋ次迭代结束的解区间
［－０．４７０４８８３６８６２７２６，０．３７６９００４０８９１３５０］

１ ［－０．６２１０８９６３１０６５７８，０．７０１７６７２５２１９４４６］
［－０．２８２７５５４４０９１６６２，０．３９５７３２７７７７７３６３］
［－０．０８９８８９８５２１７１８２，－０．０１５０２２２４５６２３２７］

４ ［－０．００９９９７２７８８９４６８，０．１０８８９８９３２４１３２４］
［０．０３０４４８０８３３０３４２，０．０８８３５２３３７７２３８１］

［－０．０５３９３４８０８１８４０４，－０．０５１０１９０１０７０３０４］
８ ［０．０４７１６７６２２９０３９８，０．０５１７９８１４９３２２０６］

［０．０５８２８４４５９６９０６６，０．０６０５３９５７４８１９２５］
［－０．０５２５３３５６３２２１５９，－０．０５２４１９９０７２８９４２］

１２ ［０．０４９３９２３５６６４７９３，０．０４９５７２８５１８９９１４］
［０．０５９３６７９４７９８８９２，０．０５９４５５８４９２８６８９］

［－０．０５２５０１９７４２４１１６，－０．０５２４５１４７１０１２６１］
１３ ［０．０４９４４２４８２０９６２１，０．０４９５２２６８５５１７９８］

［０．０５９３９２３６２５０５９６，０．０５９４３１４２１５９３８３］

　　得到近似解为
珘ｘ＝（－０．０５２４７６７２２６２６８８　０．０４９４８２５８３８０７１０　０．０５９４１１８９２０４９８９）Ｔ

检验可得‖Ａ珘ｘ＋Ｂ｜珘ｘ｜－ｂ‖＜１０－７。
例２　随机选取阶数 ｎ＝１０、５０、１００、５００的矩阵 Ａ、Ｂ，进

行多次实验，得到表２所示结果。
表２　算法效率测试

ｎ ｋ ｔｉｍｅ／ｓ 终止准则

１０ １３ １０．０１６０００ ‖Ａ珘ｘ＋Ｂ｜珘ｘ｜－ｂ‖≤１０－６

５０ ２５ ２１．０２９０００ ‖Ａ珘ｘ＋Ｂ｜珘ｘ｜－ｂ‖≤１０－６

１００ ７６ ４７．４０４０００ ‖Ａ珘ｘ＋Ｂ｜珘ｘ｜－ｂ‖≤１０－６

５００ １０６ １５５．２５２０００ ‖Ａ珘ｘ＋Ｂ｜珘ｘ｜－ｂ‖≤１０－６

其中；ｋ表示迭代次数，ｔｉｍｅ表示ＣＰＵ运行时间（以ｓ为单位）。
数值结果表明算法是有效的。但是，对于求解给定的绝

对值方程，初始区间的确定仍然是一个困难，这是笔者下一步

将做的工作。
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