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　　近年来，反问题已经成为应用数学领域迅速发展的一门理
论，在医疗、物理、信号探测等方面有着重要的应用。数学中的

几乎所有领域都可以提出反问题。而反问题提法的正确性、其

求解方法，以及它的稳定性问题都是微分方程反问题研究的主

要方向。数学家Ｈａｄａｍａｒｄ在１９２３年针对偏微分方程的定解
问题提出了适定性的概念。适定性的概念主要包括解的存在

性、唯一性和稳定性，三者缺一不可。而反问题最显著的特性

就是不适定性和非线性性［１］。对于非线性不适定反问题的研

究要求应用一些特殊的正则化方法。目前，对于线性不适定问

题正则化理论已经相当完备，但是对于非线性不适定问题的正

则化理论还有很多问题没有解决。目前应用最多的有

Ｔｉｋｎｏｎｏｖ正则化方法和迭代法。在迭代法中，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法
因其良好的稳定性具有很高的研究价值。
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迭代法基本原理

１９５１年，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ［２］首次提出了解决线性问题的 Ｌａｎｄ
ｗｅｂｅｒ迭代法。考虑算子方程Ｔ（ｘ）＝ｙ，ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，大部分的
反问题都可写成这种格式，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ等人改写为ｘ＝（Ｉ－ａＴ

Ｔ）ｘ＋αＴｙ，ａ＞０。反复迭代此方程，即
ｘ０＝０，ｘｍ＝（Ｉ－ａＴＴ）ｘｍ－１＋αＴｙ　ｍ＝１，２，…

这一迭代算法可以看成是求解二次泛函 ｘ→‖Ｔｘ－ｙ‖２

的最速下降法。Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法的迭代次数越多，精度也越

高，但要想方法稳定，迭代次数就要尽可能的少，因此要选取一

个恰当的正则化参数α，才可以得到一种精度又高、稳定性又
好的方法。如果ｍ表示迭代的停止指标，则可选择正则化参
数α＝１／ｍ。另外Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原则是典型的停止法则。
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非线性性和不适定性是反问题最显著的特性。最初对于

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ正则化都是通过对初始条件加以限定或者在特殊的
Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中讨论其收敛性与收敛速度。１９９４年，Ｔａｕｔｅｎ
ｈａｈｎ［３］分别讨论了存在扰动误差 δ和不存在扰动误差两种情
况下连续的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ方法的收敛性。当 δ≠０时，通过求解
初值问题：

ｘδ（ｔ）：＝Ｔ′（ｘδ（ｔ））［ｙδ－Ｔ（ｘδ（ｔ））］　０＜ｔ≤Ｔ，ｘδ（０）＝ｘ０ （１）

可获得解ｘ的正则化估计值 ｘδ（Ｔ），这里 Ｔ起到正则化参数
的作用。如果用步长为１的 Ｅｕｌｅｒ法离散式（１），就是经典的
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法：

ｘδｋ＋１＝ｘδｋ－Ｔ′（ｘδｋ）［Ｔ（ｘδｋ）－ｙδ］　ｋ＝０，１，２，…

１９９５年，Ｈａｎｋｅ等人［４］证明了 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法的收敛
性，且Ｓｃｈｅｒｚｅｒ［５］提出了解决非线性问题的Ｌａｎｄｅｒｗｅｂｅｒ迭代法
的收敛标准。

定理１　如果算子Ｔ满足：
（ａ）非线性条件

‖Ｔ（ｘ）－Ｔ（珓ｘ）－Ｔ′（ｘ）（ｘ－珓ｘ）‖≤η‖Ｔ（ｘ）－Ｔ（珓ｘ）‖　η＜１／２ （２）

（ｂ）有界性条件
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‖Ｔ′（ｘ）‖≤１　ｘ∈βρ（ｘ０），Ｔ′为Ｔ的Ｆｒｅｃｈéｔ导数 （３）

且Ｔ（ｘ）＝ｙ在领域 βρ／２（ｘ０）中可解，那么 ｘｋ收敛于方程

Ｔ（ｘ）＝ｙ的解ｘ∈βρ／２（ｘ０）。如果ｘ
代表与ｘ０相距最近的唯

一解，且对ｘ∈βρ（ｘ０），Ｎ（Ｔ′（ｘ
））Ｎ（Ｔ′（ｘ））（Ｎ表示算子的

核空间），那么ｘｋ收敛于ｘ
。通常方程Ｔ（ｘ）＝ｙ右端的光侧数

据ｙ会受到一定程度的误差扰动，只能获得扰动数据 ｙδ，且满
足‖ｙ－ｙδ‖≤δ，结合定理１中条件，有以下结论：

定理 ２　假设定理 １的条件成立，如果 ｙδ满足‖ｙ－
ｙδ‖≤δ，且按照 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原则，即对于停止指标 ｋ，使得
当０≤ｋ≤ｋ，有

‖ｙδ－Ｔ（ｘδｋ）‖≤τδ≤‖ｙ
δ－Ｔ（ｘδｋ）‖

其中τ是依赖于η的正数，即τ＞２１＋η１－２η
终止迭代，则有

ｘｋ（δ）→ｘ
，δ→０

１９９８年，Ｈｅｔｔｌｉｃｈ［６］对于入射波逆散射问题，研究了通过散
射场的远场模式的测量来实现障碍物的重构，用 Ｌａｎｄｅｒｗｅｂｅｒ
解决反问题的非线性性和不适定性。２０００年，Ｎｅｕｂａｕｅｒ［７］推导
了Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代在Ｈｉｌｂｅｒｔ尺度下的收敛率，并用有限维空间
估计无限维空间，且给出了有限维估计的收敛性估计，他将

Ｔ′（ｘδｋ）：Ｘ→Ｙ中Ｘ用Ｘｓ来代替，其中Ｘｓ为Ｘ的子空间，且Ｘｓ
中的范数比Ｘ中的范数强，即以更强的范数来提高收敛速度，
则Ｈｉｌｂｅｒｔ尺度下的迭代方程为

ｘδ，ｎｋ ＝ｘδ，ｎｋ－１＋Ｌ－２ｓＴ′（ｘδｋ－１））　ｋ＝１，２，…

２００１年，Ｊｉｎ等人［８］主要研究了 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法有限维
估计，设 Ｘ为有限维空间，引进集合序列｛Ｘｎ｝，满足 Ｘ１

Ｘ２…Ｘｎ…，且∪
∞

ｎ＝０
Ｘｎ＝Ｘ，Ｄ（Ｔ）非空，设 Ｐｎ是从 Ｘ到 Ｘｎ

的正交投影，且对于所有的 ｎ，Ｃｎ：＝Ｄ（Ｔ）∩Ｘｎ≠，则对于

ｘδ，ｎ０ ＝Ｐｎｘ０，有以下迭代格式：
ｘδ，ｎｋ ＝ＰｎＴ′（ｘδ，ｎｋ－１－ｙδ）　ｋ＝１，２，…

并将原有的终止原则修正，提出了新的终止原则，有以下结论：

定理３　给定常数 ｃ１、ｃ２、τ，满足 ｃ１，ｃ２＞０且 τ≥１，设

ｋ０（δ，ｎ）为满足ｋ０（δ，ｎ）≤（ｃ１δ＋ｃ２γｎ）
－２的最大整数，则：（ａ）

选择 ｋ（δ，ｎ）作为第一个整数，满足 ｋ（δ，ｎ）≤ｋ０（δ，ｎ）且

‖Ｔ（ｘδ，ｎｋ（δ，ｎ））－ｙδ‖≤δτ；（ｂ）如果找不到满足上述条件的ｋ（δ，
ｎ），则选择ｋ（δ，ｎ）＝ｋ０（δ，ｎ），进而在某些条件下可得到收敛
性、收敛率及伪最优化估计。
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在Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法中，算子 Ｔ的 Ｆｒｅｃｈéｔ导数在计算中
占有较大的分量。１９９５年，Ｓｃｈｅｒｚｅｒ将非线性条件减弱，提出
了一个修正的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法，而后又在１９９８年，Ｓｃｈｅｒｚｅｒ［９］

在原有迭代法的基础上引入了一个修正项，提出了一个修正的

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法：
ｘδｋ＋１＝ｘδｋ＋Ｔ′（ｘδｋ）（ｙδ－Ｔ（ｘδｋ））－αｋ（ｘδｋ－ζ）　ｋ＝０，１，… （４）

并指出在适当的终止收敛准则下，若Ｔ满足定理１中非线性条
件式（２）和有界性条件式（３），则修正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代式（４）是
收敛的。当算子Ｔ是Ｆｒｅｃｈéｔ可导的，又Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ是连续的，且
满足源条件ｘ －ζ＝Ｔ′（ｘ）ω，则获得修正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ式（４）
的收敛速度为Ｏ（ｋ－ψ／２），ψ为０与１之间的任意常数。
２００３年，Ｋüｇｌｅｒ［１０］针对一类椭圆型方程：

（ｑ（ｚｘｘ＋ｖｚｙｙ））ｘｘ＋（ｑ（ｚｙｙ＋ｖｚｘｘ））ｙｙ＋（ｑｚｘｙ）ｘｙ＝ｆ　（ｘ，ｙ）∈ΩＲ２

的参数ｑ＝ｑ（ｘ，ｙ）识别问题，利用Ｓｃｈｅｒｚｅｒ的修正的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
迭代法的特殊结构，提出一个无导数的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法：

ｑδｋ＋１＝ｑδｋ＋λＬ（ｑδｋ）（ｚδ－ｕｑδｋ
）

并通过与正问题有关的假设条件，证明了方法的收敛性。

２００４年，Ｃｈａｐｋｏａ等人就 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代和高斯—牛顿迭
代求解一类抛物型方程边界值反问题进行了比较。为了加快

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法的收敛速度。２００７年，Ｘｕ等人［１１］将萨马斯

基技巧应用到 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法中，得到了修正的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ
迭代法：

ｘｋ，ｉ＋１＝ｘｋ，ｉ＋Ｔ′（ｘｋ）［ｙ－Ｔ（ｘｋ，ｉ）］

ｉ＝０，１，…，ｍ－１；ｘｋ＝ｘｋ，０；ｘｋ＋１＝ｘｋ，ｍ；ｋ＝０，１，…

通过数值算例表明与经典的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法相比，运行
时间更短。Ｌｉ等人［１２］也在２００７将式（１）用 Ｒ级 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ
方法离散，利用二级 Ｇａｕｓｓ型显方法，提出了 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ（Ｒ
Ｋ）型Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法。特殊地，取二阶Ｇａｕｓｓ型显格式离散
式（１），当误差水平δ＝０时，则有

ｘｋ＋１＝ｘｋ－Ｔ′（ｘｋ－１２Ｔ′（ｘ
ｋ）Ｔ（ｘｋ）） ×

［Ｔ（ｘｋ－１２Ｔ′（ｘ
ｋ）Ｔ（ｘｋ））］　ｋ＝０，１，２，… （５）

并设　 φ（ｘ）＝ｘ－１２Ｔ′（ｘ）
［Ｔ（ｘ）－ｙ］ （６）

当误差水平δ≠０时，则有

φ（ｘδｋ）＝ｘδｋ－
１
２Ｔ′（ｘ

δ
ｋ）
［Ｔ（ｘδｋ）－ｙδ］ （７）

ｘδｋ＋１＝ｘδｋ－Ｔ′（φ（ｘδｋ）［Ｔ（φ（ｘδｋ）－ｙδ］　ｋ＝０，１，２，… （８）

显然，迭代式（７）和（８）的形式类似于经典的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭
代法，分析了方法的收敛性，并证明了方法的稳定性及收敛率为

Ｏ（δ２／３）。２００８年，Ｗａｎｇ等人［１３］考虑一般情况，对于初值问题：

ｘ（ｔ）＝－Ｔ′（ｘ（ｔ））（Ｔ（ｘ（ｔ））－ｙ）　ｘ（０）＝ｘ０

添加某一修正项－α（ｔ）（ｘ（ｔ）－ζ），对此连续型问题，用步长
为１的欧拉方法得到修正的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法式（４），同样地，
用步长为１的二阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法，则得到修正的 ＲＫ型修
正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法，即当ｘδ０＝ｘ０时，有以下迭代过程：

ｘδｋ＋１＝ｘδｋ－Ｔ′（ｚδｋ）（Ｔ（ｚδｋ）－ｙδ）－αｋ（ｚδｋ－ζ）

ｚδｋ＝ｘδｋ－
１
２Ｔ′（ｘ

δ
ｋ）
（Ｔ（ｘδｋ）－ｙδ）－

１
２αｋ（ｘ

δ
ｋ－ζ）　ｋ＝０，１，…

并且分析方法的收敛性，与Ｓｃｈｅｒｚｅｒ所提出的方法相比，该方法
稳定且大范围收敛，但不足之处是在该方法的每一步迭代过程

中，都需要计算算子的两次 Ｆｒｅｃｈéｔ导数。２００９年，Ｗａｎｇ等
人［１４］又以三阶的中点 Ｎｅｗｔｏｎ法［１５］为基础，将 Ｎｅｗｔｏｎ法中
Ｔ′（·）－１改写为Ｔ′（·），提出了一个隐式的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ方法：

ｘδｋ＋１＝ｘδｋ－ｈＴ′（
１
２（ｘ

δ
ｋ＋ｘδｋ））（Ｔ（ｘδｋ）－ｙδ）　ｋ＝０，１，…

这里假定：（ａ）算子 Ｔ在 ｘ的开领域 ΩＤ（Ｔ）内满足算
子的非线性条件式（２），而且保证了
１
１＋η‖

Ｔ′（ｘ）（ｘ－珓ｘ）‖≤‖Ｔ（ｘ）－Ｔ（珓ｘ）‖≤ １
１－η‖

Ｔ′（ｘ）（ｘ－珓ｘ）‖ （９）

其中０＜η＜１２；（ｂ）Ｔ′满足算子的有界性以及在 Ω内是一致

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的；（ｃ）初值 ｘ０足够接近于真解 ｘ。则当误差

水平δ＝０时，序列｛ｘｋ｝收敛于 ｘ；当误差水平 δ≠０时，在有
限的迭代步数内，

·４８５２· 计 算 机 应 用 研 究 第３０卷



‖Ｔ（ｘδｋ）－ｙ
δ‖≤τδ≤‖Ｔ（ｘδｋ）－ｙ

δ‖　ｋ≤ｋ －１

成立，这里τ是一个依赖于 η的整数，即 η＞１＋η１－２η
＞２。２００９

年，李景等人［１６］利用一致凸一致光滑的Ｂａｎａｃｈ空间的几何性
质，研究了 Ｂａｎａｃｈ空间中线性和非线性算子的正则 Ｌａｎｄ
ｗｅｂｅｒ迭代法，假定所测的右端数据具有扰动的情况下，得出
了此正则Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法的收敛性。２０１０年，Ｈｅｉｎ等人［１７］

在Ｂａｎａｃｈ空间中研究用修正的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法来实现非线
性算子方程的正则化，在光滑且强凸型假设条件下，给出收敛

性和稳定性结果。２０１１年，Ｘｉａｏ等人［１８］提出了非线性反问题

的一个新的ＮｅｗｔｏｎＬａｎｄｗｅｂｅｒ型迭代方法，记ｄδｋ＝ｘδｋ＋１－ｘδｋ，则

考虑迭代格式ｘδｋ＋１＝ｘδｋ＋ｄδｋ。记ｄδｎｋ＝ｄ
δ
ｎｋ－１
＋Ｔ′（ｘδｋ－１）［ｙδ－Ｔ

（ｘδｋ－１）－Ｔ′（ｘｋ－１δ）ｄ
δ
ｎｋ－１］，其中ｎｋ表示在外部ｋ迭代时的内部

迭代，从而得到ｄδｋ迭代格式：
ｄδｎｋ＝（Ｉ－Ｔ′（ｘ

δ
ｋ）
Ｔ′（ｘδｋ）ｎｋ）ｄ０＋

∑
ｎｋ－１

ｉ＝０
（Ｉ－Ｔ′（ｘδｋ）Ｔ′（ｘδｋ））ｉＴ′（ｘδｋ）（ｙδ－Ｔ（ｘδｋ））

如果ｄ０＝０，则

ｄｎｋ＝∑
ｎｋ－１

ｉ＝０
（Ｉ－Ｔ′（ｘδｋ）Ｔ′（ｘδｋ））ｉＴ′（ｘδｋ）（ｙδ－Ｔ（ｘδｋ））

如果选择ｎｋ＝１，则
ｄδｎｋ－１＝Ｔ′（ｘ

δ
ｋ）
［ｙδ－Ｔ（ｘδｋ－１）］

并在此基础上，在强非线性条件和参数选择规则下得到

ＮｅｗｔｏｎＬａｎｄｗｅｂｅｒ型迭代方法的收敛率。２０１２年，Ｌｅｉｔｏ等
人［１９］研究了病态方程的 ＬａｎｄｗｅｂｅｒＫａｃｚｍａｒｚ型正则化方法，
在Ｂａｎａｃｈ空间中，当满足一致凸性一致光滑条件下，证明该方
法的单调性结果，并建立了收敛性和稳定性结果。

"

　
0)1234546

迭代法的应用

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法是求解线性和非线性反问题的一种有效
方法，因其良好的稳定性，所以在实际生活中也具有很强的应用

价值。图像重建或者恢复是计算机工程等领域的一个很重要的

研究方向，属于一类反问题。迭代算法成为图像重建或者恢复

中的一类有效方法。对于在图像恢复问题中算子方程一般用

Ｋｆ＝ｇ （１０）

来描述。其中：ｇ是一个ｍ维向量，表示标准电容；ｆ是一个ｎ维
向量，表示标准介电常数分布；Ｋ表示ｍ行ｎ列的敏感度矩阵。
１９９０年，Ｂｉｅｍｏｎｄ等人［２０］就提出了 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代是在

图像重建或者恢复中最简单的一种迭代算法。２００３年，Ｌｉａｎｇ
等人［２１］提出自适应 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法用于模糊图像的恢复。
经典的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代在图像恢复的过程中需要不断更新参
数，收敛速度慢；而自适应 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法则在每一步迭代
过程中更新参数，选择所计算参数的最大值，而先前设定的参

数则用于下次迭代。这一种迭代法特别强调前一步迭代的速

度和后一步迭代的稳定性，与经典的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法相比，
具有较低的均方误差和平均绝对误差，以及更高的收敛率。

２００５年，Ｌｕ等人［２２］就电容层析成像图像恢复算法提出了一种

预条件Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代方法。因为求解式（１０）相当于求解
ＫＴＫｆ＝ＫＴｇ （１１）

则按照经典的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法，式（１０）即可表述为
ｆｋ＝ｆｋ－１＋τＫＴ（ｇ－Ｋｆｋ－１） （１２）

这里τ是松弛因子。为加速 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代，Ｓｔｒａｎｄ［２３］曾经提

出了预条件方法，即

ｆｋ＝ｆｋ－１＋τＤＫＴ（ｇ－Ｋｆｋ－１） （１３）

其中Ｄ表示预处理器，它有很多可能的取值，在这里简单地选
取Ｄ为一对角矩阵，对式（１３）进行奇异值分解，则得

ｆｋ＝∑
ｐ

ｊ＝１
［１－（１－τｄｊσ２ｊ）ｋ］·

ｕｊＴ·ｇ
σｊ
·ｖｊ （１４）

其中ｄｊ为Ｄ的第ｊ个对角元素。从式（１４）可得到其收敛性条

件，即对于任意的 ｊ，满足｜１－τｄｊσ
２
ｊ｜＜１，并且满足 τｄｊσ

２
ｊ的取

值小于且非常接近，才能使得算法快速收敛。

此外，１９９８年，Ｂｅｒｔｅｒｏ等人［２４］曾经还引入了一个投影算

子Ｐ：

Ｐ［ｆ（ｘ）］＝
０ ｉｆ ｆ（ｘ）＜０
ｆ（ｘ） ｉｆ ０≤ｆ（ｘ）≤１
１ ｉｆ ｆ（ｘ）










＞１

则式（１３）变形成 ｆＣｋ＝Ｐ［ｆ
Ｃ
ｋ－１＋τＤＫ

Ｔ（ｇ－ＫｆＣｋ－１）］。其中 ｆ
Ｃ
ｋ是

式（１３）中引入了投影算子 Ｐ后 ｆｋ的结果；投影算子能够使得
每一个迭代结果都能收敛于一个凸集，即对于恢复的图像一定

是非负的且具有上界。

２００６年，Ｊａｎｇ等人［２５］利用修正的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法来加
速迭代收敛率和提高图像恢复的效果。２００７年，陈至坤等
人［２６］在分析电容成像基本原理和图像重建算法的基础上，针

对Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代算法收敛速度慢的特点，提出一种基于 Ｔｉｋ
ｈｏｎｏｖ正则化算法的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法。图像重建速度与线性
反投影法相同，但在重建图像的形状、位置、面积、对测量区中

心区域及对多目标体的分辨质量较线性反投影法都有极大的

提高，对于迭代算法，确定合适的迭代终止条件仍然比较困难。

２００９年，吕小红等人［２７］利用由 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代正则化方法改
进所得到的快速收敛的迭代正则化方法，处理具有可分离点扩

散函数的图像恢复问题。该方法与传统的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代正
则化方法相比，可大大提高收敛速度，而且具体的计算中只需

要较少的存储量。２０１０年，武兰兰［２８］在 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代算法
的基础上介绍了一种基于投影射线组对称性结构改进的图像

重建代数迭代算法（ＳＢＬａｎｄｗｅｂｅｒ迭代算法）。由于投影数据
中噪声的存在，重建的图像均对投影射线的迭代顺序有一定的

依赖关系。所以，与传统的按角度分块相比，ＳＢＬａｎｄｗｅｂｅｒ迭
代算法加大了迭代前后两条射线的位置夹角度，从而提高了图

像重建效果。２０１１年，薛姣阳［２９］将 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ图像重建算法
应用于电磁层析成像（ＥＭＴ）技术中，他在研究 ＥＭＴ正问题和
逆问题、正问题的有限元仿真方法和 ＥＭＴ图像重建算法的基
础上，提出了以线性反投影（ＬＢＰ）为初值的 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ的迭代
算法，明显地改善了图像重建的效果。

此外，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代在地质、医疗、物理、信号等方面都有
很重要的作用。１９９７年，Ｂｅｒｔｅｒｏｙ等人［３０］用投影 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭
代法实现了震源时间函数的估计。２００６年，Ｂｉ等人［３１］在基于

分布源边界点法的近场声舍息理论基础上，提出采用 Ｌａｎｄ
ｗｅｂｅｒ迭代正则化方法稳定近场声全息重建过程，控制测量误
差对重建结果的影响，保证重建结果的有效性，并提出了确定

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代正则化方法中最优迭代次数的方法———辅助面
选取法，通过确定各次迭代所获得的辅助面上声压值与测量值

之间的相对误差的最小值来确定最佳迭代次数，从而达到最佳

的重建和预测效果。２００８年，李芝兰等人［３２］针对锅炉内燃烧

温度的检测，提出了基于修正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代的声学温度场重
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建算法，根据实际情况，确定了重建算法中的价值函数和迭代

步长，使得收敛速度明显提高，而且给出了不同温度场分布模

型及其重建图像和重建误差，即使是在声波发射／接收器数目
较少时，该算法仍具有较高的重建精度和抗干扰能力。２０１１
年，冯尊德等人［３３］针对ＧＰＳ定位中由于观测结构不好等原因
常常造成ＧＰＳ定位参数的最小二乘解不稳定的病态问题，提
出采用Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代正则化求解整周模糊度，并在实施过程
中提出了迭代次数的确定方法。２０１２年，杨真真等人［３４］提出

了语音重构的ＤＣＴ域加速Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代硬阈值算法，它是针
对压缩感知理论在语言信号重构过程中迭代硬阈值算法收敛

速度慢的特点，对原始语言信号进行ＤＣＴ变换，然后在ＤＣＴ域
将每一步Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代分解为矩阵计算和求解两步，通过修
改其中的矩阵计算部分实现Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代加速，最后通过迭
代硬阈值对信号作阈值处理。

#

　结束语

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法是求解线性和非线性不适定性反问题的
一种有效的方法，它具有良好的稳定性、抗噪能力强，能克服迭

代收敛速度慢的缺点，具有很好的研究价值，而且还有许多迭

代过程中所强调的细节，譬如对于迭代次数的制约等。相应

地，在实际生活中，尤其是图像重建的应用过程中，对于最大迭

代次数的限制以及修正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代中松弛因子的选取等，
譬如，在ＳＢＬａｎｄｗｅｂｅｒ［２８］迭代算法中，松弛因子λｍ取常系数，
而且随着λｍ值的变大，经 ＳＢＬａｎｄｗｅｂｅ迭代算法重建所得到
的图像与原图像的距离逐渐减小，重建图像越来越接近于原

图，即重建效果越来越好，且当 λｍ趋于２时图像重建的效果
最好，而当λｍ是一个变系数的情况，将有待于进一步研究。
因为反问题涉及社会生活的各个领域，所以，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法
或者修正Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法也相应地成为社会生活各领域、尤
其是计算机领域中解决问题的有力工具。
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