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低秩矩阵恢复算法综述
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摘　要：将鲁棒主成分分析、矩阵补全和低秩表示统称为低秩矩阵恢复，并对近年来出现的低秩矩阵恢复算法
进行了简要的综述。讨论了鲁棒主成分分析的各种优化模型及相应的迭代算法，分析了矩阵补全问题及求解它

的不精确增广拉格朗日乘子算法，介绍了低秩表示的优化模型及求解算法。最后指出了有待进一步研究的

问题。
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ｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ

　　在计算机视觉、模式识别、数据挖掘和机器学习等领域
中，常用的模型是假设相关数据存在（或近似存在）于一个低

维线性子空间中。主成分分析（ｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，
ＰＣＡ）、线性判别分析（ｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）和独
立成分分析（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＣＡ）等子空间学
习模型［１，２］就是利用这种低维性质来进行维数约简、特征提

取和噪声移除。传统的线性子空间方法对含小高斯噪声的

数据非常有效，但对含野点和稀疏噪声大的数据却非常

敏感。

在过去的几年里，基于稀疏表示的压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ
ｓｅｎｓｉｎｇ／ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓａｍｐｌｉｎｇ，ＣＳ）［３，４］在理论上取得了重要的进
展，这些进展促使稀疏表示成为一种更加有效和流行的数据表

示方式。与传统的子空间学习模型相比，稀疏表示对含野点和

稀疏噪声大的数据更加鲁棒［５，６］。近年来，低秩矩阵恢复（ｌｏｗ
ｒａｎｋｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙ，ＬＲＭＲ）将向量样例的稀疏表示推广到矩
阵的低秩情形，它已成为继ＣＳ之后又一种重要的数据获取和
表示方式。ＬＲＭＲ先将数据矩阵表示为低秩矩阵与稀疏噪声
矩阵之和，再通过求解核范数优化问题来恢复低秩矩阵。目

前，ＬＲＭＲ主要由鲁棒主成分分析（ｒｏｂｕｓｔＰＣＡ，ＲＰＣＡ）［７～９］、矩
阵补全（ｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ，ＭＣ）［１０，１１］和低秩表示（ｌｏｗｒａｎｋｒｅｐ
ｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＬＲＲ）［１２～１４］等三类模型组成。

!

　预备知识

定义１　向量ｐ范数。向量ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）
Ｔ∈Ｒｎ×１的

ｐ范数为‖ａ‖ｐ＝ ∑
ｎ
ｉ＝１ ａｉ( )ｐ １／ｐ，其中ｐ＞０。

特殊地，当ｐ＝１时，‖ａ‖１＝∑
ｎ
ｉ＝１ ａｉ；当ｐ＝２时，‖ａ‖２＝

∑ｎ
ｉ＝１ａ

２
槡 ｉ。此外，规定‖ａ‖０为向量 ａ的非零元素的个数，
‖ａ‖∞ ＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

ａｉ。

定义２　矩阵的内积。对于两个同型的ｍ×ｎ维实矩阵Ａ
和Ｂ，它们的内积为〈Ａ，Ｂ〉＝∑ｍ

ｉ＝１∑
ｎ
ｊ＝１ａｉｊｂｉｊ。

定义３　矩阵的范数。矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ∈Ｒ
ｍ×ｎ的 Ｆｒｏｂｅ

ｎｉｕｓ范数为‖Ａ‖Ｆ＝ ∑ｍ
ｉ＝１∑

ｎ
ｊ＝１ａ

２
槡 ｉｊ，０范数‖Ａ‖０为矩阵 Ａ

的非零元素的个数，∞范数为‖Ａ‖∞ ＝ｍａｘｉ，ｊ ａｉｊ，（１，１）范数

为‖Ａ‖１，１＝∑
ｍ
ｉ＝１∑

ｎ
ｊ＝１ ａｉｊ，（２，１）范数为‖Ａ‖２，１＝∑

ｎ
ｊ＝１

∑ｍ
ｉ＝１ａ

２
槡 ｉｊ。

定理１　矩阵奇异值分解。矩阵Ａ∈Ｒｍ×ｎ，它的奇异值分
解（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）为

Ａ＝ＵＳＶＴ＝Ｕ
Σｒ ０








０ ０
ＶＴ （１）

其中：Ｕ∈Ｒｍ×ｍ和 Ｖ∈Ｒｎ×ｎ均为正交矩阵，对角矩阵Σｒ＝ｄｉａｇ
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（σ１，σ２，…，σｒ）∈Ｒ
ｒ×ｒ，且其对角线元素满足 σ１≥σ２≥…≥

σｒ＞０。
显然矩阵Ａ的秩为ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ。记Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ），

Ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），则式（１）可重新表示为
Ａ＝∑ｒｉ＝１σｉｕｉｖＴｉ （２）

ｕｉ和ｖｉ分别为奇异值 σｉ对应的左奇异向量和右奇异向量。

易知‖Ａ‖Ｆ＝ ∑ｒ
ｉ＝１σ

２
槡 ｉ，矩阵Ａ在Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数意义下的最

优秩ｒ０逼近为Ａｒ０＝∑
ｒ０
ｉ＝１σｉｕｉｖ

Ｔ
ｉ，且‖Ａ－Ａｒ０‖

２
Ｆ＝∑

ｒ
ｉ＝ｒ０＋１σ

２
ｉ，

其中ｒ０＜ｒ。
矩阵Ａ的谱范数定义为‖Ａ‖２＝σ１，核范数

［１５］定义为

‖Ａ‖ ＝ｍａｘＵ，Ｖ｛ｔｒａｃｅ（Ｕ
ＴＡＶ）：ＵＴＵ＝Ｉｍ，ＶＴＶ＝Ｉｎ｝ （３）

其中：Ｉｍ表示ｍ阶单位矩阵；ｔｒａｃｅ（·）表示矩阵的求迹算子。容
易证明矩阵Ａ的核范数可用它的奇异值来表示，即‖Ａ‖ ＝

∑ｒ
ｉ＝１σｉ，且当Ａ满足‖Ａ‖２≤１时，此范数是ｒａｎｋ（Ａ）的包络。

下面引入矩阵的三种算子。

令Ｑ＝（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ）为ｍ×ｎ维实矩阵，则优化问题
ｍｉｎ
Ｘ
　ε‖Ｘ‖１，１＋‖Ｘ－Ｑ‖２Ｆ／２ （４）

的最优解为Ｘ ＝Ｓε（Ｑ），它的第（ｉ，ｊ）元素为ｍａｘ（｜ｑｉｊ｜－ε，０）
ｓｇｎ（ｑｉｊ），其中参数 ε＞０

［８］。易验证 Ｓε（Ｑ）＝εＳ１（Ｑ／ε）。若
将优化问题式（４）中的（１，１）范数替换成核范数，则有如下核
范数优化问题：

ｍｉｎ
Ｘ
　ε‖Ｘ‖ ＋‖Ｘ－Ｑ‖

２
Ｆ／２ （５）

此优化问题有闭形式解Ｘ ＝Ｄε（Ｑ），其中Ｄε（Ｑ）＝ＵＳε（∑）
ＶＴ，Ｕ∑ＶＴ为矩阵Ｑ的奇异值分解［１６］。显然有 Ｄε（Ｑ）＝εＤ１
（Ｑ／ε）成立。若将优化问题式（４）中的（１，１）范数替换成（２，
１）范数，则得优化问题：

ｍｉｎ
Ｘ
　ε‖Ｘ‖２，１＋‖Ｘ－Ｑ‖２Ｆ／２ （６）

记上述优化问题的最优解为 Ｘ ＝Ｔε（Ｑ）
［１２］。当 ε＜‖ｑｉ‖２

时，Ｔε（Ｑ）的第ｉ列为（１－ε／‖ｑｉ‖２）ｑｉ；否则，Ｔε（Ｑ）的第 ｉ
列为零向量。

"

　鲁棒主成分分析

在许多实际应用中，所给定的数据矩阵Ｄ∈Ｒｍ×ｎ往往是低
秩或近似低秩的。为了恢复矩阵Ｄ的低秩结构，可将矩阵Ｄ分
解为两个矩阵之和，即Ｄ＝Ａ＋Ｅ，其中矩阵Ａ和Ｅ未知，但Ａ是
低秩的。当矩阵Ｅ的元素服从独立同分布的高斯分布时，可用
经典的ＰＣＡ来获得最优的矩阵Ａ，即求解下列最优化问题：

ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
‖Ｅ‖Ｆ　　ｓ．ｔ．ｒａｎｋ（Ａ）≤ｒ，Ｄ＝Ａ＋Ｅ （７）

对矩阵Ｄ进行ＳＶＤ便可得到上述优化问题的最优解。但
当Ｅ为稀疏的大噪声矩阵时，ＰＣＡ不再适用。此时，恢复低秩
矩阵Ａ为一个双目标优化问题：

ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
　（ｒａｎｋ（Ａ），‖Ｅ‖０）　ｓ．ｔ．Ｄ＝Ａ＋Ｅ （８）

通过引入折中因子λ（＞０），将双目标优化问题式（８）转换为
如下的单目标优化问题：

ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
　ｒａｎｋ（Ａ）＋λ‖Ｅ‖０　ｓ．ｔ．Ａ＋Ｅ＝Ｄ （９）

优化问题式（９）是ＮＰ难的，因此需要对此优化问题的目
标函数进行松弛。由于矩阵的核范数是矩阵秩的包络，矩阵的

（１，１）范数是０范数的凸包，故将问题式（９）松驰到如下凸优
化问题：

ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１　ｓ．ｔ．　Ａ＋Ｅ＝Ｄ （１０）

在实际计算中，文献［８］建议取λ＝１／ ｍａｘ（ｍ，ｎ槡 ）。优化

问题式（１０）也称为鲁棒主成分分析。下面简要介绍求解 ＲＰ
ＣＡ的几种主要的算法。

"


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　迭代阈值算法［
#$!%$!&

］

将最优化问题式（１０）正则化，便得到优化问题：
ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
　‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１＋μ（‖Ａ‖

２
Ｆ＋‖Ｅ‖２Ｆ）／２

ｓ．ｔ．Ａ＋Ｅ＝Ｄ （１１）

其中：参数μ为比较小的正数。优化问题式（１１）的拉格朗日
（Ｌａｇｒａｎｇｅ）函数为

Ｌ（Ａ，Ｅ，Ｙ）＝‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１＋

μ（‖Ａ‖２Ｆ＋‖Ｅ‖２Ｆ）／２＋〈Ｙ，Ｄ－Ａ－Ｅ〉 （１２）

使用迭代阈值算法（ｉｔｅｒａｔｉｖｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＴ）交替更新矩
阵Ａ、Ｅ和Ｙ。当Ｅ＝Ｅｋ，Ｙ＝Ｙｋ时，

Ａｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＡ Ｌ（Ａ，Ｅｋ，Ｙｋ）＝ａｒｇｍｉｎＡ ‖Ａ‖／μ＋

‖Ａ－Ｙｋ／μ‖２Ｆ／２＝Ｄ１／μ（Ｙｋ／μ）＝μ
－１Ｄ１（Ｙｋ） （１３）

当Ａ＝Ａｋ＋１，Ｙ＝Ｙｋ时，
Ｅｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＥ Ｌ（Ａｋ＋１，Ｅ，Ｙｋ）＝ａｒｇｍｉｎＥ λ‖Ｅ‖１，１／μ＋

‖Ｅ－Ｙｋ／μ‖２Ｆ／２＝Ｓλ／μ（Ｙｋ／μ）＝μ
－１Ｓλ（Ｙｋ） （１４）

当Ａ＝Ａｋ＋１，Ｅ＝Ｅｋ＋１时，
Ｙｋ＋１＝Ｙｋ＋δｋ（Ｄ－Ａｋ＋１－Ｅｋ＋１） （１５）

其中：步长δｋ满足０＜δｋ＜１。
ＩＴ算法的迭代式形式简单且收敛，但它的收敛速度比较

慢，且难以选取合适的步长δｋ
［１８］。因此，ＩＴ算法具有有限的应

用范围。

"


"

　加速近端梯度算法［
!'

］

将优化问题式（１０）的等式约束松弛到目标函数中，得到
如下的拉格朗日函数：

Ｌ（Ａ，Ｅ，μ）＝μ（‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１）＋‖Ｄ－Ａ－Ｅ‖
２
Ｆ／２（１６）

基于式（１６），文献［１９］提出使用加速近端梯度算法（ａｃｃｅｌｅｒ
ａｔｅｄｐｒｏｘｉｍａｌｇｒａｄｉｅｎｔ，ＡＰＧ）求解优化问题式（１０）。

记ｇ（Ａ，Ｅ，μ）＝μ（‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１），ｆ（Ａ，Ｅ）＝‖Ｄ－
Ａ－Ｅ‖２

Ｆ／２，于是Ｌ（Ａ，Ｅ，μ）＝ｇ（Ａ，Ｅ，μ）＋ｆ（Ａ，Ｅ）。函数 ｇ
（Ａ，Ｅ，μ）不可微，而ｆ（Ａ，Ｅ）光滑且具有李普希兹（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ）
连续梯度，即存在Ｌｆ＞０，使得

‖ｆ（Ａ，Ｅ）－ｆ（Ａ
～
，Ｅ
～
）‖Ｆ≤Ｌｆ‖（Ａ－Ａ

～
，Ｅ－Ｅ

～
）‖Ｆ

其中：ｆ（Ａ，Ｅ）表示函数 ｆ（Ａ，Ｅ）关于矩阵变量 Ａ和 Ｅ的
Ｆｒéｃｈｅｔ梯度。此处取Ｌｆ＝２。

对于给定的与Ｄ同型的两个矩阵ＹＡ和ＹＥ，作Ｌ（Ａ，Ｅ，μ）
的部分二次逼近：

Ｑ（Ａ，Ｅ，μ，ＹＡ，ＹＥ）＝ｇ（Ａ，Ｅ，μ）＋ｆ（ＹＡ，ＹＥ）＋

〈ｆ（ＹＡ，ＹＥ），（Ａ－ＹＡ，Ｅ－ＹＥ〉＋Ｌｆ‖（Ａ－ＹＡ，Ｅ－ＹＥ）‖２Ｆ／２＝

ｇ（Ａ，Ｅ，μ）＋ｆ（ＹＡ，ＹＥ）＋〈ＹＡ－（Ｄ－ＹＥ），Ａ－ＹＡ〉＋

〈ＹＥ－（Ｄ－ＹＡ），Ｅ－ＹＥ〉＋Ｌｆ‖Ａ－ＹＡ‖２Ｆ／２＋Ｌｆ‖Ｅ－ＹＥ‖２Ｆ／２

（１７）

当Ｅ＝Ｅｋ，ＹＡ＝Ｙ
ｋ
Ａ，ＹＥ＝Ｙ

ｋ
Ｅ，μ＝μｋ时，

Ａｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＡ Ｑ（Ａ，Ｅｋ，μｋ，Ｙ
ｋ
Ａ，ＹｋＥ）＝ａｒｇｍｉｎＡ μｋ‖Ａ‖ ＋

〈ＹｋＡ－（Ｄ－ＹｋＥ），Ａ〉＋Ｌｆ‖Ａ－ＹｋＡ‖２Ｆ／２＝

ａｒｇｍｉｎ
Ａ
μｋ‖Ａ‖ ＋Ｌｆ‖Ａ－（Ｙ

ｋ
Ａ＋（Ｄ－ＹｋＡ－ＹｋＥ）／Ｌｆ）‖２Ｆ／２＝

Ｄμｋ／Ｌｆ（Ｙ
ｋ
Ａ＋（Ｄ－ＹｋＡ－ＹｋＥ）／Ｌｆ） （１８）

类似地，当Ａ＝Ａｋ＋１，ＹＡ＝Ｙ
ｋ
Ａ，ＹＥ＝Ｙ

ｋ
Ｅ，μ＝μｋ时，

Ｅｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＥ Ｑ（Ａｋ＋１，Ｅ，μｋ，Ｙ
ｋ
Ａ，ＹｋＥ）＝
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Ｄμｋ／Ｌｆ（Ｙ
ｋ
Ｅ＋（Ｄ－ＹｋＡ－ＹｋＥ）／Ｌｆ） （１９）

为了得到更新ＹＡ和ＹＥ时的步长，需先确定参数ｔｋ＋１：
ｔｋ＋１＝ １＋ １＋４ｔ２槡 ｋ( )　／２ （２０）

于是ＹＡ和ＹＥ的迭代更新公式为
Ｙｋ＋１Ａ ＝Ａｋ＋（ｔｋ－１）（Ａｋ－Ａｋ＋１）／ｔｋ＋１ （２１）

Ｙｋ＋１Ｅ ＝Ｅｋ＋（ｔｋ－１）（Ｅｋ－Ｅｋ＋１）／ｔｋ＋１ （２２）

参数μ的迭代公式为
μｋ＋１＝ｍａｘ（ημｋ，珘μ） （２３）

其中：珘μ为事先给定的正数；０＜η＜１。
尽管ＡＰＧ与ＩＴ算法类似，但它却大大降低了迭代次数。

"


(

　对偶方法［
!'

］

由于核范数的对偶范数为谱范数，所以优化问题式（１０）
的对偶问题为

ｍａｘ
Ｙ
〈Ｄ，Ｙ〉　ｓ．ｔ．Ｊ（Ｙ）≤１ （２４）

其中：Ｊ（Ｙ）＝ｍａｘ（‖Ｙ‖２，｜Ｙ｜∞）；｜·｜∞表示矩阵元素绝对
值最大的值。当优化问题式（２４）取得最优值 Ｙ时，必定满足
Ｊ（Ｙ）＝１，即此优化问题等价于

ｍａｘ
Ｙ
〈Ｄ，Ｙ〉　ｓ．ｔ．Ｊ（Ｙ）＝１ （２５）

上述优化问题是非线性、非光滑的，可以使用最速上升法

求解。当Ｙ＝Ｙｋ时，定义正规锥 Ｎ（Ｙｋ）＝｛ａＸ：ａ≥０，Ｘ∈Ｊ
（Ｙｋ）｝，其中Ｊ（·）表示函数 Ｊ（·）的次梯度。此时，优化问
题式（２５）的最速上升方向为 Ｗｋ＝Ｄ－Ｄｋ，其中 Ｄｋ为 Ｄ在 Ｎ
（Ｙｋ）上的投影。使用线性搜索方法确定步长大小：

δｋ＝ａｒｇｍａｘ
δ≥０
〈Ｄ，（Ｙｋ＋δＷｋ）／Ｊ（Ｙｋ＋δＷｋ）〉 （２６）

于是Ｙｋ的更新过程为
Ｙｋ＋１＝（Ｙｋ＋δｋＷｋ）／Ｊ（Ｙｋ＋δｋＷｋ） （２７）

上述方法称为对偶方法（ＤＵＡＬ），它比ＡＰＧ算法具有更好
的可扩展性，这是因为在每次迭代过程中对偶方法不需要矩阵

的完全奇异值分解。

"


)

　增广拉格朗日乘子法

文献［１８］使用增广拉格朗日乘子法（ａｕｇｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｅ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＬＭ）求解优化问题式（１０）。构造增广拉格朗日
函数：

Ｌ（Ａ，Ｅ，Ｙ，μ）＝‖Ａ‖ ＋λ‖Ｅ‖１，１＋

〈Ｙ，Ｄ－Ａ－Ｅ〉＋μ‖Ｄ－Ａ－Ｅ‖２Ｆ／２ （２８）

当Ｙ＝Ｙｋ，μ＝μｋ，使用交替式方法求解块优化问题ｍｉｎＡ，ＥＬ（Ａ，Ｅ，

Ｙｋ，μｋ）。
使用精确拉格朗日乘子法（ｅｘａｃｔＡＬＭ，ＥＡＬＭ）交替迭代

矩阵Ａ和Ｅ，直到满足终止条件为止。若Ｅ＝Ｅｊ
ｋ＋１，则

Ａｊ＋１ｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＡ Ｌ（Ａ，Ｅ
ｊ
ｋ＋１，Ｙｋ，μｋ）＝

ａｒｇｍｉｎ
Ａ
‖Ａ‖ ＋μｋ‖Ａ－（Ｄ－Ｅ

ｊ
ｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ）‖２Ｆ／２＝

Ｄ１／μｋ（Ｄ－Ｅ
ｊ
ｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ） （２９）

再根据得到的Ａｊ＋１ｋ＋１更新矩阵Ｅ：
Ｅｊ＋１ｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＥ Ｌ（Ａ

ｊ＋１
ｋ＋１，Ｅ，Ｙｋ，μｋ）＝

ａｒｇｍｉｎ
Ｅ
λ‖Ｅ‖１，１＋μｋ‖Ｅ－（Ｄ－Ａｊ＋１ｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ）‖２Ｆ／２＝

Ｓλ／μｋ（Ｄ－Ａ
ｊ＋１
ｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ） （３０）

记Ａｊ＋１ｋ＋１、Ｅ
ｊ＋１
ｋ＋１分别收敛于Ａｋ＋１、Ｅｋ＋１，则矩阵Ｙ的更新公式为

Ｙｋ＋１＝Ｙｋ＋μｋ（Ｄ－Ａｋ＋１－Ｅｋ＋１） （３１）

最后更新参数μ：

μｋ＋１＝
ρμｋ　若μｋ‖Ｅｋ＋１－Ｅｋ‖Ｆ／‖Ｄ‖Ｆ＜ε

μｋ{ 否则
（３２）

其中：ρ＞１为常数；ε＞０为比较小的正数。
不精确拉格朗日乘子法（ｉｎｅｘａｃｔＡＬＭ，ＩＡＬＭ）改善了

ＥＡＬＭ，它不需要求ｍｉｎ
Ａ，Ｅ
Ｌ（Ａ，Ｅ，Ｙｋ，μｋ）的精确解，即矩阵 Ａ和

Ｅ的迭代更新公式为
Ａｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＡ Ｌ（Ａ，Ｅｋ＋１，Ｙｋ，μｋ）＝

Ｄ１／μｋ（Ｄ－Ｅｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ） （３３）

Ｅｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＥ Ｌ（Ａｋ＋１，Ｅ，Ｙｋ，μｋ）＝

Ｓλ／μｋ（Ｄ－Ａｋ＋１＋Ｙｋ／μｋ） （３４）

ＩＡＬＭ也称为交替方向方法（ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ，
ＡＤＭ）［２０］。

数值实验证实ＡＬＭ算法比ＡＰＧ算法快很多，而且它可以
达到较高的精度，需要较低的存储空间［１８］。下面考虑将ＲＰＣＡ
应用到 Ｌｏｂｂｙ视频（ｈｔｔｐ：／／ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎ．ｉｚｒ．ａｓｔａｒ．ｅｄｕ．ｓｇ／ｂｋ＿
ｍｏｄｅｌ／ｂｋ＿ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ）的背景建模中［２１］。在 Ｌｏｂｂｙ视频中，有
几次剧烈的照明变化，这里仅考虑其中前２００帧灰度图像序
列，而每帧图像的分辨率为１２８×１６０。这些图像组成的数据
矩阵Ｄ的维数为２０４８０×２００。使用ＩＡＬＭ算法对矩阵Ｄ进行
低秩恢复，部分实验结果如图１所示。

图１中，（ａ）给出了Ｌｏｂｂｙ视频中的两帧原始图像，（ｂ）为
相应的低秩图像，（ｃ）为稀疏的背景图像。从图１可以看出，
低秩图像正确识别出了主要的照明背景，同时稀疏成分对应场

景中人的移动。

(

　矩阵补全

当数据矩阵Ｄ含丢失元素时，可根据矩阵的低秩结构来
恢复矩阵的所有元素，称此恢复过程为矩阵补全（ＭＣ）。
Ｃａｎｄèｓ等人［１０，１１］证明了当矩阵的奇异值及采样数目满足一定

的条件时，大多数低秩矩阵可以通过求解简单的凸优化问题

（即半定规划）而以较大的概率近乎完美地恢复。文献［２２～
２４］对ＭＣ的理论与算法作了进一步探讨。

记Ω为集合［ｍ］×［ｎ］的子集，这里［ｍ］表示集合｛１，
２，…，ｍ｝。ＭＣ的原始模型可描述为如下的优化问题：

ｍｉｎ
Ａ
ｒａｎｋ（Ａ）　ｓ．ｔ．ＰΩ（Ａ）＝ＰΩ（Ｄ） （３５）

其中：ＰΩ：Ｒ
ｍ×ｎ→Ｒｍ×ｎ为一线性投影算子，即

ＰΩ（Ｄｉｊ）＝
Ｄｉｊ　（ｉ，ｊ）∈Ω

０ （ｉ，ｊ）{ Ω
（３６）

为了便于求解优化问题式（３５），将矩阵的秩松弛到矩阵
的核范数，即得到凸优化问题：

ｍｉｎ
Ａ
‖Ａ‖　ｓ．ｔ．ＰΩ（Ａ）＝ＰΩ（Ｄ） （３７）

上述优化问题等价于半定规划问题：
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ｍｉｎ
Ａ
（〈Ｗ１，Ｉｍ〉＋〈Ｗ２，Ｉｎ〉）／２

ｓ．ｔ．　ＰΩ（Ａ）＝ＰΩ（Ｄ），
Ｗ１ Ａ

ＡＴ Ｗ









２
０ （３８）

其中：为半正定符号。内点算法是求解半定规划的主要算
法，但其计算复杂度高达 Ｏ（ｐ（ｍ＋ｎ）３＋ｐ２（ｍ＋ｎ）２＋ｐ３），这
里ｐ表示矩阵Ｄ的观测元素的数目。现有的求解半定规划的
ＳＤＰＴ３、ＳｅＤｕＭｉ和ＣＶＸ等软件包能求解的矩阵维数一般不超
过１００×１００维，因此半定规划模型不适用于较大维数的矩阵。
由于 ＭＣ是 ＬＲＭＲ的特例，可将 ＬＲＭＲ的 ＩＡＬＭ算法应用到
ＭＣ问题上。

将优化问题式（３７）重新表示为
ｍｉｎ
Ａ
‖Ａ‖ｓ．ｔ．　Ａ＋Ｅ＝Ｄ，ＰΩ（Ｅ）＝０ （３９）

于是构造上述问题的部分增广拉格朗日函数为

Ｌ（Ａ，Ｅ，Ｙ，μ）＝‖Ａ‖ ＋〈Ｙ，Ｄ－Ａ－Ｅ〉＋μ‖Ｄ－Ａ－Ｅ‖
２
Ｆ／２（４０）

当Ｅ＝Ｅｋ，Ｙ＝Ｙｋ，μ＝μｋ时，
Ａｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＡ Ｌ（Ａ，Ｅｋ，Ｙｋ，μｋ）＝Ｄ１／μｋ（Ｄ－Ｅｋ＋Ｙｋ／μｋ） （４１）

当Ａ＝Ａｋ＋１，Ｙ＝Ｙｋ，μ＝μｋ时，
Ｅｋ＋１＝ａｒｇ ｍｉｎ

ＰΩ（Ｅ）＝０
Ｌ（Ａｋ＋１，Ｅ，Ｙｋ，μｋ）＝

ＰΩ（Ｄ－Ａｋ＋１－Ｙｋ／μｋ） （４２）

根据Ａｋ＋１和Ｅｋ＋１更新Ｙ：
Ｙｋ＋１＝Ｙｋ＋μｋ（Ｄ－Ａｋ＋１－Ｅｋ＋１） （４３）

最后更新μ为μｋ＋１＝ｍａｘ（ημｋ，珘μ）。
在Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ视频（ｈｔｔｐ：／／ｒｅｓｅａｒｃｈ．ｍｉｃｒｏｓｏｆｔ．ｃｏｍ／ｅｎｕｓ／ｕｍ／

ｐｅｏｐｌｅ／ｊｃｋｒｕｍｍ／ｗａｌｌｆｌｏｗｅｒ／ｔｅｓｔｉｍａｇｅｓ．ｈｔｍ）中进行矩阵补全实
验。考虑图像序列的前２００帧，每帧图像的分辨率为１２０×１６０，
则图像集合组成的数据矩阵Ｄ的维数为１９２００×２００。对于矩
阵Ｄ，每个元素以０．３的概率随机丢失。使用 ＩＡＬＭ算法对不
完全矩阵进行低秩恢复，部分实验结果如图２所示。

图２中，（ａ）为含丢失元素的原始图像，其中丢失元素用
白色像素表示；（ｂ）和（ｃ）分别表示使用 ＩＡＬＭ算法得到的低
秩图像和稀疏成分。从图２（ｂ）（ｃ）可以看出，丢失元素并不影
响矩阵的低秩恢复，低秩成分正确地识别出了餐馆的背景，而

稀疏成分则反映出了人们的活动。

)

　低秩表示

低秩矩阵表示（ＬＲＲ）是将数据集矩阵 Ｄ表示成字典矩阵
Ｂ（也称为基矩阵）下的线性组合，即 Ｄ＝ＢＺ，并希望线性组合
系数矩阵Ｚ是低秩的［１２］。为此，需要求解下列优化问题：

ｍｉｎ
Ｚ
ｒａｎｋ（Ｚ）　ｓ．ｔ．Ｄ＝ＢＺ （４４）

将优化问题式（４４）进行凸松弛，得到
ｍｉｎ
Ｚ
‖Ｚ‖　ｓ．ｔ．Ｄ＝ＢＺ （４５）

若选取数据集Ｄ本身作为字典，则有

ｍｉｎ
Ｚ
‖Ｚ‖　ｓ．ｔ．Ｄ＝ＤＺ （４６）

为了对噪声和野点更加鲁棒，一个更合理的模型为

ｍｉｎ
Ｚ，Ｅ
‖Ｚ‖ ＋λ‖Ｅ‖２，１　ｓ．ｔ．Ｄ＝ＤＺ＋Ｅ （４７）

在求解优化问题式（４７）时，引入新的矩阵 Ｘ，即此优化问
题等价于

ｍｉｎ
Ｚ，Ｅ，Ｘ
‖Ｘ‖ ＋λ‖Ｅ‖２，１　ｓ．ｔ．Ｄ＝ＤＺ＋Ｅ，Ｚ＝Ｘ （４８）

构造上述优化问题的增广拉格朗日乘子函数为

Ｌ（Ｚ，Ｅ，Ｘ，Ｙ１，Ｙ２，μ）＝‖Ｘ‖ ＋λ‖Ｅ‖２，１＋〈Ｙ１，Ｄ－ＤＺ－Ｅ〉＋

〈Ｙ２，Ｚ－Ｘ〉＋μ（‖Ｄ－ＤＺ－Ｅ‖２Ｆ＋‖Ｚ－Ｘ‖２Ｆ）／２ （４９）

当Ｚ＝Ｚｋ，Ｅ＝Ｅｋ，Ｙ１＝Ｙ
ｋ
１，Ｙ２＝Ｙ

ｋ
２，μ＝μｋ时，Ｘ的更新公

式为

Ｘｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＸ ‖Ｘ‖／μｋ＋‖Ｘ－（Ｚｋ＋Ｙ
ｋ
２／μｋ）‖２Ｆ／２＝

Ｄ１／μｋ（Ｚｋ＋Ｙ
ｋ
２／μｋ） （５０）

Ｚ的更新公式为
Ｚｋ＋１＝（Ｉｎ＋ＤＴＤ）－１（ＤＴＤ－ＤＴＥｋ＋Ｘｋ＋１＋

（ＤＴＹｋ１－Ｙｋ２）／μｋ） （５１）

Ｅ的更新公式为
Ｅｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎＥ λ‖Ｅ‖２，１／μｋ＋‖Ｅ－（Ｄ－ＤＺｋ＋１＋Ｙ

ｋ
１／μｋ）‖２Ｆ／２＝

Ｔλ／μｋ（Ｄ－ＤＺｋ＋１＋Ｙ
ｋ
１／μｋ） （５２）

拉格朗日乘子的迭代公式为

Ｙｋ＋１１ ＝Ｙｋ１＋μｋ（Ｄ－ＤＺｋ＋１－Ｅｋ＋１） （５３）

Ｙｋ＋１２ ＝Ｙｋ２＋μｋ（Ｚｋ＋１－Ｘｋ＋１） （５４）

参数μ的更新式为μｋ＋１＝ｍａｘ（ημｋ，珘μ）。
下面在人工数据集上进行实验。随机生成正交矩阵Ｕ１∈

Ｒ１００×４和旋转矩阵Ｔ∈Ｒ１００×１００。再由 Ｕ１和 Ｔ可构造四个正交
矩阵：Ｕｉ＋１＝ＴＵｉ，ｉ＝１，２，３，４。以 Ｕｉ的列向量为基，可构造出
２０个数据向量Ｘｉ＋１＝ＵｉＱｉ，ｉ＝１，…，５，其中 Ｑｉ∈Ｒ

４×２０的各元

素是由相互独立的标准正态分布随机生成。记 Ｘ＝［Ｘ１，…，
Ｘ５］，随机选取Ｘ的２０个列向量，对所选取的列向量ｘ的每个
元素添加均值为０、标准差为 ０．１‖ｘ‖２的高斯噪声。使用

ＬＲＲ方法得到低秩表示矩阵Ｚ，根据Ｚ可构造相似度矩阵Ｓ＝
（Ｓｉｊ）１００×１００，其中Ｓｉｊ＝（｜Ｚｉｊ｜＋｜Ｚｊｉ｜）／２。文献［１４］提出了构造
相似度矩阵的另外一种方式：先对矩阵 Ｚ进行 ＳＶＤ，即 Ｚ＝

ＵΣＶＴ；再构造矩阵Ｕ
～
＝Ｕ（Σ）１／２；最后得到相似度矩阵 Ｓ＝

Ｕ
～
Ｕ
～
　Ｔ。本文选取第一种相似度构造方式，实验结果如图３所示。
图３依次绘出了相似度矩阵、原始噪声矩阵和恢复噪声矩

阵。从图３（ａ）可以看出，相似度矩阵的块效应非常显著，这与
给定的五个子空间相吻合。通过比较（ｂ）和（ｃ）可以看出，
ＬＲＲ方法近乎完美地恢复了噪声。此实验说明ＬＲＲ在具有良
好的去噪性能的同时，还对子空间分割具有鲁棒性。

*

　结束语

本文简要综述了低秩矩阵恢复的各种优化模型及相应的算

法。对于鲁棒主成分分析，系统地总结了迭代阈值算法、加速近

端梯度算法、对偶算法和增广拉格朗日乘子法，并评价了这些算
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法的优缺点；对于矩阵补全问题，探讨了它的优化模型，分析了

求解此模型的增广拉格朗日乘子法；最后讨论了矩阵的低秩表

示模型，并列出了相应的迭代算法。本文使用的部分ＭＡＴＬＡＢ
代码来自 ｈｔｔｐ：／／ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎ．ｃｓｌ．ｉｌｌｉｎｏｉｓ．ｅｄｕ／ｍａｔｒｉｘｒａｎｋ／ｈｏｍｅ．
ｈｔｍｌ。低秩矩阵恢复在理论上还不完善，在实际应用中还不成
熟。因此，对低秩矩阵恢复的研究仍将是未来的一个研究热

点，下面的几个方向在今后的研究中值得关注。

ａ）对可扩展快速算法的研究。随着计算机与传感器技术
的快速发展，人们面对的数据往往具有规模大、维数高的特点，

设计快速、高效的算法是当前迫切需要的。为了提高算法的性

能，需要建立更优的模型。此外在现有的算法中，矩阵奇异值

分解是最耗时的，因此设计部分奇异值分解算法将大大提高算

法的速度。

ｂ）将低秩矩阵恢复推广到高阶张量情形［２５～２８］。在实际

应用中，图像和视频等数据具有多线性性，在使用传统的数据

处理方法时需先将它们表示为向量，这种向量化破坏了原始数

据固有的空时结构。而低秩张量恢复能充分利用数据的空时

结构，它比低秩矩阵恢复具有更好的性能。对于低秩张量恢

复，模型建立与算法设计仍值得进一步研究。

ｃ）对低秩矩阵恢复模型的研究。根据实际问题的需要，
构造相应的低秩恢复模型。如在鲁棒主成分分析模型中，可将

给定的数据矩阵表示为低秩矩阵、稀疏矩阵与小的稠密噪声矩

阵之和［２９］；在提取 ３Ｄ场景的低秩纹理中，考虑变换不
变性［３０］。
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