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摘　要：受现代社会选举制度启发，提出了一种新的节点免疫策略，提出的选举免疫策略按节点得票数量多少
选择节点并免疫。基于消息传递方法，给出了大规模配置模型网络上ＳＩＲ传染病模型的选举免疫策略的数学解
析，并比较了选举免疫、随机免疫、目标免疫和熟人免疫策略的效果。数学解析结果和仿真结果表明，选举免疫

能够有效控制疾病在无标度网络上的传播。
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　引言

传播现象是现实世界中一类重要的动力学过程。传染病、

流言、计算机病毒等具有相似的传播规律和动力学原理，引起

了医学、计算机学和社会学等研究者的广泛关注。目前，传播

现象通常结合复杂网络和传染病模型进行研究。复杂网络模

型用来抽象人群的社会接触，传染病模型定义传播现象的动力

学方程。传播现象对社会有重要的影响，如何预测和控制其发

展过程具有重要的意义。

复杂网络传播动力学取得了大量的研究成果。当网络规

模趋近无限时，ＰａｓｔｏｒＳａｔｏｒｒａｓ及 Ｂｏｇｕá等人［１，２］指出无标度

网络［３］的ＳＩＳ（ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅｉｎｆｅｃｔｅｄｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅ）传染病模型传播
阈值趋近于０；Ｎｅｗｍａｎ及Ｍａｙ等人［４，５］指出无标度网络的 ＳＩＲ
（ｓｕｓｃｅｐｔｉｂｌｅｉｎｆｅｃｔｅｄｒｅｍｏｖｅｄ）传染病模型传播阈值趋近于０。
人们的社会接触网络具有无标度特性，无标度网络的传播阈值

为０，从而传染病、谣言、计算机病毒等在现实世界中难以
灭绝。

控制复杂网络中的传播现象具有重要的意义。复杂网络

中ＳＩＲ模型与逾渗问题在本质上是相似的，ＳＩＲ模型中免疫节
点和逾渗问题中节点失效是对等的［４，６］。研究表明无标度网

络对随机故障具有鲁棒性，但对蓄意攻击则非常脆弱［７～１０］。

在传播模型中，随机免疫是指从网络中随机选择部分节点并将

之免疫；目标免疫是指选择度最大的部分节点进行免疫，它能

够大大降低传染病的感染规模［１１］。目标免疫需要知道网络中

各节点度的大小，然而，社会接触网络的全局结构信息通常难

以精确获得。因此，Ｃｏｈｅｎ等人［１２］提出了熟人免疫策略，即从

网络中随机选择节点，再从该节点随机选择一条边，并将该边

指向的节点免疫；由于度大的节点比度小的节点更可能被选

择，从而熟人免疫的效果优于随机免疫；熟人免疫策略只需要

知道网络的局部信息，从而相对于目标免疫更容易实施。

Ｓｔａｕｆｆｅｒ等人［１３］提出了基于启发式信息的免疫传播策略，即当

某一节点被免疫后，依据某种启发式规则（如节点的度）选择

其部分邻居免疫，该策略比较适合疫苗易于在局部复制的情

况，如计算机网络中反病毒软件的安装。Ｇａｌｌｏｓ等人［１４］研究

了改进免疫策略，即从网络中随机选择节点，然后从该节点的

邻居中随机选择性个满足以下要求的节点进行免疫：度大于该

节点；度大于某一特定值。改进免疫策略的效果接近目标免疫

策略，但其需要知道相关节点的度大小。在社会生活中，个体

往往由于利益驱动，从而会向免疫策略实施者提供对自己有利

的信息，而不是如实提供信息，如夸大自己的度从而获得更高

的免疫概率。

选举制度是现代民主社会的重要基石，目前提出了多种投
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票选举方法。通过投票选举，可以公平地从多个候选方案选择

出支持率高的方案。受选举制度的启发，本文研究了复杂网络

上ＳＩＲ模型中的选举免疫策略，初始时节点分配一定数量的选
票，然后依据某种规则投票给邻居节点，最后根据各节点得票

数量决定其是否被免疫。

!

　选举免疫策略

人们的社会接触网络一般抽象为无向网络，节点表示个

体，边表示个体之间的接触。因为个体之间的接触行为是相互

的，一般用无向边表示接触行为。社会接触网络可以表示为网

络Ｇ（Ｎ，Ｅ），其中，Ｎ代表节点集合，Ｅ代表边集合。
在ＳＩＲ传染病模型中，个体状态分为易感染态（ｓｕｓｃｅｐｔｉ

ｂｌｅ）、感染态（ｉｎｆｅｃｔｅｄ）和移除态（ｒｅｍｏｖｅｄ）三种。易感染态个
体不具有传染性，接触病原体时以某概率被感染，从而进入感

染态；感染态个体具有传染性，感染态个体以某概率康复或死

亡，不再具有传染性，即进入移除态。

选举免疫策略步骤如下：ａ）从网络中选择部分节点，记为
集合Ａ，为集合 Ａ中每个节点分配一定数量的选票；ｂ）各节点
依据某规则将选票投给自己的邻居节点；ｃ）统计各节点的得
票数量，按得票数量多少选择节点免疫。选举免疫策略的优势

一方面在于不需要完全知道网络结构的精确信息，另一方面，

在一定程度上避免了改进免疫策略［１４］中存在的问题，即各节

点往往夸大自己的度来获得免疫机会。

如果选举免疫策略在步骤 ａ）中选择的节点集合等于 Ｎ，
各节点分配到的票数等于自己的度，步骤 ｂ）中各节点向自己
的每一个邻居投一张选票，则步骤 ｃ）中各节点的得票数量等
于各自的度，从而使得该情况下的选举免疫策略等价于目标免

疫策略。如果步骤ａ）中随机选择部分节点并分配选票，步骤
ｂ）中各节点向邻居节点随机投票，步骤 ｃ）中得票数量不为０
的节点被免疫，则该情况下选举免疫策略类似于熟人免疫。

下文详细考察一类较为简单的选举免疫策略实现：ａ）从网
络中随机选择部分节点，记为集合 Ａ，各节点分配一张选票；
ｂ）节点将选票随机投给某邻居；ｃ）统计各节点的得票数量，按得
票数量多少选择节点免疫。记上述策略为简单选举免疫策略。

%

　数学解析

本章着重分析由配置模型网络［６］生成的社会接触网络中

的简单选举免疫策略。配置模型网络是一种重要的复杂网络

生成模型，其生成步骤如下：ａ）根据给定的网络规模Ｎ和度分
布ｐ（ｋ），赋予每个节点ｉ相应的度 ｋｉ；ｂ）根据每个节点 ｉ的度
ｋｉ为每个节点分配ｋｉ根辐条（从节点ｉ出发但未连接其他节点
的边）；ｃ）随机连接所有辐条，形成网络。配置网络模型能够
生成满足任意度分布的复杂网络，其节点间是否连接是随机

的，概率由节点的度决定。

%


!

　节点选票分布

在配置模型网络中，记节点度分布为ｐ（ｋ），记简单选举免
疫策略中参与投票的节点比例为 θ＝｜Ａ｜／｜Ｎ｜，则度为 ｋ的节
点得到ｖ张选票的条件概率分布为

Ｐ（ｖ｜ｋ）＝Ｃｖｋθｖ（１－θ）ｋ－ｖ （１）

随机选择一节点，其度为ｋ且得到ｖ张选票的联合概率分
布为

Ｐ（ｖ，ｋ）＝ｐ（ｋ）Ｐ（ｖ｜ｋ） （２）

随机选择一节点，其得到ｖ张选票的概率分布为
Ｐ（ｖ）＝∑

ｋ
Ｐ（ｖ，ｋ） （３）

假定得票大于ｖ的节点被免疫，则度为 ｋ的节点被免疫
的概率为

Ｕ（ｋ）＝∑
ｖ＞ｖ
Ｐ（ｖ｜ｋ） （４）

下一节将在节点免疫概率比例已知条件下对 ＳＩＲ传染病
模型进行分析求解。

%


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　感染过程解析

在ＳＩＲ传染病模型中，记易感染态个体接触病原载体时发
生疾病传播的概率密度函数为ｓ（ｔ），ｓ（ｔ）ｄｔ表示易感染态个体
开始持续接触病原载体后，在时间［ｔ，ｔ＋ｄｔ］内被疾病感染的
概率；记康复函数为ｒ（ｔ），ｒ（ｔ）ｄｔ表示感染态个体在被感染后
的时间［ｔ，ｔ＋ｄｔ］内康复的概率。ｓ（ｔ）和 ｒ（ｔ）可以是任意形式
的概率密度函数。

在感染后的时间［ｔ，ｔ＋ｄｔ］内，感染者向其处于易感染态
的邻居传播疾病的概率记为ｆ（ｔ）ｄｔ：

ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｓ（ｔ）（１－∫ｔ０ｒ（τ）ｄτ）ｄｔ＝ｓ（ｔ）∫＋∞ｔ ｒ（τ）ｄτｄｔ （５）

初始时，网络中有少量节点感染疾病，假定感染节点比例

为１－ｚ；由于实施简单选举免疫策略，度为 ｋ的其余节点以
Ｕ（ｋ）的概率被直接免疫。

在简单选举免疫策略中，节点免疫比例为ｇ和免疫临界值
为ｖ，当节点获得选票数ｖ＞ｖ时，节点被选择直接免疫，从而
得到式（６），其中Ｐ（ｖ）为节点得票数量分布。

ｇ＝ｚ∑
ｖ＞ｖ
Ｐ（ｖ） （６）

再根据式（４）可以计算出度为 ｋ的节点被免疫的概率
Ｕ（ｋ）。

在配置模型网络［６］中，随机选择一条边，该边指向度为 ｋ
节点的概率为

Ｑ（ｋ）＝ｋｐ（ｋ）／∑ｋ′ｐ（ｋ′）＝ｋｐ（ｋ）／〈ｋ〉 （７）

记Ｈｋ→（ｔ）表示从度为ｋ节点出发的一条边在 ｔ时刻内没

有传播疾病的概率，基于消息传递方法［１５］和空穴理论［１６］，如

图１（ａ）所示，可以得到
Ｈｋ→（ｔ）＝１－（１－ｚ）∫

ｔ
０ｆ（τ）ｄτ－ｚ（１－Ｕ（ｋ））∫

ｔ
０ｆ（τ）（１－

（∑
ｍ
Ｑ（ｍ）Ｈｍ→（ｔ－τ））

ｋ－１）ｄτ （８）

其中：项（１－ｚ）∫ｔ０ｆ（τ）ｄτ表示度为ｋ节点在初始时处于被感染
态条件下，在时间［０，ｔ］内向某一邻居传播疾病的概率；项
ｚ（１－Ｕ（ｋ））∫ｔ０ｆ（τ）（１－（∑ｍＱ（ｍ）Ｈｍ→（ｔ－τ））

ｋ－１ｄτ表示度为

ｋ的节点在初始时处于易感染态条件下，在时间［０，ｔ］内向某一
邻居传播疾病的概率；项ｚ（１－Ｕ（ｋ））表示度为ｋ节点初始时处
于易感染态且没有被直接免疫的概率；项（１－（∑

ｍ
Ｑ（ｍ）×

Ｈｍ→（ｔ－τ））
ｋ－１表示度为ｋ节点的邻居在时间［０，ｔ－τ］内向该

节点传播疾病的概率（不包括该节点将要传播的某邻居节点

ｍ４）。在时间［０，ｔ］上对τ进行积分，则得到该节点在时间［０，ｔ］
内向某一邻居传播疾病的概率。

令Ｈ（ｔ）＝∑
ｍ
Ｑ（ｍ）Ｈｍ→（ｔ），得到

Ｈ（ｔ）＝∑
ｍ
Ｑ（ｍ）Ｈｍ→（ｔ）＝１－∫

ｔ
０ｆ（τ）（１－ｚ）ｄτ－ｚ∑ｍ｛Ｑ（ｍ）（１－

Ｕ（ｍ））∫ｔ０ｆ（τ）（１－（Ｈ（ｔ－τ））ｍ－１ｄτ｝ （９）

在初始时刻ｔ＝０，没有发生疾病传播，从而Ｈ（０）＝１，基于
式（９）可以对Ｈ（ｔ）进行数值求解。
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令Ｐ（Ｓｋ（ｔ）＝１）表示度为ｋ的节点在ｔ时刻处于易感染态
的概率，记为Ｐ（Ｓｋ）。如图１（ｂ）所示，节点处于易感染态的概
率由初始状态 ｚ（１－Ｕ（ｋ））和其邻居节点没有对其的传播的
概率（Ｈ（ｔ））ｋ共同决定。

Ｐ（Ｓｋ）＝ｚ（１－Ｕ（ｋ））（Ｈ（ｔ））ｋ （１０）
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令Ｐ（Ｉｋ（ｔ）＝１）表示度为ｋ的节点在ｔ时刻处于感染态的
概率，简记为Ｐ（Ｉｋ）。根据ＳＩＲ传染病动力学可得

ｄＰ（Ｉｋ）
ｄｔ ＝－

ｄＰ（Ｓｋ）
ｄｔ －（１－ｚ）ｒ（ｔ）＋∫ｔ０ｒ（ｔ－τ）

ｄＰ（Ｓｋ）
ｄτ

ｄτ （１１）

令Ｐ（Ｒｋ（ｔ）＝１）表示度为 ｋ的节点在 ｔ时刻处于移除态
的概率，简记为Ｐ（Ｒｋ）。由于节点处于易感染态、感染态、移除
态和直接免疫态的概率之和为１，从而

Ｐ（Ｒｋ）＝１－Ｐ（Ｓｋ）－Ｐ（Ｉｋ）－Ｕ（ｋ） （１２）

令Ｐ（Ｓ（ｔ）＝１）、Ｐ（Ｉ（ｔ）＝１）和Ｐ（Ｒ（ｔ）＝１）分别表示ｔ时
刻网络中节点处于易感染态、感染态、移除态的平均概率，简记

为Ｐ（Ｓ）、Ｐ（Ｉ）和Ｐ（Ｒ），则
Ｐ（Ｓ）＝∑

ｋ
ｐ（ｋ）Ｐ（Ｓｋ）

Ｐ（Ｉ）＝∑
ｋ
ｐ（ｋ）Ｐ（Ｉｋ）

Ｐ（Ｒ）＝∑
ｋ
ｐ（ｋ）Ｐ（Ｒｋ













）

（１３）

综合以上分析，当确定网络的度分布和简单选举免疫策略

相关参数后，可以计算出节点得票数相关的概率分布 Ｐ（ｖ，ｔ）、
Ｐ（ｖ）和Ｐ（ｖ｜ｋ）。对于给定的总体免疫比例 ｇ，可以计算出临
界值ｖ和度为ｋ的节点直接免疫概率 Ｕ（ｋ），再根据式（８）～
（１３），数学解析出网络中节点在ｔ时刻处于易感染态、感染态、
移除态的平均概率。

&

　仿真实验

实验目的：ａ）比较相同总体免疫比例条件下，随机免疫、
目标免疫、熟人免疫和简单选举免疫策略对传染病发展过程的

影响，并详细考察简单选举免疫策略中不同参与选举比例对传

染病的影响；ｂ）验证本文提出的基于消息传递方法的数学解
析的准确性。

实验以服从幂律分布的配置模型网络为平台，网络规模

｜Ｎ｜＝９００００，度分布 ｐ（ｋ）＝ｃｋ－α的参数 α＝２，度范围为［１，
３００］。传染病相关概率函数为 ｓ（ｔ）＝βｅ－βｔ和 ｒ（ｔ）＝γｅ－γｔ，参
数β＝１，ｒ＝０．２５，初始感染比例１－ｚ＝０．００１。

实验１　考察随机免疫、目标免疫、熟人免疫和简单选举免
疫策略对传染病发展过程的影响。节点总体免疫比例相同，为

０．１。各免疫策略具体如下：ａ）随机免疫策略，从网络中随机选
择节点并免疫，免疫比例为０．１；ｂ）目标免疫策略，从度最大的
节点开始免疫，直到总体免疫比例达到０．１；ｃ）熟人免疫策略，
随机选择节点，然后免疫该节点的某邻居，直到总体免疫比例达

到０．１；ｄ）简单选举免疫策略，网络中有占比例为０．２的节点参
与选举，选民各有一张选票，并随机投票给邻居节点，最后按得

票数量从大到小免疫节点，直到总体免疫比例达到０．１。

实验１的结果如图２所示，其中实线代表解析结果，各种
形状代表仿真结果。数学解析结果和仿真结果基本吻合，说明

了提出的数学解析方法的准确性。图２中，（ａ）考察了不同免
疫策略下的节点感染比例，从小到大分别为目标免疫＜简单选
举免疫＜熟人免疫＜随机免疫；（ｂ）考察了不同免疫策略下的
节点移除比例，从小到大分别为目标免疫＜简单选举免疫＜熟
人免疫＜均匀免疫。ＳＩＲ模型中最终时刻的移除者比例代表
曾经被传染病感染过的节点总数。实验１表明，当参选人数达
到足够比例时，简单选举免疫对传染病的抑制效果优于熟人免

疫和随机免疫。
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实验２　考察简单选举免疫策略情况下不同参选比例对
策略结果的影响。节点总体免疫比例仍为０．１，参选比例分别
为０．０、０．１、０．２、０．４、０．８，参选节点各有一张选票，实验仿真和
解析结果如图３所示，在相同的总体免疫比例条件下，参选比
例越高，简单选举免疫策略对传染病的抑制效果越好，最终趋

近于目标免疫。
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图２和３中的仿真和数学解析结果存在较小的误差，其原
因为：对于度相同的节点，邻居度较小的节点更容易获得更多

的投票，从而以更高概率被选择免疫，即选举免疫策略中节点

被直接免疫的概率由其邻居节点的个数和度的大小共同决定；

而数学解析方法采用平均场思想，认为节点的各条边对该节点

的得票数量贡献近似相同，忽略了邻居节点度大小的影响，从

而产生了以上微小误差。

'

　结束语

为减小复杂网络中的传染病、谣言、病毒等传播问题的危

害，本文提出了选举免疫策略，并基于消息传递方法给出了简

单选举免疫策略的数学解析。选举免疫策略基于网络中节点

的投票，选择得票最多的节点进行免疫。实验表明，在无标度

网络中，节点总体免疫比例相同条件下，参选比例越高，选举免

疫策略对传染病的抑制效果越好，最终趋近于目标免疫。选举

免疫策略不需要知道网络中各节点度的大小和网络结构的精

细信息，是对熟人免疫策略的进一步扩展，具有较好的实用性。

（下转第１３２８页）
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　对比分析

ａ）对于优化问题ｆ１（ｘ），运用文献［９］提出的 ＢＡ算法，当

ｎ＝１０００时，获得最优解［ｘｍｉｎ，ｘｍａｘ］＝［－１．２１１１１９００２１８１６２Ｅ
０１，２．１１９２８７１２０２５８２１９Ｅ０１］，全 局 最 小 值 ｆ１（ｘ） ＝
９７１４９１７２４９０１５８１２Ｅ０２，整个求解过程耗时２８．７３ｈ。

ｂ）对于优化问题ｆ２（ｘ），运用文献［１５］提出的改进自组织
迁移算法，当 ｎ＝５００时，获得最优解为 －０．８５４１８５，但耗时
未公布；运用本文提出的算法，使用 ＴＯＳＨＩＢＡ笔记本电脑
（ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５２４３０，ＣＵＰ２．４０ＧＨｚ，Ｗｉｎｄｏｗｓ７３２位操作系统），
耗时０．４７ｈ，获得最优解为 －０．８５５２１９４７２５１９３２８，略优于文
献［１５］的解。

(

　结束语

本文完成的工作如下：

ａ）构造出的ＭＢＡ算法在理论上可确保全局收敛性。
ｂ）发现可归约随机矩阵稳定性定理可用于指导构造具有

全局收敛性的随机搜索算法，即随机搜索从当前状态转移到下

一个比当前状态更好的状态概率应大于０，并努力提升搜索策
略质量以提高该概率值；务必确保搜索转移到更坏状态上去的

概率为０。
ｃ）在目标函数和约束条件处理中应避免引入以ｅ＞１等为

底的指数函数，以防止计算溢出。

ｄ）局部最优解逃逸策略应小心构造，此策略害处多于
益处。

ｅ）提升初始解在搜索空间的分布质量，对提高算法收敛
速度大有好处。采用正交表技术构造初始解在理论上具有很

大的优势。

不难看出，本文提出的 ＭＢＡ算法对创建或改进其他随机
搜索算法具有参考价值。
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