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摘　要：为了克服现有彩色图像去噪方法不能有效抑制边缘噪声和保持纹理信息的缺点，提出了一种结合了离
散四元数傅里叶变换（ＤＱＦＴ）和分数阶微分理论的彩色图像去噪改进方法。算法采用四元数矩阵表示一幅彩色
图像，首先对该四元数矩阵进行离散傅里叶变换；然后将其代入基于分数阶微分的能量泛函极小值求解过程中，

利用变分原理求解并推导出去噪模型，并与两种传统彩色图像去噪模型进行实验比较。实验结果表明，提出的

模型在去噪效果和纹理保护方面都有更好的表现。
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　引言

近年来，偏微分方程（ＰＤＥ）方法越来越受到研究人员的重
视，它逐渐被应用于数字图像处理的各个方面，如图像恢复、图

像增强和图像去噪等，并取得了大量的研究成果［１～４］。传统的

偏微分方程用于图像去噪的模型主要有二阶（ＰＭ模型）［５］和
四阶偏微分方程（ｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＰＤＥ）［６～８］。这些整数阶偏微分
方程模型在图像去噪领域最重要的贡献就是引入了各向异性

扩散的思想，它们比一般的各向同性扩散的去噪方法在图像纹

理信息保护方面有很大提高。然而这些传统的偏微分方程方

法在不同程度上同样存在着各自的缺点，ＰＭ模型进行图像去
噪，得到的去噪图像会产生阶梯效应［９］。为了消除ＰＭ模型的
这一缺点，Ｙｏｕ等人［６］提出了四阶偏微分方程模型，它能消除

阶梯效应，但会在去噪后的图像中留下一些黑和白的孤立点。

一般的图像去噪模型都是对灰度级数字图像进行处理，然

而，在现实生活中，人眼所接收到的图像主要是彩色图像，因

此，对彩色图像进行去噪处理具有非常重要的意义。传统彩色

图像处理方法都是采用 ＲＧＢ空间，分别对彩色图像的红、绿、
蓝三分量进行处理，最后再将处理后的三个分量合成彩色图

像。虽然这种方法具有实现过程简单、处理速度快等特点，但

由于彩色图像ＲＧＢ的三个分量原本是一个有机的整体，相互
之间具有很高的相关性，将 ＲＧＢ三个通道分开处理往往会导
致最终得到的彩色图像失真，降低去噪后彩色图像的质量。

针对传统彩色图像去噪方法出现的阶梯效应以及采用

ＲＧＢ三通道分开处理时所产生的图像失真等缺点，本文提出
了一种基于分数阶偏微分方程的彩色图像去噪新方法。分数

阶微分算子运用于图像去噪能克服传统整数阶算子在图像去

噪后产生阶梯效应或孤立点的缺点，当选择适当的阶次时，分

数阶微分算子在图像去噪的过程中能够大幅提升边缘和纹理

细节［１０～１３］。同时本文提出的算法采用四元数矩阵表示彩色图

像［１４］，在进行图像去噪处理时视彩色图像为一个统一的整体，

这样能克服传统算法采用ＲＧＢ三通道分开处理彩色图像时所
产生的图像失真的缺点。文献［１０］提出了一种基于分数阶微
分算子的图像去噪方法，本文结合四元数将此方法运用于彩色

图像去噪得到了一种新的彩色图像去噪方法。
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　偏微分方程图像去噪模型

分数阶微分是整数阶微分的推广，从不同的角度去考察分

数阶微分可以得到不同的定义，常用的定义方法有时域空间的

ＲＬ、ＧＬ等定义和频域空间的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域、小波变换域等
定义。本文采用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域定义的分数阶微分方程。

根据分数阶微分的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域定义，可得

Ｄαｆ（ｔ）（ｊω）αｆ
＾
（ω）

对于任意给定的二维信号 ｓ（ｘ，ｙ）∈Ｌ２（Ｒ２），其分数阶偏
微分导数形式为

Ｄαｘｓ＝Ｆ
－１（（ｊω１）αｓ

＾
（ω１，ω２））

Ｄαｙｓ＝Ｆ
－１（（ｊω２）αｓ

＾
（ω１，ω２{ ））

（１）

其中Ｆ－１表示傅里叶逆变换算子。
基于偏微分方程的图像去噪模型的去噪过程可解释为一

个能量泛函寻找其极小值的能量耗散的过程，整数阶微分去噪

模型的能量泛函

Ｅ（Ｉ）＝
Ω
ｆ（｜Ｉ｜）ｄΩ （２）

其中：Ω为数字图像Ｉ的作用域。
将整数阶推广到分数阶，可得分数阶微分去噪模型的能量

泛函：

Ｅ（Ｉ）＝
Ω
ｆ（｜Ｄαｘ，ｙＩ｜）ｄΩ （３）

其中：Ｄα表示分数阶导数算子，定义为 ＤαＩ＝（Ｄ
α
ｘＩ，ＤαｙＩ），

｜ＤαＩ｜＝ （ＤαｘＩ）
２＋（ＤαｙＩ槡 ），α∈［１，２］。

利用变分原理求解式（３）的极小值，得到该能量泛函的一
个最速下降法的极小值求解方法：

Ｉ
ｔ
＝－（Ｄαｘ）（ｃ（｜Ｄαｘ，ｙＩ｜２）ＤαｘＩ）－

（Ｄαｙ）·（ｃ（｜Ｄαｘ，ｙＩ｜２）ＤαｙＩ） （４）

其中：Ｄａｘ为Ｄａｘ的共轭；Ｄαｙ为 Ｄαｙ的共轭；ｃ（·）表示扩散系数
函数；α∈［１，２］，α可为整数也可为分数。

对式（４）两边进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换得到分数阶偏微分方程去
噪模型：

Ｉ
＾
ｎ＋１＝Ｉ

＾
ｎ－Δｔ（Ｋｘ·Ｆ（ｃ（｜Ｄ

∽α
ｘ，ｙＩｎ｜）Ｄ

∽α
ｘＩｎ）＋

Ｋｙ·Ｆ（ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙＩｎ｜）Ｄ

∽α
ｙＩｎ）） （５）

其中：Ｆ（·）表示傅里叶变换算子；Δｔ为迭代步长，其选取与分
数阶阶次α有关。以待处理图像为初始图像Ｉ０，对其进行傅里
叶变换，然后代入式（５），在合适的时刻停止迭代，便可以得到
理想的去噪图像。
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　彩色图像四元数模型的
$8-'

四元数由Ｈａｍｉｌｔｏｎ于１８４３年提出，它是复数的推广，由一
个实部和三个虚部构成：

ｑ＝ｑｒ＋ｑｉｉ＋ｑｊｊ＋ｑｋｋ （６）

其中：ｑｒ、ｑｉ、ｑｊ、ｑｋ为四个实数。ｉ、ｊ、ｋ为三个相互正交的虚基
元，它们之间具有如下运算规则：

ｉ２＝ｊ２＝ｋ２＝ｉｊｋ＝－１
ｉｊ＝－ｊｉ＝ｋ，ｊｋ＝－ｋｊ＝ｉ，ｋｉ＝－ｉｋ＝{ ｊ

（７）

本文提出的彩色图像去噪模型中，彩色图像采用四元数矩

阵表示。令四元数的实部为０，其三个虚部分量分别代表 Ｒ、
Ｇ、Ｂ三个基色分量值。设彩色图像矩阵为 ｆ（ｘ，ｙ），ｆｒ（ｘ，ｙ）、

ｆｇ（ｘ，ｙ）、ｆｂ（ｘ，ｙ）分别表示彩色图像中（ｘ，ｙ）处像素点的Ｒ、Ｇ、
Ｂ分量值，那么彩色图像的四元数模型可表示为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆｒ（ｘ，ｙ）ｉ＋ｆｇ（ｘ，ｙ）ｊ＋ｆｂ（ｘ，ｙ）ｋ （８）

离散四元数傅里叶变换（ＤＱＦＴ）具有三种定义形
式［１５～１７］，分别是双边 ＱＦＴ、左型 ＱＦＴ以及右型 ＱＦＴ。本文采
用ＤＱＦＴ的右型 ＱＦＴ定义，则该四元数矩阵 ｆ（ｘ，ｙ）表示的大
小为ＭＸＮ的彩色图像的 ＤＱＦＴ和离散四元数傅里叶逆变换
（ＤＩＱＦＴ）可表示为

ＦＲ（ｕ，ｖ）＝∑
Ｍ－１

ｘ＝０
∑
Ｎ－１

ｙ＝０
ｆ（ｘ，ｙ）ｅ－μ２π（

ｘｕ
Ｍ＋
ｙｖ
Ｎ） （９）

ｆ（ｘ，ｙ）＝１ＭＮ∑
Ｍ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
ＦＲ（ｕ，ｖ）ｅ－μ２π（

ｘｕ
Ｍ＋
ｙｖ
Ｎ） （１０）

其中：μ可以为任意的单位纯四元数，即μ的实部为０，模为１，
且μ２＝－１。

(

　基于
1$9

和
$8-'

的彩色图像去噪模型

本文算法用四元数矩阵表示一幅彩色图像，对该矩阵进行

离散四元数傅里叶变换；然后，结合分数阶微分去噪理论对变

换后的四元数矩阵进行处理；最后得到一种新的彩色图像去噪

模型。

将彩色图像的Ｒ、Ｇ、Ｂ三个分量值分别表示一个纯四元数
的ｉ、ｊ、ｋ三个虚部分量的系数，构造一个彩色图像的四元数
模型：

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｆｒ（ｘ，ｙ）ｉ＋ｆｇ（ｘ，ｙ）ｊ＋ｆｂ（ｘ，ｙ）ｋ

针对ＤＱＦＴ三种定义类型的不同特点，采用右型 ＱＦＴ定
义类型对上述四元数模型进行离散傅里叶变换：

ＦＲ（ｕ，ｖ）＝∑
Ｍ－１

ｘ＝０
∑
Ｎ－１

ｙ＝０
ｆ（ｘ，ｙ）ｅ－μ２π（

ｘｕ
Ｍ＋
ｙｖ
Ｎ）

其中：μ可以为任意的单位纯四元数，本文将μ取为特殊的μ＝
０×ｉ＋１×ｊ＋０×ｋ＝ｊ。因为，当μ＝ｊ时，右型ＱＦＴ与Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换的离散定义形式相同，那么此时的 ＤＱＦＴ具有 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换
所具有的性质，从而，可结合分数阶微分的 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换域定
义，推导出四元数模型ｆ（ｘ，ｙ）的分数阶偏微分导数形式：

Ｄαｘｆ＝ＤＩＱＦＴ（（ｊω１）αＤＱＦＴ（ｆ（ω１，ω２）））

ＤαＹｆ＝ＤＩＱＦＴ（（ｊω２）αＤＱＦＴ（ｆ（ω１，ω２{ ）））
（１１）

其中：ＤＱＦＴ（·）表示离散四元数傅里叶变换算子，ＤＩＱＦＴ（·）
表示离散四元数傅里叶逆变换算子。

将式（１１）代入基于分数阶微分的能量泛函：
Ｅ（ｆ）＝∫

Ω
ｇ（｜Ｄαｘ，ｙｆ｜）ｄΩ （１２）

利用变分原理求解式（１２）的极小值，推导出本文提出的
结合了四元数和分数阶偏微分方程的彩色图像去噪新模型：

ｆ＾ｎ＋１＝ｆ
＾
ｎ－Δｔ（Ｋｘ·ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄ

∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｓｆｎ）

＋Ｋｙ·ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｙｆｎ）） （１３）

令

ｇ^＝Ｋｘ ×ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｘｆｎ）＋

Ｋｙ ×ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｙｆｎ）

则模型可简化为

ｆ＾ｎ＋１＝ｆ
＾
ｎ－Δｔ·ｇ^ （１４）

其中：ｆ＾ｎ表示第 ｎ次算法迭代后得到的四元数矩阵的 ＤＱＦＴ；
ｃ（·）为扩散系数函数，用于判别图像处于平滑区域还是边缘
区域，根据扩散系数的判断，图像去噪模型可进行边缘增强或
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打磨平滑区域的处理，本文选取ｃ（·）＝ １１＋ｓ，ｃ（·）的选取参

考文献［５］。

Ｄ
∽α
ｘ＝ＤＩＱＦＴ（１－ｅｘｐ（－ｊ２πω１／ｍ）α×ｅｘｐ（ｊπαω１／ｍ）ＤＱＦＴ（ｆ））

Ｄ
∽α
ｙ＝ＤＩＱＦＴ（１－ｅｘｐ（－ｊ２πω２／ｍ）α×ｅｘｐ（ｊπαω２／ｍ）ＤＱＦＴ（ｆ

{ ）））

（１５）

Ｋｘ ＝ｄｉａｇｃｏｎｊ １－ｅｘｐ
－ｊ２πω１














ｍ









α
×

ｅｘｐ
ｊπαω１














ｍ

Ｋｙ ＝ｄｉａｇｃｏｎｊ １－ｅｘｐ
－ｊ２πω２














ｍ









α
×

ｅｘｐ
ｊπαω２




































ｍ

（１６）

本文算法实现的具体迭代过程主要包括以下六个步骤：

ａ）把待处理的彩色图像表示成一个四元数矩阵，记为
ｆ０（ｘ，ｙ），作为初始的输入图像。

ｂ）选取参数μ＝ｊ，对ｆ０（ｘ，ｙ）进行ＤＱＦＴ，记为ｆ
＾
０（ｘ，ｙ）。令

迭代次数为ｋ，ｎ＝０，ｆ＾ｎ＝ｆ
＾
０，选取步长Δｔ＝４。

ｃ）利用式（１５）计算ｘ方向和 ｙ方向的 α阶的偏微分Ｄ
∽α
ｘｆｎ

和Ｄ
∽α
ｙｆｎ。

ｄ）在时域空间，选取扩散系数函数为 ｃ（ｓ）＝ １１＋ｓ，计算

ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｘｆｎ和ｃ（｜Ｄ

∽α
ｘ，ｙ，ｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｙｆ。

ｅ）计算：

ｇ＾＝Ｋｘ ×ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄα^ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ
∽α
ｘｆｎ）＋

Ｋ×ｙ·ＤＱＦＴ（ｃ（｜Ｄ
∽α
ｘ，ｙｆｎ｜）Ｄ

∽α
ｙｆｎ）

ｆ）计算 ｆ＾ｎ＋１＝ｆ
＾
ｎ－Δｔ·ｇ

＾
，并设置ｎ＝ｎ＋１；如果ｎ＝ｋ，算法

迭代停止，计算 ｆ＾ｎ＋１的 ＤＩＱＦＴ，得到最终的去噪图像；否则，算
法跳到ｃ）继续执行。

实验结果表明，本文提出的彩色图像去噪算法能获得较高

的信噪比和更好的视觉效果。

)

　实验结果与分析

本文使用Ｌｅｎａ彩色图像在ＭＡＴＬＡＢ７１的平台下进行了
两种比较实验，每一种分别进行了２５００次、３０００次和５０００
次的三组迭代实验。实验结果主要通过计算去噪后图像的信

噪比（ＳＮＲ）进行评价，本文所有实验的初始加噪图像的 ＳＮＲ
均为４．８９１４。

两种比较实验，一种是将本文算法与基于ＤＱＦＴ的整数阶
偏微分方程图像去噪算法［５，６］进行比较，实验结果如表１所示。
表１中α＝１与α＝２时表示整数阶，其余的表示分数阶。由表
１中数据可以看出，２５００次、３０００次和５０００次的三组迭代实
验都是在 α＝１２时 ＳＮＲ取得最大值，分别为 １２．４１１６、
１２．１５０１和１１．７４１５；而整数阶α＝１与α＝２时取得的ＳＮＲ值
分别为 ９．５６１９、１１．４４３７、１１．１５２６和 １１．０６２９、９．９１１０、
９５３５９，比较上述实验数据可以得出本文提出的分数阶模型比
整数阶模型能获得更高的信噪比，去噪效果更好。实验结果如

图１所示。图１（ｃ）（ｅ）为迭代次数为２５００，α＝１的整数阶模型
的去噪效果；（ｄ）（ｆ）为迭代次数为２５００，α＝１．２的本文算法得
出的效果图。两组图像中整数阶模型的去噪效果图具有较为明

显的阶梯效应，而本文提出的模型在有效去除噪声的同时可以

非线性保留图像平滑区域信息，没有明显的阶梯效应，县有更好

的视觉效果。

另一种比较实验是将本文算法与传统的基于ＲＧＢ三通道
的分数阶偏微分方程图像去噪算法进行比较。为了便于后面

描述，将传统的基于ＲＧＢ三通道的分数阶偏微分方程图像去
噪算法简称为传统ＲＧＢ去噪算法，实验结果如表２所示。由
表２可以看出，在三组迭代实验中，ｋ＝２５００时ＳＮＲ在 α＝１．２
处取得最大值１１．２４９２；ｋ＝３０００时 ＳＮＲ在 α＝１．４处取得最
大值１１．３２７８，ｋ＝５０００时 ＳＮＲ在 α＝１．６处取得最大值
１１５５１９。表１中ｋ＝２５００、３０００和５０００时 ＳＮＲ均在 α＝１．２
处取得最大值，分别为１２．４１１６、１２．１５０１和１１．７４１５，这三个
值均比表２中相同迭代次数的ＳＮＲ的最大值大。并且本文算
法在ｋ＝２５００，α＝１．２时 ＳＮＲ达到最大值１２．４１１６，而传统
ＲＧＢ去噪算法在ｋ＝５０００，α＝１．６时ＳＮＲ达到最大值１１．５５１９。
由此可见，本文算法在图像去噪处理时间以及处理效果上都优

于传统ＲＧＢ去噪算法。实验结果如图２所示。图２（ｂ）（ｅ）和
（ｃ）（ｆ）为迭代次数为 ５０００，阶次分别为 α＝１．６和 α＝
１．８时的传统ＲＧＢ去噪算法得出的效果图。图２（ａ）（ｄ）为迭
代次数为２５００，α＝１．２时本文算法得出的效果图。由图 ２
（ｄ）～（ｆ）可以看出，（ｅ）中图像边缘模糊；（ｆ）中存在一些孤立
的噪声点；本文算法得出的（ｄ）既能有效地去除噪声，又可较
好地保留图像边缘。由此可得出本文算法比传统ＲＧＢ去噪算
法去噪效果更好。

通过上述两种比较实验所得数据和效果图的综合比较可

以得出，本文算法不论在去噪后图像的ＳＮＲ值，还是视觉效果
方面，较之传统算法都有很大的提升。

表１　本文算法与整数阶去噪模型的ＳＮＲ比较

α
ｋ

２５００ ３０００ ５０００
１ ９．５６１９ １１．４４３７ １１．１５２６
１２ １２．４１１６ １２．１５０１ １１．７４１５
１４ １２．１３９０ １１．１３１８ １０．９６３０
１６ １１．５９８３ １０．４６１３ １０．０５２４
１８ １１．２６３９ １０．１０３７ ９．８２７０
２ １１．０６２９ ９．９１１０ ９．５３５８

表２　传统ＲＧＢ去噪算法的ＳＮＲ

α
ｋ

２５００ ３０００ ５０００
１ １１．２４６８ １０．２５２０ ８．５５９０
１２ １１．２４９２ １１．２１７２ ９．６０２９
１４ ９．９１５６ １１．３２７８ １０．７６９８
１６ ８．６０６２ １０．０２７２ １１．５５１９
１８ ７．６４４９ ８．７０１３ １０．８７９８
２ ６．９３７２ ７．６９１０ ９．３１９７
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　结束语

本文详细分析了基于Ｆｏｕｒｉｅｒ域的分数阶偏微分方程去噪
模型以及彩色图像四元数模型的离散四元数傅里叶变换，将彩

色图像四元数模型应用于分数阶微分去噪理论，提出了一种新

的基于分数阶偏微分方程的彩色图像去噪模型。实验结果表

明，本文提出的新模型既能有效地加强图像的纹理信息，又能非

线性地保留图像的平滑区域的信息，并能获得更好的视觉效果。
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