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一种改进的局部切空间排列算法
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摘　要：局部切空间排列（ＬＴＳＡ）算法是一种有效的流形学习算法，能较好地学习出高维数据的低维嵌入坐标。
数据点的切空间在ＬＴＳＡ算法中起着重要的作用，其局部几何特征多是在样本点的切空间内表示。但是在实际
中，ＬＴＳＡ算法是把数据点邻域的样本协方差矩阵的主元所张成的空间当做数据点的切空间，导致了在非均匀采
样或样本邻域均值点与样本自身偏离程度较大时，原算法的误差增大，甚至失效。为此，提出一种更严谨的数据

点切空间的计算方法，即数据点的邻域矩阵按照数据点本身进行中心化。通过数学推导，证明了在一阶泰勒展

开的近似下，提出的计算方法所得到的空间即为数据点自身的切空间。在此基础上，提出了一种改进的局部切

空间排列算法，并通过实验结果体现了该方法的有效性和稳定性。与已有经典算法相比，提出的计算方法没有

增加任何计算复杂度。
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　引言

随着计算机和网络的广泛使用，人们可以方便地获取大量

的信息，随之出现了表示信息的数据集的维数越来越高、非结

构化更突出等特点［１］。对于这种高维数据集，人们无法直接

感知其内在规律，需要借助数据分析和降维方法来帮助人们理

解数据。流形学习就是利用数据集的局部几何特性来揭示内

在的流形结构，以达到数据降维的目的，因此，受到了机器学习

和认知科学领域研究者的广泛关注［２～４］。

自２０００年《Ｓｃｉｅｎｃｅ》上刊出了使用 ｉｓｏｍｅｔｒｉｃｆｅａｔｕｒｅｍａｐ
ｐｉｎｇ（ＩＳＯＭａｐ）［５］和 ｌｏｃａｌｌｙｌｉｎｅａｒｅｍｂｅｄｄｉｎｇ（ＬＬＥ）［６］等方法进
行流形学习的算法与实验之后，流形学习真正成为研究者关注

的热点。在流形学习的众多方法中，嵌入方法是其中一个热

点。嵌入方法的基本思想是将流形的局部与全局特征量化成

样本之间的数量关系，然后试图在低维空间中寻找嵌入向量

集，使得这种低维关系在高维空间中尽可能保持下来。目前出

现的 嵌 入 方 法 主 要 有 ＩＳＯＭａｐ、ＬＬＥ、ＨｅｓｓｉａｎＥｉｇｅｎｍａｐｓ
（ＨＬＬＥ）［７］、ＬＴＳＡ［８］、Ｌａｐｌａｃｉａｎｅｉｇｅｎｍａｐｓ（ＬＥ）［９］、Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
Ｍａｐｓ［１０］等。这其中，局部切空间排列（ＬＴＳＡ）算法是一种很好

的嵌入流形学习算法，能较好地学习到高维数据集的低维坐

标。其基本思想是利用样本点邻域的切空间来表示局部几何

性质，观测数据点在局部切空间的投影，获得局部低维坐标，然

后将这些局部切空间排列起来构造流形的全局低维坐标［１１］。

随后，在ＬＴＳＡ算法的基础上，陆续出现了一些改进的ＬＴ
ＳＡ算法。针对ＬＴＳＡ算法受流形曲率影响较大的问题，Ｚｈａｎｇ
等人［１２］将流形的局部曲率引入 ＬＴＳＡ的极小化模型中，提出
了自适应ＬＴＳＡ算法，减小了 ＬＴＳＡ在流形曲率较大时构造全
局嵌入坐标的偏差。针对 ＬＴＳＡ处理大容量样本集效率较低
的问题，Ｙａｎｇ和Ｄｏｎｇ等人［１３，１４］分别提出了基于划分的 ＬＴＳＡ
算法和基于最大线性片划分的ＬＴＳＡ算法，分别利用改进的Ｋ
均值聚类算法和从局部线性切空间逼近的角度将高维数据划

分为彼此交叠的块，计算每一块的局部切空间坐标，然后利用

旋转、缩放、平移等变换排列成全局低维坐标。针对 ＬＴＳＡ算
法无法有效处理新来样本点的问题，Ｚｈａｎｇ等人［１５］提出了线性

的局部切空间排列算法。在所有这些算法中，数据点的切空间

扮演着重要的作用，即样本点的嵌入向量集多是在数据点的切

空间里表示。然而在实践中，上述算法的数据点切空间的计算

方法均是把数据点邻域的样本协方差矩阵的主元当做数据点
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切空间的标准正交基。本文提供的数学证明表明，通过上述方

法计算的空间，不是数据点的切空间，充其量只是数据点邻域

的均值点的切空间。在一些非均匀采样的流形学习问题中，数

据点邻域的均值点有可能远远偏离数据点，这时其计算方法就

会造成较大的误差，甚至失效。

针对此问题，本文提出一种更严谨的数据点切空间的计算

方法，并在此基础上改进了ＬＴＳＡ算法。在本文提出的切空间
计算方法中，数据点的邻域矩阵按照数据点本身进行中心化，

并以此中心化矩阵的主元作为样本点切空间的标准正交基。

通过数学推导，本文证明，在一阶泰勒展开的近似下，根据本文

提出的计算方法所得到的空间为数据点自身的切空间。以此

计算方法为基础，本文提出了改进的 ＬＴＳＡ算法。与原 ＬＴＳＡ
算法相比，本文的算法更能体现样本点切空间的概念，能够减

小全局重构误差。实验结果表明了改进的 ＬＴＳＡ算法对非均
匀采样或邻域值取值较小的样本集有更好的有效性和稳定性。

"

　改进的局部切空间排列算法

对于非线性流形来说，全局的非线性结构来自于局部线性

分析和局部线性信息的全局整合［１６］，根据这一思想，２００４年
张振跃等人提出ＬＴＳＡ算法，该算法通过逼近每一个样本点的
切空间来构建低维流形的局部几何，观测数据点在局部切空间

的投影来获得局部坐标，然后将这些局部坐标排列起来构造流

形的全局坐标。切空间在 ＬＴＳＡ算法中扮演着非常重要的作
用。计算切空间时，ＬＴＳＡ算法采取邻域内各点减去邻域均值
点后的中心化矩阵来获取切空间坐标。本文提供的数学证明

表明，这样计算的空间，不是数据点的切空间，充其量只是数据

点邻域均值点的切空间。在一些非均匀采样的流形学习问题

中，数据点邻域的均值点有可能远远偏离数据点，其数据点切

空间的计算方法就会造成较大的误差，甚至失效。本文用样本

点自身取代中心化矩阵中的均值点来获取切空间坐标。通过

推导，本文证明，在一阶泰勒展开的近似下，根据本文提出的计

算方法所得到的空间就是数据点的切空间，在此基础上提出了

改进的ＬＴＳＡ算法（简称ＩＬＴＳＡ）。

"


"

　切空间计算方法

设ＭＲＤ表示一个黎曼流形，ΞＲｄ表示一个开域，这里
ｄ＜＜Ｄ。又设φ：Ξ→Ｍ是一个拓扑同胚映射。给定 珓ｘ∈Ｍ，记
珓ｙ∈Ξ，使得φ（珓ｙ）＝珓ｘ。下面说明怎样计算 珓ｘ点切空间 Ｔ珓ｘ（Ｍ）
的标准正交基。可以证明，对于任意的 珓ｘ∈Ｍ，记 珓ｙ∈Ξ，使得
φ（珓ｙ）＝珓ｘ，则φ在 珓ｙ点的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵 Ｊφ（珓ｙ）的列向量构成 珓ｘ点
的切空间Ｔ珓ｘ（Ｍ）的基。虽然 Ｊｏｃｏｂｉ矩阵 Ｊφ（珓ｙ）的列向量构成
了 珓ｘ点的切空间Ｔ珓ｘ（Ｍ）的基，但是因为 φ未知，因此 Ｊｏｃｏｂｉ矩
阵Ｊφ（珓ｙ）也未知，需要通过另外的方法求Ｔ珓ｘ（Ｍ）。

设ｘｋ∈Ｍ是 珓ｘ点的一个邻域，又设 ｙｋ∈Ξ，使得 φ（ｙｋ）＝

ｘｋ，其中ｋ＝１，…，Ｋ，ｄ＜＜Ｋ。记 Ｘ
～
＝［ｘ１－珓ｘ … ｘＫ－珓ｘ］，Ｙ

～
＝

［ｙ１－珓ｙ … ｙＫ－珓ｙ］。
在一阶泰勒展开的近似下，有

ｘｋ－珓ｘ＝φ（ｙｋ）－φ（珓ｙ）≈Ｊφ（珓ｙ）（ｙｋ－珓ｙ）　ｋ＝１，…，Ｋ

写成矩阵的形式，有

Ｘ
～
＝［ｘ１－珓ｘ … ｘＫ－珓ｘ］≈Ｊφ（珓ｙ）［ｙ１－珓ｙ … ｙＫ－珓ｙ］＝Ｊφ（珓ｙ）Ｙ

～

另一方面，对Ｘ
～
进行ＳＶＤ分解，有 Ｘ

～
＝ＵΣＶＴ。其中：Ｕ和

Ｖ都是列向量标准正交的矩阵，Ｕ的大小为 Ｄ×ｒ，Ｖ的大小为
Ｋ×ｒ，Σ为ｒ×ｒ的对角矩阵，对角线上的元素大于零，ｒ是矩阵

Ｘ
～
的秩。

于是，利用Ｘ
～
＝ＵΣＶＴ≈Ｊφ（珓ｙ）Ｙ

～
，有

Ｕ≈Ｊφ（珓ｙ）Ｙ
～
ＶΣ－１＝Ｊφ（珓ｙ）Θ

其中：Θ＝Ｙ
～
ＶΣ－１。上式表明，Ｕ的列向量是Ｊφ（珓ｙ）列向量的线

性组合，因此，Ｕ的列向量张成的空间是 Ｊφ（珓ｙ）的列向量张成
的空间的子空间，也就是 珓ｘ点的切空间 Ｔ珓ｘ（Ｍ）的一个子空间。

如果ｒ＝ｄ，也就是邻域矩阵Ｘ
～
的秩为ｄ，则Ｕ的列向量就构成

珓ｘ点切空间Ｔ珓ｘ（Ｍ）的标准正交基。

"
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　切空间计算方法比较

在数据点切空间的计算方法上，ＬＴＳＡ算法是基于样本点
邻域的均值点来求切空间，本文的方法是利用样本点本身来求

切空间。记 μ珓ｘ＝
１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｘｋ，Ｘ

～
＝［ｘ１－珓ｘ … ｘＫ－珓ｘ］，Ｘ^＝

［ｘ１－μ珓ｘ … ｘＫ－μ珓ｘ］。

Ｘ
～
与 Ｘ^的区别在于：Ｘ

～
中的邻域以数据点 珓ｘ本身进行中心

化，而 Ｘ^中的邻域则以数据点邻域的均值 μ珓ｘ进行中心化。本

文提出的方法是对 Ｘ
～
进行 ＳＶＤ分解，而 ＬＴＳＡ算法则是对 Ｘ^

进行ＳＶＤ分解。理论上，本文提出的方法得到 珓ｘ点的切空间
Ｔ珓ｘ（Ｍ）的标准正交基，而ＬＴＳＡ算法求取切空间的方法在μ珓ｘ＝
１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｘｋ∈Ｍ、μ珓ｙ＝

１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｙｋ∈Ξ和拓扑同胚映射 φ的同时还是

线性映射的三个假设下，得到均值点μ珓ｘ的切空间 Ｔμ珓ｘ（Ｍ）的标
准正交基。事实上，在上述的三个假设下，有

φ（μ珓ｙ）＝φ
１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｙ( )ｋ ＝１Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
φ（ｙｋ）＝

１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｘｋ＝μ珓ｘ

进而有 Ｘ
＾
＝［ｘ１－μ珓ｘ … ｘＫ－μ珓ｘ］＝

［φ（ｙ１）－φ（μ珓ｙ） … φ（ｙＫ）－φ（μ珓ｙ）］≈

Ｊφ（μ珓ｙ）［ｙ１－μ珓ｙ … ｙＫ－μ珓ｙ］＝Ｊφ（μ珓ｙ）Ｙ^

其中：Ｙ^＝［ｙ１－μ珓ｙ … ｙＫ－μ珓ｙ］。

另一方面，对 Ｘ^进行ＳＶＤ分解，有

Ｘ^＝ＱΛＰＴ

进而有 Ｑ≈Ｊφ（μ珓ｙ）Ｙ^ＰΛ
－１

上式表明，对 Ｘ^进行 ＳＶＤ分解得到的空间其实是均值点
μ珓ｘ的切空间Ｔμ珓ｘ（Ｍ），而不是 珓ｘ点的切空间Ｔ珓ｘ（Ｍ）。

"


+

　改进的局部切空间排列算法

针对原ＬＴＳＡ算法在切空间计算方法上的不足，本文给出
了一种改进的ＬＴＳＡ算法（ＩＬＴＳＡ）。

给定高维空间的Ｎ个数据点Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］，ｘｉ∈Ｒ
ｍ，

ＩＬＴＳＡ算法的第一步也是寻找每个样本点的邻域，但其邻域不
包括原样本点。设Ｘｉ＝［ｘｉ１，…，ｘｉｋ］为不包括样本点 ｘｉ自身
在内的最近ｋ个邻域点构成的矩阵。ＩＬＴＳＡ算法的第二步是
计算邻域内各点在 ｘｉ点的切空间的投影来逼近邻域内各点，
从而获得局部坐标，即

ｍｉｎ
ｘ，Θ，Ｑ

　∑
ｋ

ｊ＝１
‖ｘｉｊ－（ｘ＋Ｑθｊ）‖

２
Ｆ＝ｍｉｎｘ，Θ，Ｑ

　∑
ｋ

ｊ＝１
‖Ｘｉ－（ｘｅＴ＋ＱΘ）‖

２
Ｆ

（１）

其中：ｘ由ｘｉ给出，即样本自身点；Ｑ可由 Ｑｉ给出；Ｑｉ为 Ｘｉ－
ｘｉｅ

Ｔ的ｄ个最大的奇异值对应的左奇异向量。Θ由Θｉ给出：
Θｉ＝ＱＴｉ（Ｘｉ－ｘｉｅＴ）＝［θ（ｉ）１ ，…，θ（ｉ）ｋ ］ （２）

其中：θ（ｉ）ｊ ＝Ｑ
Ｔ
ｉ（ｘｉｊ－ｘｉ）。

ＩＬＴＳＡ的第三步是将这些交叠的局部坐标系统排列起来
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得到一个全局坐标系统。类似原ＬＴＳＡ算法的构造方式，可得
到ＩＬＴＳＡ算法的排列矩阵为

Ｂ＝ＨＨＴ （３）

其中：Ｈｉ＝Ｚｉ（Ｉ－（Θｉ）
＋Θｉ），Ｚｉ＝Ｓｉ－ＴｉΓ

Ｔ，Ｓｉ和 Ｔｉ为０１选
择矩阵。Ｓｉ的大小为Ｎ×ｋ，每一列中，除第 ｉ个元素为１外，
其他元素均为０；Ｔｉ的大小为Ｎ×１，除第ｉ个元素为１外，其他
元素均为０。这样，极小化重建误差的最优解能通过计算矩阵
Ｂ的第２～ｄ＋１个最小特征值对应的特征向量 ｕ２，…，ｕｄ＋１来
获得，即Ｔ＝［ｕ２，…，ｕｄ＋１］

Ｔ。

改进的局部切空间排列算法（ＩＬＴＳＡ）如下：
ａ）选取邻域。计算每个样本点 ｘｉ的邻域。记 Ｘｉ＝

［ｘｉ１，…，ｘｉｋ］为不包括样本点自身在内的最近ｋ个邻域点。
ｂ）局部线性投影。对每个样本点的邻域，计算以样本点

自身中心化矩阵的最大ｄ个奇异值对应的右奇异向量，并将这
ｄ个右奇异向量组成矩阵Ｖｉ。

ｃ）局部坐标排列成全局坐标。按式（３）构造排列矩阵
Ｂ＝ＨＨＴ。计算Ｂ的第２～ｄ＋１个最小特征值对应的特征向
量，则为计算的嵌入结果。

&

　实验分析

为了更好地比较和分析 ＩＬＴＳＡ与原 ＬＴＳＡ算法的效果及
性能差异，本文设计了以下的实验。实验中，ＣＰＵ频率为１８６
ＧＨｚ，内存容量为２ＧＢ，运行环境为ＭＡＴＬＡＢ７０。
&


"

　运行效果及分析
首先选取 Ｍａｎｉ程序中的标准数据集。Ｍａｎｉ数据集是一

种在流形学习中广泛使用的数据集，可以方便地从 ｈｔｔｐ：／／
ｗｗｗ．ｍａｔｈ．ｕｃｌａ．ｅｄｕ／～ｗｉｔｔｍａｎ／ｍａｎｉ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ处免费下载。
当样本点Ｎ取８００、邻域值 Ｋ取８时，对比效果如图１所示。
由图１可以看出，采用样本点本身中心化的算法，其效果与原
ＬＴＳＡ算法效果相比基本类似。这主要是因为样本点较多，样
本点与邻域点的距离较小，而邻域值取值较大，使得数据点邻

域的均值点与数据点本身差距不大。而对于 ＰｕｎｃｔｕｒｅｄＳｐｈｅｒｅ
这类非均匀采样的样本集，ＩＬＴＳＡ算法取得了更好的效果，更
好地表现了流形的本质特征。

当样本点取４００、邻域值取４时，对比效果如图２所示。
由图２可以看出，原 ＬＴＳＡ算法基本失效。这主要是因为样
本点较少，样本点与其邻域点的距离较远，此时，减小邻域值

为４时，邻域内均值点就与样本点偏差较大，求出的样本点
的低维坐标不能准确地反映样本点与邻域点的真实关系。

采用样本点本身中心化的算法，其效果与原 ＬＴＳＡ算法效果
相比有较大进步，显得更稳定和有效。这主要是因为本文的

算法思想是在样本点的切空间内，尽可能地用邻域内各点来

逼近数据点本身，而不是均值点。对于 ＳＣｕｒｖｅ数据集和其
他流形数据集，实验结果较为类似。当样本点较多且邻域值

较大时，ＩＬＴＳＡ算法与原算法的效果相近；当样本点较少且邻
域值较小时，ＩＬＴＳＡ算法表现了较好的效果，这表明了改进的
ＬＴＳＡ算法的健壮性和稳定性。实验效果分别如图 ３和 ４
所示。

同时，本文的改进算法也能应用在真实数据集上，如图５
所示。本文选取了文献［５］中的人脸数据集。由图５可知，改
进的ＬＴＳＡ算法能较好地寻找到高维流形的本质低维特征。
&


&

　算法效率
在比较和分析两种算法效果差异的同时，本文作了算法效率

的对比分析，如表１所示。理论上可以证明，本文的算法与原算法
具有相同的时间复杂度，实验结果证实了这一方法的有效性。

表１　算法执行时间对比表（Ｎ＝８００，Ｋ＝８）
流形数据集 原ＬＴＳＡ算法／ｓ ＩＬＴＳＡ算法／ｓ
ＳｗｉｓｓＲｏｌｅ ０．７０３ ０．６８７
ＳｗｉｓｓＨｏｌｅ ０．７０３ ０．６８８
ＣｏｒｎｅｒＰｌａｎｅｓ ０．８４４ ０．８１３
ＰｕｎｃｔｕｒｅｄＳｐｈｅｒｅ ０．７１９ ０．７５
ＴｗｉｎＰｅａｋｓ ０．６８７ ０．６７２
ＴｏｒｏｉｄａｌＨｅｌｉｘ ０．７０３ ０．６８７
Ｇａｕｓｓｉａｎ ０．６８７ ０．６７１

　　由表１可以看出，与原 ＬＴＳＡ算法相比，样本点本身取代
邻域均值进行中心化的切空间计算方法没有增加计算负担。

+

　结束语

ＬＴＳＡ算法是一种非常经典的流形学习算法，能较好地学
习到高维数据流形的低维坐标。理论上，ＬＴＳＡ算法基于数据
点的切空间，但是在实践中，ＬＴＳＡ算法采用数据点邻域的样本
协方差矩阵的主元所张成的空间作为数据点的切空间。本文

针对ＬＴＳＡ算法中对于样本点切空间计算方法的隐患，提出了
一种更为严谨的计算方法，并在此基础上改进了 ＬＴＳＡ算法。
实验结果证实了改进算法的有效性和稳定性，而且本文提出的

数据点切空间的计算方法没有增加计算负担。同时，本文提到

的样本切空间的计算方法也可应用到其他以切空间为基础的

流形学习算法（如 ＨＬＬＥ算法）中。与其他流形学习算法一
样，ＬＴＳＡ算法不能很好地解决新来样本点的问题，本文提出的
改进算法也未能处理这一问题，这将是笔者未来的研究工作之

一。另外，建立样本点本身与邻域均值点的偏离程度对于全局

坐标影响的数值分析和模型，也将是笔者未来的重要工作。
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［１６］ＺＨＡＨｏｎｇｙｕａｎ，ＺＨＡＮＧＺｈｅｙｕｅ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅａｌｉｇｎ
ｍｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓｉｎｍａｎｉｆｏｌｄｌｅａｒｎｉｎｇ［Ｊ］．ＳＩＡＭ Ｒｅｖｉｅｗ，２００９，５１
（３）：５４５５６６．
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