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离散空间中正交小波分解重构算法的实现

蒋英春
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摘　要：针对目前离散空间中分解重构算法的过程较为复杂，主要研究离散空间中周期小波和非周期小波分解
重构算法的实现。首先证明离散空间中的多层小波分解重构算法可以按照 Ｍａｌｌａｔ分解重构算法的塔式结构实
现，从而将离散序列空间与函数空间中的小波理论联系起来；其次，举例说明离散空间中的分解重构算法比函数

空间中的Ｍａｌｌａｔ分解重构算法在滤波器的选择上更加灵活；最后，数值结果表明基于离散小波对信号进行处理
在很多应用中可以取得更好的效果。
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　　小波分析在过去的二十多年取得了巨大成就，但大部分工
作集中在函数空间，尤其是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｌ２（Ｒ）［１～４］。由于实际
采集到的信号都是离散的，所以从应用的角度看，研究离散空

间中的小波更自然，也更重要。在这一领域主要有周期和非周

期两类小波，详见文献［５～９］。
虽然离散小波的理论框架基本完善，但是目前所见到的分

解重构算法的实现似乎与函数空间中的Ｍａｌｌａｔ算法不同，且过
程较为复杂，这也是困扰许多应用工作者的问题。本文证明离

散空间中的小波分解重构算法可以按照 Ｍａｌｌａｔ分解重构算法
的塔式结构实现，而且在实际应用中比经典Ｍａｌｌａｔ算法更加灵
活有效。
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　离散周期小波的分解重构算法

设Ｎ为正整数，定义 Ｎ维离散周期空间 ｌ２（ＺＮ）＝｛ｚ＝

（ｚ（０），ｚ（１），…，ｚ（Ｎ－１）：ｚ（ｊ）∈Ｃ，０≤ｊ≤Ｎ－１）｝，并约定 ｚ
（ｊ＋Ｎ）＝ｚ（ｊ），ｊ∈Ｚ。在下文中 Ｒ表示平移算子，Ｄ和 Ｕ分别
表示下采样和上采样算子，珓ｚ表示 ｚ的共轭反射，即 珓ｚ（ｎ）＝
ｚ（－ｎ）。

设Ｎ可被２ｐ整除，ｕ１，ｖ１，ｕ２，ｖ２，…，ｕｐ，ｖｐ为一组 ｐ阶小波
滤波器序列，即ｕｌ，ｖｌ∈ｌ

２（ＺＮ／２ｌ－１），且对 ｎ＝０，１，…，Ｎ／２
ｌ－１，

系统矩阵：

Ａｌ（ｎ）＝
１

槡２

ｕ^ｌ（ｎ） ｖ^ｌ（ｎ）

ｕ^ｌ ｎ＋
Ｎ
２( )ｌ ｖ^ｌ ｎ＋

Ｎ
２( )







ｌ

为酉矩阵。定义ｆ１＝ｖ１，ｇ１＝ｕ１。对 ｌ＝２，３，…，ｐ，递推定义 ｆｌ，

ｇｌ∈ｌ
２（ＺＮ）为

ｆｌ＝ｇｌ－１Ｕｌ－１（ｖｌ）

ｇｌ＝ｇｌ－１Ｕｌ－１（ｕｌ{ ）

则ｆ１，ｆ２，…，ｆｐ，ｇｐ为ｌ
２（ＺＮ）的ｐ阶小波基，即Ｂ＝｛Ｒ２ｋｆ１｝

Ｎ／２－１

ｋ＝０

∪｛Ｒ２２ｋｆ２｝
Ｎ／２２－１
ｋ＝０ ∪…∪｛Ｒ２ｐｋｆｐ｝

Ｎ／２ｐ－１
ｋ＝０ ∪｛Ｒ２ｐｋｇｐ｝

Ｎ／２ｐ－１
ｋ＝０ 构成

ｌ２（ＺＮ）的标准正交基。因此，对ｚ∈ｌ
２（ＺＮ），有展开式：

ｚ＝∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
〈ｚ，Ｒ２ｋｆ１〉Ｒ２ｋｆ１＋∑

Ｎ
４－１

ｋ＝０
〈ｚ，Ｒ４ｋｆ２〉Ｒ４ｋｆ２＋…＋

∑

Ｎ
２ｐ
－１

ｋ＝０
〈ｚ，Ｒ２ｐｋｆｐ〉Ｒ２ｐｋｆｐ＋∑

Ｎ
２ｐ
－１

ｋ＝０
〈ｚ，Ｒ２ｐｋｇｐ〉Ｒ２ｐｋｇｐ

文献［５，６］中给出的分解算法为：对ｌ＝１，２，…，ｐ，有

ｘｌ（ｋ）＝〈ｚ，Ｒ２ｌｋｆｌ〉＝ｚ珓ｆｌ（２ｌｋ）＝Ｄｌ（ｚ珓ｆｌ）（ｋ），ｋ＝０，１，…，
Ｎ
２ｌ
－１

ｙｐ（ｋ）＝〈ｚ，Ｒ２ｐｋｇｐ〉＝ｚ珘ｇｐ（２ｐｋ）＝Ｄｐ（ｚ珘ｇｐ）（ｋ），ｋ＝０，１，…，
Ｎ
２ｐ
－１

相应的重构算法为

ｚ＝ｆ１Ｕ（ｘ１）＋ｆ２Ｕ２（ｘ２）＋…＋ｆｐＵｐ（ｘｐ）＋ｇｐＵｐ（ｙｐ）
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下面证明上述多层分解重构算法具有塔式结构，且ｐ层算法的
实现只依赖于ｐ阶小波滤波器序列。为了简便，令 ｐ＝２。一
方面：

ｘ^２（ｎ）＝［Ｄ２（ｚ珓ｆ２）］∧（ｎ）＝
１
２ （Ｄ（ｚ珓ｆ２））∧（ｎ）＋（Ｄ（ｚ珓ｆ２））∧ ｎ＋Ｍ( )[ ]２ ＝

１
４（ｚ

珓ｆ２）∧（ｎ）＋
１
４（ｚ

珓ｆ２）∧ ｎ＋Ｍ( )２ ＋

１
４（ｚ

珓ｆ２）∧（ｎ＋Ｍ）＋
１
４（ｚ

珓ｆ２）∧ ｎ＋３Ｍ( )２ ＝

１
４ｚ^（ｎ）^ｆ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋Ｍ( )２ ｆ^２ ｎ＋Ｍ( )２ ＋

１
４ｚ^（ｎ＋Ｍ）^ｆ２（ｎ＋Ｍ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋３Ｍ( )２ ｆ^２ ｎ＋
３Ｍ( )２ ＝

１
４ｚ^（ｎ）^ｕ１（ｎ）^ｖ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋
Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２ ＋

１
４ｚ^（ｎ＋Ｍ）^ｕ１（ｎ＋Ｍ）^ｖ２（ｎ＋Ｍ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋３Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋３Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋３Ｍ( )２ ＝

１
４ｚ^（ｎ）^ｕ１（ｎ）^ｖ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋
Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２ ＋

１
４ｚ^（ｎ＋Ｍ）^ｕ１（ｎ＋Ｍ）^ｖ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋３Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋３Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２
最后的等式成立是因为ｖ２∈ｌ

２（ＺＭ）。另一方面：
［Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珓ｖ２）］∧（ｎ）＝

１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）珓ｖ２］∧（ｎ）＋
１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）珓ｖ２］∧ ｎ＋Ｍ( )２ ＝

１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）］∧（ｎ）^ｖ２（ｎ）＋
１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）］∧ ｎ＋Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２ ＝

１
４［（ｚ

珘ｕ１）∧（ｎ）＋（ｚ珘ｕ１）∧（ｎ＋Ｍ）］^ｖ２（ｎ）＋

１
４ （ｚ珘ｕ１）∧ ｎ＋Ｍ( )２ ＋（ｚ珘ｕ１）∧ ｎ＋３Ｍ( )[ ]２ ｖ^２ ｎ＋

Ｍ( )２ ＝

１
４ｚ^（ｎ）^ｕ１（ｎ）^ｖ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋
Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２ ＋

１
４ｚ^（ｎ＋Ｍ）^ｕ１（ｎ＋Ｍ）^ｖ２（ｎ）＋

１
４ｚ^

ｎ＋３Ｍ( )２ ｕ^１ ｎ＋３Ｍ( )２ ｖ^２ ｎ＋Ｍ( )２
因此，ｘ２＝Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珓ｖ２）。类似地，可得

ｙ２＝Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珘ｕ２）

图１和２给出分解重构算法的图示。
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　离散非周期小波的分解重构算法

令

ｌ２（Ｚ）＝ ｚ＝（ｚ（ｎ））ｎ∈Ｚ：ｚ（ｎ）∈Ｃ，∑ｎ｜ｚ（ｎ）｜
２＜＋{ }∞

设ｕ１，ｖ１，ｕ２，ｖ２，…，ｕｐ，ｖｐ为ｌ
２（Ｚ）中的一组ｐ阶小波滤波器序

列，即ｕｌ，ｖｌ∈ｌ
２（Ｚ），且对θ∈ ［０，π），系统矩阵：

Ａｌ（θ）＝
１

槡２

ｕ^ｌ（θ） ｖ^ｌ（θ）

ｕ^ｌ（θ＋π） ｖ^ｌ（θ＋π









）

是酉矩阵。定义ｆ１＝ｖ１，ｇ１＝ｕ１。对ｌ＝２，３，…，ｐ，定义ｆｌ＝ｇｌ－１
Ｕｌ－１（ｖｌ），ｇｌ＝ｇｌ－１Ｕ

ｌ－１（ｕｌ），则Ｂ＝｛Ｒ２ｌｋｆｌ：ｋ∈Ｚ，ｌ＝１，２，…，
ｐ｝∪｛Ｒ２ｐｋｇｐ：ｋ∈Ｚ｝是ｌ

２（Ｚ）的标准正交基，称为ｐ阶小波基。
因此，对ｚ∈ｌ２（Ｚ），有展开式：

ｚ＝∑
ｋ∈Ｚ
〈ｚ，Ｒ２ｋｆ１〉Ｒ２ｋｆ１＋

∑
ｋ∈Ｚ
〈ｚ，Ｒ２２ｋｆ２〉Ｒ２２ｋｆ２＋…＋

∑
ｋ∈Ｚ
〈ｚ，Ｒ２ｐｋｆｐ〉Ｒ２ｐｋｆｐ＋∑ｋ∈Ｚ

〈ｚ，Ｒ２ｐｋｇｐ〉Ｒ２ｐｋｇｐ

文献［５，６］中给出的分解算法为：对ｌ＝１，２，…，ｐ，有
ｘｌ（ｋ）＝〈ｚ，Ｒ２ｌｋｆｌ〉＝ｚ珓ｆｌ（２ｌｋ）＝Ｄｌ（ｚ珓ｆｌ）（ｋ）

ｙｐ（ｋ）＝〈ｚ，Ｒ２ｐｋｇｐ〉＝ｚ珘ｇｐ（２ｐｋ）＝Ｄｐ（ｚ珘ｇｐ）（ｋ）

重构算法为

ｚ＝ｆ１Ｕ（ｘ１）＋ｆ２Ｕ２（ｘ２）＋…＋ｆｐＵｐ（ｘｐ）＋ｇｐＵｐ（ｙｐ）

事实上，上面多层分解重构算法同样具有塔式结构，不妨

令ｐ＝２。一方面：
ｘ^２（θ）＝［Ｄ２（ｚ珓ｆ２）］∧（θ）＝

１
２ （Ｄ（ｚ珓ｆ２））∧

θ( )２ ＋（Ｄ（ｚ珓ｆ２））∧
θ
２＋( )[ ]π ＝

１
４（ｚ

珓ｆ２）∧
θ( )４ ＋１４（ｚ

珓ｆ２）∧
θ
４＋

π( )２ ＋

１
４（ｚ

珓ｆ２）∧
θ
４＋( )π ＋１４（ｚ珓ｆ２）∧ θ

４＋
３π( )２ ＝

１
４ｚ^

θ( )４ ｆ^２
θ( )４ ＋１４ｚ^

θ
４＋

π( )２ ｆ^２
θ
４＋

π( )２ ＋

１
４ｚ^

θ
４＋( )π ｆ^２ θ

４＋( )π ＋１４ｚ^ θ
４＋

３π( )２ ｆ^２
θ
４＋

３π( )２ ＝

１
４ｚ^

θ( )４ ｕ^１
θ( )４ ｖ^２ θ( )２ ＋１４ｚ^

θ
４＋

π( )２ ｕ^１
θ
４＋

π( )２ ｖ^２
θ
２＋( )π ＋

１
４ｚ^

θ
４＋( )π ｕ^１ θ

４＋( )π ｖ^２ θ( )２ ＋ １４ｚ^
θ
４＋
３π( )２ ｕ^１ θ

４＋
３π( )２ ｖ^２ θ

２＋( )π
另一方面：

［Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珓ｖ２）］∧（θ）＝
１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）珓ｖ２］∧
θ( )２ ＋

１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）珓ｖ２］∧
θ
２＋( )π ＝１２［Ｄ（ｚ珘ｕ１）］∧ θ( )２ ｖ^２ θ( )２ ＋

１
２［Ｄ（ｚ

珘ｕ１）］∧
θ
２＋( )π ｖ^２ θ

２＋( )π ＝
１
４ （ｚ珘ｕ１）∧

θ( )４[ ＋（ｚ珘ｕ１）∧
θ
４＋( ) ]π ｖ^２

θ( )２ ＋

１
４ （ｚ珘ｕ１）∧

θ
４([ ＋π )２ ＋（ｚ珘ｕ１）∧

θ
４＋

３π( ) ]２ ｖ^２
θ
２＋( )π ＝

１
４ｚ^

θ( )４ ｕ^１
θ( )４ ｖ^２ θ( )２ ＋１４ｚ^

θ
４＋

π( )２ ｕ^１
θ
４＋

π( )２ ｖ^２
θ
２＋( )π ＋

１
４ｚ^

θ
４＋( )π ｕ^１ θ

４＋( )π ｖ^２ θ( )２ ＋

１
４ｚ^

θ
４＋

３π( )２ ｕ^１
θ
４＋

３π( )２ ｖ^２ θ
２＋( )π

因此，ｘ２＝Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珓ｖ２），ｙ２＝Ｄ（Ｄ（ｚ珘ｕ１）珘ｕ２）。
ｌ２（Ｚ）中的多层分解重构算法与 ｌ２（ＺＮ）中的算法具有相

同的结构，只是所使用的ｐ阶小波滤波器序列不同而已。而且
ｌ２（Ｚ）中的ｐ阶小波滤波器可取重复滤波器，即 ｕｌ＝ｕ，ｖｌ＝ｖ，
而ｌ２（ＺＮ）中的ｐ阶小波滤波器不能取重复滤波器。

%

　对比分析

由上面分析可以看出，利用离散空间中的小波对信号进行

分解要比函数空间中的小波分解更具灵活性，具体表现为：

ａ）函数空间中的小波分解一旦小波基选定，多层分解过程
中各层所使用的低通滤波器和高通滤波器均相同。而在离散空

间中，图１的分解过程表明各层分解可使用不同的滤波器。
ｂ）在离散空间ｌ２（Ｚ）中，当取重复滤波器，即

ｕｌ＝ｕ，ｖｌ＝ｖ　ｌ＝１，２，…，ｐ

而且ｕ和ｖ分别为函数空间中某正交小波的低通和高通滤波
器时，图１的分解过程即为函数空间中的Ｍａｌｌａｔ分解。但并不
是所有的重复滤波器中的小波生成元（ｕ，ｖ）都对应函数空间
中的某个正交小波。
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例１

ｕ＝１

槡２
δ０＋

１

槡２
δ３，ｖ＝

１

槡２
δ０－

１

槡２
δ３

容易验证它们的系统矩阵为酉矩阵。另设

（ｘ）＝
１
３，０≤ｘ＜３

０，ｘ＜０或ｘ≥









 ３

则有细分方程 φ（ｘ）＝φ（２ｘ）＋φ（２ｘ－３）。但是可以验证
｛φ（ｘ－ｋ）：ｋ∈Ｚ｝不是正交的，所以 ｕ并不是函数空间中某正
交小波的低通滤波器。

下面选取一段语音信号（图３（ａ）），加入强度为００５的噪
声（图３（ｂ）），然后对其作三层小波分解后进行阈值消噪。图
３给出了基于不同小波的消噪效果。图３（ｃ）～（ｅ）和（ｆ）分别
是三层小波分解均选用ｄｂ３、ｄｂ４、ｄｂ５和ｄｂ６小波的消噪结果，
（ｇ）和（ｈ）是三层小波分解分别选用ｄｂ３、ｄｂ４、ｄｂ５和ｄｂ４、ｄｂ５、
ｄｂ６的消噪结果。

为了对比以上六种算法的去噪效果，选取信噪比（ＳＮＲ）、
均方误差（ＲＭＳＥ）和剩余噪声标准偏差（ＲＮＳＤ）作为去噪性能
的对比指标。去噪后，ＳＮＲ越大，ＲＭＳＥ和 ＲＮＳＤ越小，则去噪
信号就越接近原始信号，去噪效果和质量就越好。表１给出以
上算法的指标对比，结果表明：各层使用不同小波去噪后 ＳＮＲ
大，ＲＭＳＥ和ＲＮＳＤ小，消噪效果优于各层均使用同一种小波。
事实上，小波函数ｄｂｎ中的 ｎ反映的就是小波函数的消失矩，
消失矩越高，将使小波变换之后的高频小波系数越小，小波分

解后的能量也就越集中。因此，通常总是选用消失矩较高的小

波函数，但并不是消失矩的阶数越高越好，随着消失矩的增

　　

加，一个负面的影响是其支撑长度变大，使得对边缘信息和奇

异点的定位不准确，且运算量增加。同时，不同的信号对消失

矩的要求不一样，同一信号在不同分解层对消失矩的要求也不

一样，目前还没有一个关于如何选取消失矩的准则。尽管如

此，上述实验结果说明：在很多情况下，各层分解选择不同的小

波基进行小波变换可以取得更好的处理效果，同时避免了额外

的运算量。

表１　指标对比

指标
图像３

（ｃ） （ｄ） （ｅ） （ｆ） （ｇ） （ｈ）

ＳＮＲ ２．９８８３ ４．２５８０ ４．３８９９ ４．２３１０ ４．４５２５ ４．４１０２

ＲＭＳＥ ０．０４９１ ０．０４２４ ０．０４１７ ０．０４２９ ０．０４１４ ０．０４１６

ＲＮＳＤ ６．５９７２ ５．７０３６ ５．６１９０ ５．７２８３ ５．５７９２ ５．６０２１

*

　结束语

本文首先证明了离散空间中的周期小波和非周期小波变

换同样可以按照Ｍａｌｌａｔ算法的塔式结构实现，从而将离散小波
分析与连续小波分析的实现联系起来；其次，通过对比分析说

明离散小波变换在滤波器的选择上更加灵活；最后，数值算例

表明，在实际应用中可以考虑在多层小波分解中选用不同的小

波函数，在很多情况下可以取得更好的处理效果。本文结果还

有需要改进的地方，即没有一个标准来确定什么样的信号适合

在不同分解层上选择不同的小波。
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