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原子簇快速匹配追踪算法
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摘　要：针对稀疏表示中匹配追踪算法计算复杂度过大的问题，提出了基于冗余字典原子相关性的匹配追踪算
法。该算法利用相邻迭代过程中匹配原子的相关性对冗余字典进行簇化，得到Ｍ个多原子集合（原子簇）；每次
迭代过程中利用ＬＶＱ神经网络的快速学习能力从原子簇中选取目标簇；最后在目标簇中选取匹配信号结构的
若干原子进行信号的稀疏逼近。实验采用一维稀疏信号进行仿真，结果表明与匹配追踪算法相比，其逼近性能

相近，同时稀疏分解速度大大提高。
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　　基于超完备字典的信号稀疏表示是一种新的信号表示理
论，利用超完备字典的冗余性可以有效地捕捉图像的各种结构

特征，从而实现图像信号的有效表示。它的基本思想是对于各

种不同特性的图像部分采用不同的正交基来展开。这种超完

备表示的非唯一性一方面使得人们能够自适应地选择基底，以

达到对信号稀疏表示的目的；但同时也使信号的最优线性展开

成为一个典型的ＮＰ难问题［１］。

为了解决这一难题，人们提出了信号的次优稀疏分解方

法，如匹配追踪（ＭＰ算法）、基追踪［２］等。匹配追踪和基追踪

方法通过放宽信号稀疏分解优化问题的约束条件，以得到接近

最优的解。尽管对于某些特定类型的字典，以上两种方法都能

够得到次优解，但由于算法运算复杂度高，因而不利于实际应

用的开展。近年来，人们通过对冗余字典进行近似或对最优原

子搜索算法进行修正，从而降低了信号稀疏分解的计算复杂

度［３］。文献［４］通过简单的基矢量的线性组合来近似字典函
数，有效降低了运算复杂度。而文献［５］通过构造多尺度字典
和子带字典的方式来减少最优原子搜索的复杂度。以上方法

虽说在一定程度上降低了匹配追踪算法的运算复杂度，但信号

稀疏分解的速度仍然非常缓慢。

在讨论超完备稀疏表示理论的基础上，本文对完备稀

疏表示的快速算法进行了研究，提出了原子簇快速匹配算

法。它区别于传统的匹配追踪算法，通过对所有的原子进

行区域划分，用较小的原子集合（称为原子簇）来表示冗余

字典。这样每次迭代过程充分利用相邻迭代过程中匹配原

子的相关特性和神经网络快速学习能力，通过较少的匹配

从原子簇中预选出若干个匹配原子，以提高稀疏分解的运

算速度。
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　稀疏词典原子簇化

为了获得信号的稀疏分解，原子的选取至关重要，通常要

求每次迭代选定的原子间的相关性足够小。考虑到相邻迭代

原子间的这种关系，本文提出的原子簇匹配追踪算法通过每次

迭代时选取一个原子簇。为了保证信号分解后系数的稀疏性，

同样要求选定原子簇内原子之间的相关性足够小。

!
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算法介绍及分析

基于冗余字典的信号稀疏分解的数学描述：设集合 Ｄ＝
｛ｄｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ｝，且Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｒ

Ｍ＝ｓｐａｎ（Ｄ），Ｎ＞＞Ｍ。由
于Ｎ＞＞Ｍ，称Ｄ为冗余字典，其元素都已作了归一化处理，称
为原子。对信号ｆ，在Ｄ中选取Ｋ（Ｋ＜＜Ｍ）个原子对信号作 Ｋ
项逼近：
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ｆＫ＝ ∑
ｉ∈ＩＫ，｜ＩＫ｜＝Ｋ

〈ｆ，ｄｉ〉ｄｉ （１）

其中：ＩＫ是ｄｉ的下标。稀疏逼近就是在满足逼近误差的前提
下从各种可能的组合中挑选分解稀疏最为稀疏的一组原子。

要找到最稀疏的信号表示，等同于解决０范数问题［６］：

ｍｉｎ‖ｃ‖０，ｓ．ｔ．　ｆ＝∑ｃｉｄｉ （２）

其中：‖ｃ‖０是ｃｉ（ｉ＝１，２，…，Ｋ）中非零项个数。对于冗余字
典Ｄ来说，这是一个ＮＰ难问题。

因此，ＭＰ贪婪算法求解‖ｃ‖０的局部最优以降低计算复

杂度。其在每一次迭代过程中，用原始信号或残余信号与冗余

字典中所有原子作内积，从字典里选择最能匹配信号结构的一

个原子而构建的一种逼近过程。但是，由于每次迭代字典中的

所有剩余原子都需与信号作内积，以找到最能匹配信号结构的

一个原子，所以ＭＰ算法计算量仍十分巨大。
下面对ＭＰ算法进行分析：
设给定的冗余字典为Ｄ（Ｍ×Ｎ），原子（冗余字典的列）为

ｄｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）且‖ｄｉ‖
２
２＝１。利用匹配追踪对ｓ进行分解。

设定初值Ｒ０ｓ＝ｓ，迭代变量为ｋ，信号首先被分解为Ｒ０ｓ＝〈ｄｉ０，

Ｒｏｓ〉ｄｉ０＋Ｒ
１ｓ，且Ｒ１ｓ与ｄｉ０正交，依此类推Ｒ

ｋｓ＝〈ｄｉｋ，Ｒ
ｋｓ〉ｄｉｋ＋

Ｒｋ＋１ｓ。因为Ｒｋ＋１ｓ与ｄｉｋ正交，所以
〈Ｒｋ＋１ｓ，ｄｉｋ〉＝〈〈ｄｉｋ＋１，Ｒ

ｋ＋１ｓ〉ｄｉｋ＋１＋Ｒ
ｋ＋２ｓ，ｄｉｋ〉＝

〈ｄｉｋ＋１，Ｒ
ｋ＋１ｓ〉〈ｄｉｋ＋１，ｄｉｋ〉＋〈Ｒ

ｋ＋２ｓ，ｄｉｋ〉＝０

〈ｄｉｋ＋１，ｄｉｋ〉＝
－〈Ｒｋ＋２ｓ，ｄｉｋ〉

〈ｄｉｋ＋１，Ｒ
ｋ＋１ｓ〉

（３）

ｄｉｋ＋１为字典中使残差能量最小的原子，即展开信号与原子

ｄｉｋ＋１的内积最大，即ｄｉｋ＋１　ｓ．ｔ．｜〈ｄｉｋ＋１，Ｒ
ｋ＋１ｓ〉｜＝ｍａｘ

ｉ∈［１，Ｎ］
｜〈ｄｉ，

Ｒｋ＋１ｓ〉｜，故ｄｉｋ＋１与ｄｉｋ相关性很小。
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　原子簇化算法

由１１节ＭＰ算法分析可见，对于传统的匹配追踪算法，
相邻迭代原子的相关性较小。这样，为了得到信号的稀疏表

示，每个簇中原子间相关性应很小。根据这一特性，应使非相

关的原子聚成簇。迭代时每次选择一个原子，则包含此原子的

原子簇的若干原子参与到原始信号的重构，这样将大大减少迭

代次数。设给定的冗余字典为 Ｄ（Ｍ×Ｎ），将原子（列）ｄｉ（ｉ＝
１，２，…，Ｎ）看做训练矢量，将其分解成 ｔ个簇 Ｄｋ（ｋ＝１，２，…，
ｔ），Ｄ＝∪ｔ

ｋ＝１Ｄｋ且当ｉ≠ｊ时，Ｄｉ∩Ｄｊ＝。
定义１　Ｄｉ与Ｄｊ之间的簇距

ｄｉｊ＝ ｍｉｎｍｉｎ
ｋ∈［１，Ｓ（Ｄｉ）］，ｍ∈［１，Ｓ（Ｄｊ）］

｛〈ｄｉｋ，ｄｊｍ〉｝ （４）

定义２　原子ｄｉ与Ｄｊ距离
Ｄｉ，ｊ＝ ｍｉｎ

ｍ∈［１，Ｓ（Ｄｊ）］
｛〈ｄｉ，ｄｊｍ〉｝ （５）

其中：ｄｉｊ表示原子簇 Ｄｉ与 Ｄｊ之间的簇距，Ｓ（Ｄｉ）表示原子簇
Ｄｉ中包含的原子数，ｄ

ｉ
ｋ表示原子簇 Ｄｉ中第 ｋ个原子。这里，

距离采用内积表示。算法步骤如下：

ａ）初始化原子簇。设置簇间阈值δ，令迭代次数 ｒ＝０。假
设ｄ１为簇Ｍ１，在 Ｄ（Ｍ×Ｎ）中搜索Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｋ，满足

ｄｉｊ＞δ　ｉ＝１，２，…，ｋ；ｊ＝１，２，…，ｋ

初始化后，得到了 ｋ个满足要求的簇 Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，…，Ｍｋ，
每个簇内只含有一个原子。

ｂ）求与原子距离最小的原子簇。对于未被选入簇内的原
子，其与各个簇的距离选取距离最小的簇。令迭代次数为 ｒ，
Ｎ（ｄ）＝｛ｄｉ｝（ｄｉＭ，ｉ＝１，２，…，Ｎ）表示未被选入簇内的原子

集合。对于ｄｉ（ｄｉ∈Ｎ（ｄ）），求与各个原子簇 Ｍｉ之间的距离
Ｄｉｊ（ｊ＝１，２，…，ｋ），令

ｊ＝ｔ　ｓ．ｔ．ａｒｇｍｉｎ
ｊ∈［１，ｋ］

｛Ｄｉｊ｝　ｊ＝１，２，…，ｋ （６）

则Ｍｒ－１ｔ 为选取的簇。

ｃ）对原子进行簇化处理。设置簇内阈值 ｄｅｌｔａ，紧接着对
待处理原子ｄｉ作如下处理：当原子与簇的距离小于簇内阈值
时，将原子ｄｉ加入到簇 Ｍ

ｒ－１
ｔ 中，得到 Ｍｒｔ；否则令 ｄｉ为新的原

子簇，即

Ｍｒｔ＝Ｍｒ－１ｔ ∪ｄｉ　　（Ｄｉｊ≤ｄｅｌｔａ）

ｄｉ＝Ｍｋ＋１ （Ｄｉｊ＞ｄｅｌｔａ{ ）
（７）

更新Ｎ（ｄ）＝Ｎ（ｄ）－｛ｄｉ｝。判断循环条件，如果 Ｎ（ｄ）≠，
ｒ＝ｒ＋１，转到步骤ｂ）继续迭代；否则终止迭代，转入步骤ｄ）。

ｄ）原子簇的合并。根据各簇的簇距作如下处理：当簇距
小于簇间阈值δ时，对原子簇进行合并；否则不作处理，即

Ｍｒｉｊ＝Ｍｒｉ∪Ｍｒｊ，ｋ＝ｋ－１　ｄｉｊ≤δ

Ｍｒｉ＝Ｍｒｉ，Ｍｋｊ＝Ｍｒｊ ｄｉｊ＞{ δ
（８）

其中：ｒ为迭代次数，Ｍｒｉｊ为第 ｒ次迭代由 Ｍｉ与 Ｍｊ合并组成的
原子簇。

ｅ）判定终止条件。如果对于ｉ，ｊ，都有 ｄｉｊ＞δ，则算法终
止；否则转入步骤ｄ）。

"

　原子簇快速匹配算法

经过１２节簇化处理，将稀疏词典的各个原子划分为含有
不同原子数目的原子簇。每个原子簇中的原子间的相关性足够

小（＜ｄｅｌｔａ），这样在匹配追踪的每次迭代过程中，每个原子簇量
化为一个原子，只要该原子被选中，则相应地整个原子簇的若干

原子被选中，从而大大减少了迭代次数，提高了匹配效率。

针对冗余字典匹配计算复杂度较高的问题，同时考虑到簇

化后的特点，这里选用 ＬＶＱ神经网络图１进行原子簇的智能
匹配。

"
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网络快速匹配

１）输入层和输出层数目的确定　输入层节点数为稀疏词
典的原子的维数。输出层的节点数为２．２节中原子簇化后的
簇数ｋ，用输出｛１，２，…｝标志它们。
２）隐层节点数目的确定　将隐层节点的数目设定为输入

层节点数的２倍，这样网络的识别效率较高，网络的训练时间
也较少。

３）学习速率的确定　学习速率关系到学习过程的稳定，
大的学习速率可能导致系统的不稳定；小的学习速率导致较长

的训练时间。一般情况下，倾向于选取较小的学习速率以保证

系统的稳定性。通过实验，学习速率取００１。

"
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　原子簇快速匹配追踪

假设待重构信号为ｓ，冗余字典为Ｄ（Ｍ×Ｎ），匹配步骤为：
ａ）初始化。令迭代次数ｍ＝０，残差Ｒ０ｓ＝ｓ，迭代终止误差

为εｓｔｏｐ，簇内匹配阈值为γ。
ｂ）字典中目标原子选取。
定义３　残差Ｒｍｓ与原子ｄ的匹配度φｍ定义为

φｉｍ＝
〈ｄｉ，Ｒｍｓ〉

‖ｄｉ‖‖Ｒｍｓ‖
　　ｉ＝１，２，…，Ｎ

其中：Ｒｍｓ表示第ｍ次迭代后的残差，ｄｉ表示冗余字典中的第ｉ
个原子。选取的φｉｍ越大，则表明原子ｄｉ越能有效地对残差进
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行重构。

计算字典Ｄ中与 Ｒｍｓ匹配度最大（即内积最大）的原子
ｄｉｍ（ｉ　ｓ．ｔ．｜〈ｄｉｍ，Ｒｍｓ〉｜＝ｍａｘｉ∈［１，Ｎ］

｜〈ｄｉ，Ｒｍｓ〉｜）为字典中目标原

子，更新残差Ｒｍｓ：
Ｒｍｓ＝〈ｄｉｍ，Ｒｍｓ〉ｄｉｍ＋Ｒｍ＋１ｓ

ｃ）原子簇的选取。选取字典中目标原子并更新残差后，
要进行原子簇的选取。若残差‖Ｒｍ＋１ｓ‖ ＜εｓｔｏｐ，则转入 ｆ），算
法终止；否则，利用ＬＶＱ神经网络进行原子簇的智能选取：输
入ｄｉｍ，确定目标原子簇Ｍｏｐｔｍ。接下来就可以进行簇内原子的
选取以及对残差的更新。

ｄ）簇内原子选取。得到目标簇 Ｍｏｐｔｍ后，不再在整个冗余
字典中计算最匹配原子，而是首要考虑在 Ｍｏｐｔｍ中搜索与当前

残差最匹配的原子ｄｉｉｍ，其方法类似步骤ｂ）。
ｅ）簇内原子匹配处理。若当前残差大于迭代终止误差且簇

内选取的原子ｄｉｉｍ、残差的匹配度大于簇内匹配阈值，说明重构
过程未达到要求，同时所求原子能够有效地对残差进行重构，所

以更新残差并继续在簇内选取原子；若当前残差大于迭代终止

误差但簇内选取的原子ｄｉｉｍ与残差的匹配度小于簇内匹配阈值，
说明目标簇内的原子已经无法有效进行重构，所以继续在整个

字典中选取最匹配的原子进行残差的更新；若当前残差小于迭

代终止误差，说明重构结果已经满足要求，则算法结束。

定义４　残差Ｒｉｍｓ与原子ｄ
ｉ
ｉｍ的匹配度φ

ｉ
ｍ定义为

φｉｍ＝
〈ｄｉｉｍ，Ｒ

ｉ
ｍｓ〉

‖ｄｉｉｍ‖‖Ｒ
ｉ
ｍｓ‖

其中：Ｒｉｍｓ、ｄ
ｉ
ｉｍ分别表示第ｍ次迭代、第ｉ次簇内循环时的重构

残差以及从目标簇Ｍｏｐｔｍ中选取的原子。φ
ｉ
ｍ越大，则表明原子

ｄｉｉｍ越能有效地对残差进行重构。
具体过程如下：

设簇内循环次数为ｉ。若‖Ｒｉｍ＋１ｓ‖＞εｓｔｏｐ＆φ
ｉ
ｍ＞γ，则ｉ＝

ｉ＋１，更新残差Ｒｉｍ＋１ｓ：
Ｒｉｍ＋１ｓ＝〈ｄｉｉｍ，Ｒ

ｉ
ｍ＋１ｓ〉ｄｉｍ＋Ｒ

ｉ＋１
ｍ＋１ｓ

并转入ｄ）；若‖Ｒｉｍ＋１ｓ‖＞εｓｔｏｐ＆φ
ｉ
ｍ≤γ，则ｉ＝１，ｍ＝ｍ＋１，并

转入ｂ）执行；若‖Ｒｉｍ＋１ｓ‖＜εｓｔｏｐ，则转入ｆ），重构结束。
ｆ）算法结束。

#

　实验结果与分析

实验采用长度为Ｎ的稀疏信号，其中非０值随机分布于
信号Ｎ个位置。观测向量长度为 Ｍ＝８０，采样率为８０／Ｎ。冗

余字典用函数Ｐｈｉ＝ １
槡Ｍ×ｒａｎｄｎ（Ｍ，Ｎ）生成。

#


!

　簇化实验

在选取不同簇内阈值 ｄｅｌｔａ和簇间阈值 δ的情况下，本文
对７５０和１０００两种长度下的冗余字典进行簇化，簇化结果随
阈值和字典长度的变化结果如表１所示。

表１　不同阈值下的簇化结果

簇内

阈值

簇间

阈值

字典

长度

簇化后

簇数

簇内

阈值

簇间

阈值

字典

长度

簇化后

簇数

０．０１ ０．１ ７５０ ５０ ０．０１ ０．１ １０００ ７０
０．００５ ０．１ ７５０ ８９ ０．００５ ０．１ １０００ １２８
０．０１ ０．２ ７５０ ３２ ０．０１ ０．２ １０００ ５８

　　接着选取簇内阈值ｄｅｌｔａ＝００１，簇间阈值δ＝０２，对不同

长度的冗余字典进行簇化，结果如图２所示。

从表１和图２中可以看出，随着字典长度和簇间阈值的增
大，簇化后的簇数呈递增趋势，随簇内阈值增大呈递减趋势。

结果表明，本文的簇化算法能够有效地对冗余字典中的原子集

合进行簇化。

#


"

　信号逼近性能及误差

#


"


!

　信号重构
信号的重构如图３所示，簇化算法采用 ｄｅｌｔａ＝００１，δ＝

０２。图３（ａ）～（ｄ）分别显示了不同 εｓｔｏｐ和 γ下的重构效果。
可以看出本算法可以有效重构信号。

#


"


"

　信号重构误差
重构误差随信号长度的变化如图４（ａ）（ｂ）所示，其中纵

坐标为误差的２范数。从图中可以看出，原子簇快速匹配算法
对信号逼近性能在大部分区域误差相同，随γ的增大与εｓｔｏｐ的
减小收敛于ＭＰ算法。

#


"


#

　重构时间性能
ＭＰ与原子簇算法逼近时间随信号长度变化如图５所示。

信号的误差阈值εｓｔｏｐ＝０１，簇内原子选取阈值γ＝０８。
可见在相同的信号长度下，本算法的重构时间相对于 ＭＰ

算法，在时间性能上提高了大约５倍，同时本算法信号重构时
间对信号长度具有更强的鲁棒性。 （下转第４０９页）
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调制回波出发，提取基于多重分形特征的 ＪＥＭ特征，在此基
础上，提出了基于多重分形特征的低分辨雷达目标分类方

法。实验研究表明，在低重频、短照射的常规低分辨雷达体

制下，多重分形特征参数对于喷气式飞机、螺旋桨飞机和直

升机三类飞机目标具有良好的区分能力，基于多重分形特征

的模式分类器能够有效地对三类飞机目标进行分类，并具有

优越的分类性能。

当然，需要指出的是，常规低分辨防空雷达由于发射的是

窄带信号，其分辨率较低，仅适用于对目标进行粗分类。若能

对其进行宽带改造，增加宽带信号发射和处理设备，进一步获

取包含目标精细几何结构的高分辨一维距离像，则有可能进一

步对非合作目标的型号进行识别。
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　结束语

本文提出一种新的信号稀疏分解方法———原子簇快速匹

配追踪算法。与传统的匹配追踪算法不同，每次迭代中，本算

法充分利用了相邻迭代过程中原子的非相关性以及神经网络

的快速学习能力来构造信号的稀疏逼近，大大降低了运算复杂

度。实验结果表明，新的算法获得与匹配追踪算法相当的逼近

性能，同时稀疏分解的速度至少提高了７倍，有利于下一步实
际应用研究的开展。
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