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高维数据挖掘中基于中位数回归的特征提取新方法
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摘　要：为降低噪声对数据特征提取（变量选择）效果的不利影响，基于中位数回归分析方法，利用变量选择降
维技术（正则化估计），提出了一种稳健、有效的特征提取（变量选择）新方法，并具体给出了估计算法，该算法具

有快速计算的特点。实验结果表明，新方法能够有效地对高维数据集进行估计和变量选择，且具有较高的准确

性，即使数据中的信噪比很低时，该方法仍具有较好的效果。因此，该方法为高维数据挖掘特征提取提供了稳健

且有效的方法。
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　　高维数据挖掘［１，２］和传统的数据挖掘主要差别在于高维

度，即数据中变量的个数远远大于数据的观测数目。高维数据

在各领域经常出现，如基因芯片数据、基因表达数据、多媒体数

据、Ｗｅｂ使用数据、时间序列数据和医学影像数据等，它们的
维度通常可以高达到成百上千。由于维数祸根的影响，使得高

维数据的挖掘变得异常困难，同时也使得高维数据挖掘成为数

据挖掘领域中的前沿和热点。高维数据的一个共同特征往往

是真实的影响变量并不太多，许多变量是冗余的，即高维数据

具有变量的稀疏性。比如高光谱的卫星图像维数为上万维，但

是用户感兴趣的区域在整个图像当中所占比例非常之小，因此

如果利用稀疏性特征，就可以从高维海量数据当中提取出真实

有意义的特征来。如何从成百上千维变量中有效地选择出真

实的影响变量，从而达到变量选择，提高推断和预测精度的目

的是进行高维数据挖掘需要解决的问题。最基本的想法是通

过降维将数据从高维降到低维，然后用低维数据的处理办法进

行处理。

回归分析是数据挖掘技术中重要的方法［１］，它能揭示因

变量与自变量之间的关系，从而研究数据挖掘问题中客观存在

的规律，并作出合理的预测分析。通过对数据进行预分析，建

立恰当的回归模型，能将数据从高维降到低维。线性回归模型

是最常用的数据挖掘模型，其目的就是用一个或多个自变量的

变化去解释因变量的变化，通过检验模型、估计预测等环节找

出自变量与因变量的关系，挖掘出实际问题中的有用信息，为

进一步决策提供科学依据。

另一方面，为了减小可能存在的模型误差，初始回归建模

时，往往会引入很多可能与之相关的变量。为了提高模型的预

测精度，增强模型的可解释性，就需要选择对因变量有显著影

响的重要解释变量。因此，变量选择（或称特征提取）是数据

进行有效数据挖掘的一个很重要的步骤，也成为当今数据挖掘

研究中的热点问题［２］。然而，实际问题中收集到的数据往往

具有异质性，数据中具有较大的噪声，即信噪比不高，为实际工

作者进行数据特征提取带来了很大的麻烦。本文将研究数据

挖掘中稳健且有效的特征提取方法，该方法能不受或少受数据

噪声的影响，正确地选择出重要变量，进而实现很好的数据挖

掘效果。

!

　特征提取（变量选择）的研究现状

!


!

　最小二乘估计

经典的线性回归模型可表示为
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ｙｉ＝μ＋∑
ｐ

ｊ＝１
ｘｉｊβｊ＋εｉ　ｉ＝１，…，ｎ （１）

其中：ｙｉ是因变量；ｘｉｊ是解释变量；μ是常数项；βｊ（ｊ＝１，…，ｐ）

是回归系数；εｉ是模型误差，其均值为０，方差为σ
２。

对于式（１），首要问题是要获得 μ和 βｊ的估计，在此基础
上方可进行检验、预测等分析。为方便计算，事先对数据中所

有的变量进行中心化后，在进行线性回归建模时可以略去常数

项μ。
对于参数βｊ（ｊ＝１，…，ｐ）的估计，最小二乘 （ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ）

是最常用的估计方法，即 β
＾
＝ａｒｇｍｉｎ

β
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｘ

Ｔ
ｉβ）

２。利用矩阵

形式表达可得 β^＝（ｘＴｘ）－１ｘＴｙ。其中：ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）
Ｔ，ｘｉ＝

（ｘｉ１，…，ｘｉｐ）
Ｔ，ｙ＝（ｙ１，…，ｙｎ）

Ｔ，β＝（β１，…，βｐ）
Ｔ。

众所周知，最小二乘估计是一种基于均值回归的估计方

法，在误差方差并不太大或服从高斯分布时，最小二乘估计具

有一些好的优点，如具有明确的估计表达式，估计量具有无偏

性、相合性。然而，当收集到的数据受到干扰，即具有较大的噪

声时，或者说数据的信噪比较小时，此时利用最小二乘估计进

行数据挖掘效果会很差。原因在于，最小二乘估计是一种非稳

健的方法，即当式（１）中的误差 εｉ方差较大（即数据中噪声较
大）或误差εｉ不服从高斯分布时，最小二乘估计表现很糟糕。
为此，需要寻找稳健而且有效的估计方法。

!


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　特征提取（变量选择）方法

利用回归模型进行数据挖掘的特征提取时，本质上就是需

要寻找出影响数据的重要变量，即变量选择问题。经典的变量

选择方式有假设检验和信息准则两大类。假设检验的方法包

括前进法、后退法、逐步回归法、最优回归子集法等；信息准则

包括ＡＩＣ（Ａｋａｉｋｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）和ＢＩＣ（Ｂａｙｅｓｉａｎｉｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）等。实践中，当初始模型中解释变量个数较少
时，用经典方法作变量选择比较常见，但是当协变量个数较多

时，就会存在以下问题：ａ）当解释变量个数非常多时计算量非
常大；ｂ）在逐步选取模型的过程中，会有累积的随机误差；ｃ）
在缩减的过程中缺乏稳定性［２］。

为克服以上经典变量选择的弱点，对于式（１），斯坦福大
学著名统计学家Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ［３］开创性地提出了用惩罚函数的方
法同时进行变量选择和系数估计，具体地表示为

βＬ^＝ａｒｇｍｉｎ
β
｛∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｘＴｉβ）２＋ｎλ‖β‖１｝ （２）

其中：‖β‖１＝∑
ｐ

ｊ＝１
｜βｊ｜，λ是一个惩罚参数，称 β

Ｌ^为正则化

ＬＡＳＳＯ（ｌｅａｓｔａｂｓｏｌｕｔｅｓｈｒｉｎｋａｇｅａｎｄｓｅｌｅｃｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｏｒ）估计。
ＬＡＳＳＯ估计最大的优点即它是一种连续缩减的正则化估计，
能准确地选择出重要的变量，并能给出系数的估计，同时将不

相关变量的系数估计为０。随后Ｅｆｒｏｎ等人［４］又针对于ＬＡＳＳＯ
估计提出了有效的角回归算法（ＬＡＲＳ），从而基于正则化ＬＡＳ
ＳＯ的变量选择方法有了迅猛的发展。

需要指出的是，前面提到的角回归算法只适用于变量的维

数小于或等于样本观测数目，即 ｐ≤ｎ情形。为解决 ｐ＞ｎ情
形，Ｆｒｉｅｄｍａｎ等人［５］提出了坐标下降算法（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｗｉｓｅｄｅ
ｓｃｅｎｔ）的思想，其核心思想是：在极小化（或极大化）某个目标
函数时，每一步只对参数的一个分量坐标进行极小化而固定参

数的其他分量值不断进行循环迭代计算，直至每一个参数的分

量收敛。

另外，注意到式（２）中惩罚函数对于不同的回归系数使用
相同的惩罚参数λ，这是不太合理也不太公平的。为此，Ｚｏｕ［６］

提出了下面的可适应ＬＡＳＳＯ估计方法（ａｄａｐｔｉｖｅＬＡＳＳＯ）：

βＡ^Ｌ＝ａｒｇｍｉｎ
β
｛∑
ｎ

ｉ＝１
（ｙｉ－ｘＴｉβ）２＋ｎλ∑

ｐ

ｊ＝１
ωｊ βｊ｝ （３）

其中：ωｊ起着权重的作用，本质上就是对不同的回归系数进行
不同程度的惩罚。通过设置权重 ωｊ，自动对重要变量的系数
进行较小的惩罚而对不相关变量的系数进行较大的惩罚，从而

实现自适应的特征提取（变量选择）。

然而，可适应ＬＡＳＳＯ估计式（３）本质是基于最小二乘的一
种惩罚估计，当数据本身噪声较大时，由２．１节可知最小二乘
的弱点，其表现也会较差。本文将基于稳健的惩罚估计方法，

并假定变量的个数远远大于样本数据的观测数目，即 ｐ＞＞ｎ，
研究高维数据的特征提取（变量选择）问题。

"

　特征提取（变量选择）的稳健方法

"


!

　中位数回归

均值（ｍｅａｎ）是数据的平均值，而中位数（ｍｅｄｉａｎ）就是把
一组数据按大小顺序排列后，最中间的数据称为中位数。这两

个量都是度量数据中心的重要指标。然而，均值容易受极端数

据的影响，其数值会偏离主体数据的特性。中位数的优点是不

受偏大或偏小数据的影响，有很好的主体数据（或称大部分数

据）的特性。在线性回归模型中，为克服数据中的噪声对估计

的不利影响，可以基于残差的绝对值进行回归系数的估计，称

为中位数回归（ｍｅｄｉａｎｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）［７］，即

β
＾
＝ａｒｇｍｉｎ

β
∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－ｘＴｉβ （４）

中位数回归估计也称为最小一乘（ｌｅａｓｔａｂｓｏｌｕｔｅ）估计。
最小一乘估计相比于最小二乘估计最大的优点是估计受噪声

大小的影响较小，具有稳健性，甚至在噪声为无穷时，也能获得

不错的估计。

为清楚地看清中位数回归的原理及其稳健性，假定最简单

的线性回归模型，即只有一个变量的回归模型 ｙｉ＝α＋εｉ（ｉ＝

１，…，ｎ）。很明显，参数α的最小二乘估计即为 α^＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ，即

为ｙ的样本均值。然而，α的最小一乘估计恰为 α^＝ｍｅｄｉａｎ
（ｙ１，…，ｙｎ），即为ｙ的中位数，它不受数据中部分数据噪声大
的影响。当有多个变量时，可以利用式（４）而获得的估计就具
有稳健性。

对于中位数估计式（４），可以采用ＭＡＴＬＡＢ软件中线性规
划程序或者直接使用Ｒ语言中的ＱＲ软件包进行计算，计算非
常简洁、快速。

"


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　稳健的特征提取方法

由于中位数回归不易受数据噪声的影响，具有稳健性，可

以基于此并利用正则化估计方法对高维数据进行特征提取。

为提高变量选择的效果，可以采用如下的两步稳健估计方法进

行特征提取。

第一步获得稳健的正则化ＬＡＳＳＯ估计，即

β（^０）＝ａｒｇｍｉｎ
β
｛∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－ｘＴｉβ＋ｎλ１‖β‖１｝ （５）

第二步获得稳健的正则化ａｄａｐｔｉｖｅＬＡＳＳＯ估计，即

β
＾
＝ａｒｇｍｉｎ

β
｛∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－ｘＴｉβ＋ｎλ２∑

ｐ

ｊ＝１
ωｊ βｊ｝ （６）
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其中：ωｊ＝１／β
（^０）
ｊ

γ，γ≥１，β（^０）ｊ 是由第一步得到的正则化

ＬＡＳＳＯ估计。
由ＬＡＳＳＯ和ａｄａｐｔｉｖｅＬＡＳＳＯ估计的稀疏性，可以通过式

（５）和（６）自动得到重要的变量，同时提出不相关变量，进而实
现数据的特征提取。需要强调的是，利用本文提出的方法获得

的估计具有很好的性质，最重要的一点是得到的估计虽然基于

全部的高维数据，但经过正则化估计后就像直接对事先知道哪

些变量或数据特征是重要的进行回归估计一样的好，并且最终

几乎可以非常正确地选择出重要变量和剔除不相关变量。

"


#

　算法的实现

基于中位数回归的稳健正则化估计式（５）和（６）具有计算
方便、快速的特点，其原因主要在于式（５）和（６）中的目标函
数都是绝对值函数形式，相应的估计都可以转换成中位数回归

估计来完成。具体如下：

ａ）设置λｍａｘ１ ，λ
ｍａｘ
２ ，令 λ１＝

ｋ
１００λ

ｍａｘ
１ ，λ２＝

ｋ
１００λ

ｍａｘ
２ ，ｋ＝１，…，

１００；
ｂ）对每一个固定的惩罚参数 λ１，作数据变换，令 ｙ ＝

ｙｎ×１
０ｐ( )
×１

为ｎ＋ｐ维列向量，ｘ ＝
ｘｎ×ｐ
λ１Ｉｐ×( )

ｐ

为（ｎ＋ｐ）×ｐ矩阵［７］，

利用中位数回归方法估计。

β（^０）（λ１）＝ａｒｇｍｉｎ
β
‖ｙ －ｘβ‖１

ｃ）首先选择出最优的惩罚参数λｏｐｔ１，即

λｏｐｔ１ ＝ａｒｇｍｉｎ
λ１
｛‖ｙ－ｘβ（^０）（λ１）‖＋ｌｏｇ（ｎ）·ｄｆ１｝

其中：ｄｆ１为β
（^０）（λ１）中不为０的分量个数。然后，获得估计

β^（０），即

β（^０）＝^β（０）（λｏｐｔ１ ）

ｄ）令ωｊ＝ｍｉｎ｛１／｜β
（^０）｜，１０６｝，ｊ＝１，…，ｐ；Ｗ＝ｄｉａｇ（ω１，…，

ωｐ）；

ｅ）ｘ ＝
ｘｎ×ｐ
λ２Ｗｐ×( )

ｐ

为（ｎ＋ｐ）×ｐ矩阵，利用中位数回归方

法估计。

β
＾
（λ２）＝ａｒｇｍｉｎ

β
‖ｙ －ｘβ‖１

ｆ）选择出最优的惩罚参数λｏｐｔ２，即

λｏｐｔ２ ＝ａｒｇｍｉｎ
λ２
｛‖ｙ－ｘβ

＾
（λ２）‖＋ｌｏｇ（ｎ）·ｄｆ２｝

其中：ｄｆ２为 β^（λ２）中不为０的分量个数。获得最终估计 β
＾
＝

β
＾
（λｏｐｔ２）。

#

　仿真模拟实验结果

本章通过两个模拟实验例子，利用本文提出的方法进行特

征提取，并将其结果与最小二乘的结果进行比较来验证本文提

出方法的有效性。

#


!

　模拟实例
!

模拟数据由以下方式生成：

ｙ＝ｘＴβ＋ε

其中：β＝（３，１．５，２，０，０，０，０，０）Ｔ，相当于在此数据中总共８个
变量，其中３个是重要变量，另外５个变量是不相关变量，自变
量ｘ服从多元正态分布ｘ～Ｎ（０，Σ），协方差阵Σｉｊ＝０８

｜ｉ－ｊ｜（１≤

ｉ，ｊ≤８）。ε是误差噪声，设置四种不同的误差噪声来源，即：ａ）
高斯分布Ｎ（０，１），方差为１；ｂ）自由度为３的 ｔ（３）分布，方差
为３；ｃ）混合高斯分布 ０９Ｎ（０，１）＋０１Ｎ（０，１０），方差为
１０９；ｄ）柯西分布，方差为无穷大。在不同的误差噪声下，其相
应的信噪比（ｖａｒ（ｙ）／ｖａｒ（ε））分别为 ３５９３、１２６４３３、４２０４６
和１。在模拟中，每次生成两个样本０数据集，即训练数据集
和检验数据集，其样本量都为６０。训练数据集用于估计和选
择重要变量，检验数据集用于评价估计的预测偏差。对于每一

种不同误差噪声，重复模拟２００次。
对每次生成的数据利用本文提出的算法进行估计和变量

选择，并将变量选择的结果与其真值进行比较，主要包括正确

选择重要变量的个数、错误选择不重要变量的个数（２００次的
平均值）、用检验数据集预测的均方误差。为了比较效果，也

同时报告出最小二乘正则化估计方法［７］得到的结果。模拟结

果如表１所示。
表１　实例１模拟分析结果

噪声来源 方法
正确选择不重

要变量数目

错误选择重

要变量数目
预测偏差

高斯分布
中位数回归 ４．９９５０ ０．０２５０ ０．２４３５
最小二乘 ４．９９００ ０．０１００ ０．１７４９

ｔ分布
中位数回归 ４．９９００ ０．０５５０ ０．２９７４
最小二乘 ４．６１５０ ０．０７００ ０．３４５５

混合高斯
中位数回归 ４．９９５０ ０．０３５０ ０．２３７８
最小二乘 ４．７７００ ０．０４５０ ０．２８５０

柯西分布
中位数回归 ４．８８５０ ０．２５５０ ０．５２８８
最小二乘 １．２８００ ０．３１００ ９．８６７２

理想真值 ５ ０ ———

#


"

　模拟实例
"

数据的生成方式与实例１基本相似，但β是一个２００维变
量，其前三个分量取值为３，１５，２，其余分量全为０，自变量 ｘ
仍然服从多元正态分布ｘ～Ｎ（０，Σ），协方差阵Σｉｊ＝０８

｜ｉ－ｊ｜（１≤
ｉ，ｊ≤２００）。此数据中，总共有２００个变量，其中３个是重要变
量，其余１９７个变量为不相关的噪声变量。模拟结果如表 ２
所示。

表２　实例２模拟分析结果

噪声来源 方法
正确选择不重

要变量数目

错误选择重

要变量数目
预测偏差

高斯分布
中位数回归 １９７．００００ ０．０４５０ ０．２６２３
最小二乘 １９６．８２００ ０．０１００ ０．２１１０

ｔ分布
中位数回归 １９６．９４００ ０．０５５０ ０．３０５５
最小二乘 １９１．９８５０ ０．０５００ ０．７０４０

混合高斯
中位数回归 １９６．９０００ ０．０８５０ ０．４４６７
最小二乘 １７１．８０００ ０．１３０００ １．２８６１

柯西分布
中位数回归 １８７．４０００ ０．５１００ ３．３５５３
最小二乘 １５８．６０００ ０．８３００ １１．１１１２

理想真值 １９７ ０ ———

　　从表１和２清楚地看出，基于中位数回归的正则化估计
整体上优于最小二乘基于的正则化估计效果。随着信噪比

的降低，其优势越来越明显，特别当噪声来源是柯西分布时，

最小二乘基于的正则化估计效果特别差，而利用本文提出的

方法效果仍然不错，具有很好的稳健性。另外，在第二个模

拟实例中，虽然训练样本数据集中变量数目（２００）远大于样
本数目（６０），但本文提出的稳健的正则化估计方法效果依然
很好。

$

　结束语

高维数据挖掘的特点是数据中变量个数 （下转第４１３页）
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表３　基于任务量的维修专业关联度

ＴＩＤ Ｓ１ Ｓ２ Ｓ３ Ｓ４ Ｓ５ Ｓ６ ＭＳＧ
Ｔ１ ０．６７ ０．２５ １ ０．７５ ０．５８ － ０．６
Ｔ２ ０．９１ １ － ０．９１ ０．６ ０．４５ ０．９
       

ＭＩＳ ０．５ ０．５ ０．５ ０．５ ０．５ ０．５ ０．８

　　然后，根据各维修专业在维修任务集中出现的频度，可以
得到其相应的支持度以及满足最小支持度的频繁项集 Ｌ１，如
表４所示。

表４　专业频繁项集Ｌ１（正式）

Ｉｔｅｍｓｅｔ Ｓｕｐｐｏｒｔ Ｉｔｅｍｓｅｔ Ｓｕｐｐｏｒｔ
Ｓ１ ０．６５ Ｓ４ ０．６
Ｓ３ ０．５ Ｓ５ ０．５

　　最后，可以得到满足最小关联度和最小支持度的维修专业
组合方案即频繁集，如表５所示。

表５　关联规则输出表

关联规则 支持度 置信度 关联规则 支持度 置信度

Ｓ４→Ｓ１ ０．４５ ０．７５ Ｓ４→Ｓ３ ０．４５ ０．７５

　　其中，关联规则Ｓ４→Ｓ１的含义是４５％的维修任务同时需
要光学专业Ｓ３和电子专业 Ｓ４，７５％的维修任务需要电子专业
Ｓ４的同时还会需要光学专业Ｓ３，关联规则 Ｓ４→Ｓ３也具有同样
的意义。此外，根据表２中可以累计得到各维修专业的任务
量，如表６所示。

表６　维修专业任务量累计表 ／ｈ

机械

专业Ｓ１

通信

专业Ｓ２

光学

专业Ｓ３

电子

专业Ｓ４

液压

专业Ｓ５

计算机

专业Ｓ６
任务量 ９２ １８２ ８３ ８７ ２０４ １８９．５

　　由此可见，维修专业Ｓ４和Ｓ３组合后其任务量为１７０；维修
专业Ｓ４和 Ｓ１组合后其任务量为１７９，与其他维修专业的任务
量基本相当。从分析结果来看，电子专业 Ｓ４既可以与机械专
业Ｓ１进行组合，也可以与光学专业 Ｓ３进行组合。显然，专业
组合方案｛Ｓ１，Ｓ４｝和｛Ｓ３，Ｓ４｝在任务共担方面存在冲突，根据式
（２）和（３），其评估结果如表７所示。

表７　基于支持度和置信度的评估结果

Ｓ４→Ｓ１ Ｓ４→Ｓ３
皮尔森系数α ０．２５ ０．６１
余弦函数β ０．７２ ０．８２

　　可见，随着维修任务的增加，光学专业与电子专业共同承
担任务的趋势或几率更大。由此可见，与机械专业Ｓ１相比，光
学专业Ｓ３与电子专业Ｓ４的组合是最优的。

+

　结束语

传统的数据统计方法难以发现维修专业隐藏在任务信息

中潜在的关联关系，而基于数据挖掘的维修专业组合优化方

法是切实可行的。通过引入维修专业关联度，利用改进的多

最小支持度关联规则挖掘任务信息中维修专业潜在的规律，

既实现了任务共担的维修专业有机组合，也均衡了各维修专

业的任务量，提高了组合专业协同维修的效率和综合保障

能力。
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（上接第３７６页）往往大于样本观测数目，通常数据中还存在较

大的噪声。本文在中位数回归分析方法的基础上提出了一种

新的有效的变量选择（或特征提取）方法，并具体给出了估计

算法，该算法具有快速计算的特点。从实验结果可以看出，该

方法能更加有效地进行变量选择（特征提取），且预测偏差较

小，达到了良好的效果。当然，在实际问题中，数据的类型具有

多样性、复杂性，噪声的来源也是多渠道的，采用一种方法并不

能有效地解决所有的问题。例如，当高维数据中变量是属性数

据或离散的计数数据，直接利用本文提出的方法进行分析，效

果并不理想。关于这方面的问题还将作进一步研究。
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