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摘　要：在深入研究了基于ＭＢＲ的主方向关系的反关系推理的基础上，提出了一种基于区域对象本身的基本
主方向关系的反关系推理算法。在理论上对该算法的正确性和完备性进行了证明，并通过与实际情形逐一对比

验证了该算法的正确性。
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　　定性空间推理在 ＧＩＳ空间查询、空间分析、规划决策等过
程中发挥着极其重要的作用，近年来逐渐成为地理信息系

统［１］、人工智能［２］、数据库［３］和多媒体［４］等领域研究的热点和

难点。定性空间推理的研究主要针对空间拓扑关系［３，４］、方向

关系［５，６］和距离关系［７，８］。主方向关系的反关系推理是定性空

间推理中的一个基本问题，是主方向关系推理的重要手段，在

节约空间方向关系存储空间和提高方向关系推理效率及一致

性检验等方面发挥着极其重要的作用。文献［６］利用代数理
论给出了点对象间的主方向关系及其反关系的相关性质和运

算法则。文献［１］将基于点对象的主方向关系的反关系推理
应用到主方向关系一致性检验中并最终实现了空间方向关系

的层次推理，但并没有对区域对象间主方向关系的反关系推理

进行研究。文献［９］给出了一个检验两方向关系矩阵对应的
主方向关系是否互为反关系的算法，但并未对反关系推理进行

研究。文献［１０］提出了一种基于 ＭＢＲ的主方向关系与矩形
代数关系相结合的推理方法，实现了矩形对象间３６种基本主
方向关系的反关系推理。文献［１１］从点对象间主方向关系的
反关系推理出发，研究了基于ＭＢＲ模型的３６种基本主方向关
系的反关系推理规则。综上所述，已有的主方向关系的反关系

推理的研究将空间对象视为点或利用对象的最小外包矩形代

替对象本身，这样虽然在一定程度上降低了问题的难度，但同

时也大大降低了表达和推理的精度。目前尚没有文献对基于

空间对象本身的主方向关系的反关系推理进行研究。

随着空间方向关系表达模型的日益完善和推理技术的发

展，迫切需要对基于对象本身的主方向关系的反关系推理进行

研究。Ｇｏｙａｌ等人［１２］提出的主方向关系表达模型已被证明是

目前较合理、较真实地反映对象间方向关系的模型，但该模型

下主方向的反关系推理，一直是一个研究和探索中的问题。本

文在深入研究了矩形对象间主方向关系的反关系推理的基础

上对该模型下２１８种基本主方向关系的反关系推理进行了研
究。本文首先引入了矩形主方向关系的原关系概念，并给出了

３６种基本的矩形主方向关系的原关系求解算法，进而给出了
２１８种基本主方向关系的反关系推理算法，对该算法的正确性
和完备性进行了证明；最后通过将该算法的结果与实际情形进

行对比，验证了该算法的正确性和完备性。
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　主方向关系

Ｇｏｙａｌ等人提出的方向关系表达模型已被证明是目前较合
理、较好的模型。该模型定义区域是由一些非空的、有限相连

的点的集合组成的。空间区域对象有两类：ａ）区域是封闭、连
通的以及有连通边界的，这些区域的集合记为 ＲＥＧ；ｂ）不相
连、中间可以有洞的这些区域的集合，并上 ＲＥＧ，记为 ＲＥＧ。
对象ａ，ｂ∈ＲＥＧ，其中ａ为参考对象，ｂ为主对象。设参考对象
ａ在ｘ轴投影的最大、最小值分别用ｓｕｐｘ（ａ）、ｉｎｆｘ（ａ）表示；在
ｙ轴投影的最大、最小值分别用ｓｕｐｙ（ａ）、ｉｎｆｙ（ａ）表示。ａ的最
小外包矩形（ｍｉｎｉｍｕｍｂｏｕｎｄｉｎｇｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ），记为 ｍｂｒ（ａ），是
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由直线ｘ＝ｉｎｆｘ（ａ），ｘ＝ｓｕｐｘ（ａ），ｙ＝ｉｎｆｙ（ａ）和 ｙ＝ｓｕｐｙ（ａ）围
成的矩形，这四条直线将空间分成九个区域，这九个区域分别

记为ＮＷ（ａ），Ｎ（ａ），ＮＥ（ａ），Ｗ（ａ），Ｂ（ａ），Ｅ（ａ），ＳＷ（ａ），Ｓ
（ａ），ＳＥ（ａ），如图１所示。如果ｂ包含在区域ＮＷ（ａ）中，则称
ｂ在ａ的西北方，记为ｂＮＷａ；类似可定义北（Ｎ）、东北（ＮＥ）、
西（Ｗ）、同一方向（Ｂ）、东（Ｅ）、西南（ＳＷ）、南（Ｓ）、东南（ＳＥ）
等方向关系，这些方向关系称为原子主方向关系。

定义１［１３］　基本主方向关系是一个形如Ｒ１：…：Ｒｋ的表达
式。其中Ｒ１，…，Ｒｋ∈｛Ｓ，ＳＷ，Ｗ，ＮＷ，Ｎ，ＮＥ，Ｅ，ＳＥ，Ｂ｝，
１≤ｋ≤９，且满足１≤ｉ，ｊ≤ｋ，且ｉ≠ｊ时 Ｒｉ≠Ｒｊ，且对于任意参考
对象ａ∈ＲＥＧ，ｂ１，…，ｂｋ∈ＲＥＧ使得 ｂ１∈Ｒ１（ａ），…，ｂｋ∈Ｒｋ
（ａ）且ｂ１∪…∪ｂｋ∈ＲＥＧ。基本主方向关系的集合有２１８种元
素，记为Ｄ。

定义２［１３］　设Ｒ∈２Ｄ，Ｒ的反关系记为 ｉｎｖ（Ｒ），它是一个
主方向关系且满足如条件：对于任意给定的区域 ａ，ｂ∈ＲＥＧ，ａ
ｉｎｖ（Ｒ）ｂ当且仅当ｂＲａ。

定义３［１３］　设Ｒ１＝Ｒ１１：…：Ｒ１ｋ，Ｒ２＝Ｒ２１：…：Ｒ２ｌ为主方向
关系。其中１≤ｋ，ｌ≤９，Ｒ１包含 Ｒ２当且仅当｛Ｒ２１，…，Ｒ２ｌ｝
｛Ｒ１１，…，Ｒ１ｋ｝。

定义４［１３］　一个基本主方向关系Ｒ是矩形的当且仅当存
在两个矩形ａ和ｂ（其边都与ｘ、ｙ轴平行）使得ａＲｂ，否则称为
非矩形的。基本矩形主方向关系的集合有３６种元素，记为Ｄｒｅｃ。

定义５［１３］　Ｒ是一个基本主方向关系，Ｒ的边界关系是
包含Ｒ的最小矩形关系，记为Ｂｒ（Ｒ）。
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的主方向关系的反关系推理

基于ＭＢＲ的主方向关系模型，本质上是在 Ｇｏｙａｌ等人的
模型中将空间对象用其最小外包矩形进行近似代替，该模型下

共有３６种基本主方向关系［１４］。文献［１０］利用区间代数和矩
形代数对基于ＭＢＲ模型的基本主方向关系的反关系推理进行
了研究。区间代数中两个有限区间共有１３种基本的关系 ｐ、
ｍ、ｏ、ｓ、ｄ、ｆ、ｐｉ、ｍｉ、ｏｉ、ｓｉ、ｄｉ、ｆｉ、ｅｑ，这１３种基本关系的集合记为
Ａｉｎｔ

［１５］。矩形代数中两矩形共有１６９种基本的关系，这些基本
关系的集合记为Ａｒｅｃ，其中 Ａｒｅｃ＝Ａｉｎｔ×Ａｉｎｔ。文献［１１］给出了
３６种基本主方向关系与矩形代数的对应关系如表１所示。

定理１　设Ｒ，Ｓ∈２Ａｉｎｔ，取反运算用（－１）来表示，则由 Ｒ，
Ｓ组成的矩形代数关系满足（Ｒ×Ｓ）－１＝Ｒ－１×Ｓ－１［１６］。

由３６种基本主方向关系与矩形代数的一一对应关系及定
理１，文献［１１］给出了基于 ＭＢＲ的主方向关系的反关系推理
方法，下面给出该算法。

ｉｎｖｍｂｒ（Ｒ）
输入：基于ＭＢＲ的基本主方向关系Ｒ。
输出：基于ＭＢＲ的基本主方向关系Ｒ的反关系。
ｂｅｇｉｎ
　　查表１得到Ｒ对应的矩形代数Ｓ×Ｔ（Ｓ，ＴＡｉｎｔ）；
　ｆｏｒａｌｌｓ∈Ｓ
　　ｆｏｒａｌｌｔ∈Ｔ
　　｛查表１得到（ｓ－１，ｔ－１）对应的基本主方向关系Ｒ；

　　Ｒ０＝：Ｒ０∪Ｒ；／ Ｒ０的初始值为空／｝
　ｒｅｔｕｒｎＲ０；
ｅｎｄ
表１　基于ＭＢＲ的基本主方向关系与矩形代数的对应关系

Ｙ×Ｘ ｛ｐ，ｍ｝ ｛ｏ，ｆｉ｝ ｛ｄｉ｝
｛ｐ，ｍ｝ ＳＷ ＳＷ：Ｓ ＳＷ：Ｓ：ＳＥ
｛ｏ，ｆｉ｝ Ｗ：ＳＷ Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ Ｗ：Ｂ：Ｅ：ＳＷ：Ｓ：ＳＥ
｛ｄｉ｝ ＮＷ：Ｗ：ＳＷ ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ ａｌｌ

｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝ Ｗ Ｗ：Ｂ Ｗ：Ｂ：Ｅ
｛ｓｉ，ｏｉ｝ ＮＷ：Ｗ ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ ＮＷ：Ｎ：ＮＥ：Ｗ：Ｂ：Ｅ
｛ｐｉ，ｍｉ｝ ＮＷ ＮＷ：Ｎ ＮＷ：Ｎ：ＮＥ
Ｙ×Ｘ ｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝ ｛ｓｉ，ｏｉ｝ ｛ｐｉ，ｍｉ｝
｛ｐ，ｍ｝ Ｓ Ｓ：ＳＥ ＳＥ
｛ｏ，ｆｉ｝ Ｂ：Ｓ Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ Ｅ：ＳＥ
｛ｄｉ｝ Ｎ：Ｂ：Ｗ Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ ＮＥ：Ｅ：ＳＥ

｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝ Ｂ Ｂ：Ｅ Ｅ
｛ｓｉ，ｏｉ｝ Ｎ：Ｂ Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ ＮＥ：Ｅ
｛ｐｉ，ｍｉ｝ Ｎ Ｎ：ＮＥ ＮＥ
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　矩形主方向关系的原关系

为了实现ＲＥＧ区域对象间基本主方向关系的反关系推
理，本文首先引入了矩形主方向关系原关系的概念，下面给出

其形式化定义。

定义６　Ｒ为矩形主方向关系，以Ｒ为边界关系的基本主
方向关系称为矩形关系Ｒ的原关系，Ｒ的所有原关系的集合记
为ＯＲＧ（Ｒ）。

下面给出任意矩形主方向关系 Ｒ的原关系 ＯＲＧ（Ｒ）的推
理算法，在给出算法之前给出相关的记号、定义和定理。相关

的记号如下：若矩形的对角线的两顶点分别为 ｐ、ｑ，该矩形记
为ｒｅｃ（ｐ，ｑ）；对于任意的主方向关系 Ｒ，Ｒ包含的原子主方向
关系的数目记为Ｒｎｕｍ。

定理２　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，若 Ｒｎｕｍ ＝１，Ｒｎｕｍ ＝２或 Ｒｎｕｍ ＝３，则 ＯＲＧ
（Ｒ）＝Ｒ。

证明　Ｒ∈Ｄｒｅｃ。若 Ｒｎｕｍ ＝１，则 Ｒ为原子主方向关系，Ｂｒ
（Ｒ）＝Ｒ，则 ＯＲＧ（Ｒ）＝Ｒ；若 Ｒｎｕｍ ＝２，假设 Ｒ＝ｒ１：ｒ２，则 Ｂｒ
（ｒ１）＝ｒ１≠Ｒ，Ｂｒ（ｒ２）＝ｒ２≠Ｒ，因此，ｒ１，ｒ２ＯＲＧ（Ｒ），Ｂｒ（Ｒ）＝
Ｒ，故ＯＲＧ（Ｒ）＝Ｒ；若 Ｒｎｕｍ ＝３，假设 Ｒ＝ｒ１：ｒ２：ｒ３，同上可得
ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ１：ｒ２，ｒ２：ｒ３ ＯＲＧ（Ｒ），ｒ１：ｒ３Ｄ，Ｂｒ（Ｒ）＝Ｒ，故
ＯＲＧ（Ｒ）＝Ｒ。证毕。

定理３　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，Ｒｎｕｍ＝４，假设Ｒ＝ｒ１：ｒ２：ｒ３：ｒ４，则ＯＲＧ
（Ｒ）＝｛ｒｉ：ｒｊ：ｒｋ︱ｒｉ，ｒｊ，ｒｋ∈｛ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４｝∪｛Ｒ｝。

证明　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，Ｒｎｕｍ ＝４，则 Ｒ＝Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ，Ｒ＝Ｂ：Ｅ：Ｓ：
ＳＥ，Ｒ＝ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ或 Ｒ＝Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ。Ｒ＝Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ时，
Ｗ：Ｓ，Ｂ：ＳＷＤ，ｒ∈｛Ｗ：Ｂ：ＳＷ，Ｗ：Ｂ：Ｓ，Ｗ：ＳＷ：Ｓ，Ｂ：ＳＷ：Ｓ｝，
Ｂｒ（ｒ）＝Ｒ，Ｂｒ（Ｒ）＝Ｒ。故 ＯＲＧ（Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ）＝｛ｒｉ：ｒｊ：ｒｋ︱
ｒｉ，ｒｊ，ｒｋ∈｛Ｗ，Ｂ，ＳＷ，Ｓ｝∪｛Ｒ｝。命题成立。对于其他三种情
形，同理均可证明命题成立。证毕。

表２　Ｒ和Ｓ、Ｔ的对应关系

Ｒ Ｓ，Ｔ
ＮＷ：Ｎ：ＮＥ：Ｗ：Ｂ：Ｅ ＮＷ：Ｎ：ＮＥ，Ｗ：Ｂ：Ｅ
Ｗ：Ｂ：Ｅ：ＳＷ：Ｓ：ＳＥ Ｗ：Ｂ：Ｅ，ＳＷ：Ｓ：Ｓ
Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ Ｎ：Ｂ：Ｓ，ＮＥ：Ｅ：ＳＥ
ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ ＮＷ：Ｗ：ＳＷ，Ｎ：Ｂ：Ｓ

　　引理１　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，Ｒｎｕｍ＝６，Ｓ，Ｔ∈Ｄｒｅｃ，Ｓｎｕｍ＝Ｔｎｕｍ＝３，假
设Ｓ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３，Ｔ＝ｔ１：ｔ２：ｔ３，则存在唯一的一组 Ｓ，Ｔ使得
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Ｒ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３：ｔ１：ｔ２：ｔ３。表２给出了所有满足条件的Ｒ对应的
满足条件的Ｓ、Ｔ。

证明　由３６种基本的矩形主方向关系可得。证毕。
定理４　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，Ｒｎｕｍ＝６，假设Ｓ，Ｔ∈Ｄｒｅｃ，Ｓ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３，

Ｔ＝ｔ１：ｔ２：ｔ３使得Ｒ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３：ｔ１：ｔ２：ｔ３，则ＯＲＧ（Ｒ）＝｛ｓ１：
ｓ２：ｓ３：ｔ︱ｔ∈｛ｔ１，ｔ２，ｔ３｝｝∪｛ｓ１：ｓ２：ｓ３：ｔ：ｒ︱ｔ，ｒ∈｛ｔ１，ｔ２，
ｔ３｝｝∪｛ｔ１：ｔ２：ｔ３：ｓ︱ｓ∈｛ｓ１，ｓ２，ｓ３｝｝∪｛ｔ１：ｔ２：ｔ３：ｓ：ｒ︱ｓ，ｒ∈
｛ｓ１，ｓ２，ｓ３｝｝∪｛Ｒ，ｓ１：ｓ２：ｔ２：ｔ３，ｓ２：ｓ３：ｔ１：ｔ２｝。

证明　Ｒ∈Ｄｒｅｃ，Ｒｎｕｍ ＝６，则 Ｒ＝ＮＷ：Ｎ：ＮＥ：Ｗ：Ｂ：Ｅ，Ｒ＝
Ｗ：Ｂ：Ｅ：ＳＷ：Ｓ：ＳＥ，Ｒ＝Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ或 Ｒ＝ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ：
ＳＷ：Ｓ。对以上四种情形，同定理３的方法，可逐一证明命题均
成立，故该命题成立。证毕。

定理５　若Ｒ＝ＮＷ：Ｎ：ＮＥ：Ｗ：Ｂ：Ｅ：ＳＷ：Ｓ：ＳＥ，则ＯＲＧ（Ｒ）＝
Ｄ－ ∪

ｒ∈Ｄｒｅｃ，ｒ≠Ｒ
ＯＲＧ（ｒ）。

证明　由２１８种基本主方向关系可得：∪
ｒ∈Ｄｒｅｃ
ＯＲＧ（ｒ）＝Ｄ，

对于任意的 ｒ，ｓ∈Ｄｒｅｃ，ＯＲＧ（ｒ）∩ＯＲＧ（ｒ）＝。因此，ＯＲＧ
（Ｒ）＝Ｄ－ ∪

ｒ∈Ｄｒｅｃ，ｒ≠Ｒ
ＯＲＧ（ｒ）。故该命题成立。证毕。

由以上定理给出矩形主方向关系的原关系推理算法。

算法ＯＲＧ（Ｒ）
输入：矩形主方向关系Ｒ。
输出：Ｒ的原关系。
ｂｅｇｉｎ
　ｉｆ（Ｒｎｕｍ＝１ｏｒＲｎｕｍ＝２ｏｒＲｎｕｍ＝３）

　　｛Ｒ：＝Ｒ；ｒｅｔｕｒｎＲ；｝
　ｉｆ（Ｒｎｕｍ＝４）

　　｛Ｒ：＝｛ｒｉ：ｒｊ：ｒｋ︱ｒｉ，ｒｊ，ｒｋ∈｛ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４｝∪｛Ｒ｝；
／Ｒ＝ｒ１：ｒ２：ｒ３：ｒ４／

　　ｒｅｔｕｒｎＲ；｝
　ｉｆ（Ｒｎｕｍ＝６）
　　｛查表２得 Ｓ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３，Ｔ＝ｔ１：ｔ２：ｔ３且 Ｓ，Ｔ∈Ｄｒｅｃ使得

Ｒ＝ｓ１：ｓ２：ｓ３：ｔ１：ｔ２：ｔ３；

　　由定理４得到的结果赋值给Ｒ；
　　ｒｅｔｕｒｎＲ；｝
　ｉｆ（Ｒｎｕｍ＝９）

　　Ｒ：＝Ｄ
　ｆｏｒａｌｌｒ∈（Ｄｒｅｃ－｛Ｒ｝）

　　Ｒ：＝Ｒ －ＯＲＧ（ｒ）；／ 递归调用／
　ｒｅｔｕｒｎＲ

ｅｎｄ

定理６　矩形主方向关系的原关系推理算法 ＯＲＧ（）是
正确的、完备的。

证明　对于任意的Ｒ∈Ｄｒｅｃ，则有Ｒｎｕｍ＝１，Ｒｎｕｍ＝２，Ｒｎｕｍ＝
３，Ｒｎｕｍ＝４，Ｒｎｕｍ＝６或Ｒｎｕｍ＝９。定理２～５分别给出了Ｒｎｕｍ＝
１，２，３，Ｒｎｕｍ＝４，Ｒｎｕｍ ＝６和 Ｒｎｕｍ ＝９时 Ｒ的原关系推理方
法，其正确性在相应的定理中给出了证明。算法中四个条件语

句分别实现了定理２～５给出的结果。因此，Ｒ∈Ｄｒｅｃ，均可
由算法ＯＲＧ（）得到正确的推理结果。故算法 ＯＲＧ（）是正
确的、完备的。证毕。

"


"

　主方向关系的反关系推理算法

定义７　Ｒ１、Ｒ２为基本的主方向关系，Ｒ１和Ｒ２的边界关系

是同时包含Ｒ１、Ｒ２的最小矩形关系，记为Ｂｒ（Ｒ１，Ｒ２）。
定理７　ａ，ｂ∈ＲＥＧ，其中ｂ为矩形，设ｐ、ｑ分别为 ｂ的左

下顶点和右上顶点，如果 ｐＲ１ａ，ｑＲ２ａ，Ｒ１、Ｒ２∈｛Ｎ、ＮＥ、Ｅ、ＳＥ、
Ｓ、ＳＷ、Ｗ、ＮＷ、Ｏ｝，那么ｂＢｒ（Ｒ１，Ｒ２）ａ。

证明　已知ｐ、ｑ分别为 ｂ的左下顶点和右上顶点且 ｐＲ１
ａ，ｑＲ２ａ。因此，若Ｒ１＝ＳＷ，则Ｒ２∈｛Ｎ，ＮＥ，Ｅ，ＳＥ，Ｓ，ＳＷ，Ｗ，
ＮＷ，Ｏ｝；若Ｒ１＝Ｓ，则Ｒ２∈｛Ｎ，Ｏ，Ｓ，ＮＥ，Ｅ，ＳＥ｝；若Ｒ１＝ＳＥ，
则Ｒ２∈｛ＮＥ，Ｅ，ＳＥ｝；若Ｒ１＝Ｗ，则Ｒ２∈｛Ｗ，Ｏ，Ｅ，ＮＷ，Ｎ，ＮＥ｝；
若Ｒ１＝Ｏ，则Ｒ２∈｛Ｏ，Ｅ，Ｎ，ＮＥ｝；若Ｒ１＝Ｅ，则Ｒ２∈｛Ｅ，ＮＥ｝；
若Ｒ１＝ＮＷ，则 Ｒ２∈｛ＮＷ，Ｎ，ＮＥ｝；若 Ｒ１＝Ｎ，则 Ｒ２∈｛Ｎ，
ＮＥ｝；若Ｒ１＝ＮＥ，则Ｒ２＝ＮＥ。

Ｒ１＝ＳＷ，Ｒ２＝Ｏ时命题成立，证明如下：设点 ｐ、ｑ的坐标
分别为（ｌ，ｄ），（ｒ，ｔ），若 Ｒ１＝ＳＷ，Ｒ２＝Ｏ，则有 ｌ＜ｉｎｆｘ（ａ），ｉｎｆｘ
（ａ）＜ｒ＜ｓｕｐｘ（ａ），ｄ＜ｉｎｆｙ（ａ），ｉｎｆｙ（ａ）＜ｔ＜ｓｕｐｙ（ａ），那么 ｒｅｃ
（（ｌ，ｄ），（ｉｎｆｘ（ａ），ｉｎｆｙ（ａ）））ＳＷａ，ｒｅｃ（（ｉｎｆｘ（ａ），ｄ），（ｒ，ｉｎｆｙ
（ａ））Ｓａ，ｒｅｃ（（ｌ，ｉｎｆｙ（ａ）），（ｉｎｆｘ（ａ），ｔ））Ｗ ａ，ｒｅｃ（（ｉｎｆｘ（ａ），
ｉｎｆｙ（ａ），（ｒ，ｔ））Ｏａ且 ｒｅｃ（（ｌ，ｄ），（ｉｎｆｘ（ａ），ｉｎｆｙ（ａ））∪ｒｅｃ
（（ｉｎｆｘ（ａ），ｄ），（ｒ，ｉｎｆｙ（ａ））∪ｒｅｃ（（ｌ，ｉｎｆｙ（ａ）），（ｉｎｆｘ（ａ），ｔ））
∪ｒｅｃ（（ｉｎｆｘ（ａ），ｉｎｆｙ（ａ），（ｒ，ｔ））＝ｂ，故 ｂＳＷ：Ｓ：Ｗ：Ｏａ。Ｂｒ
（ＳＷ，Ｏ）＝ＳＷ：Ｓ：Ｗ：Ｏ，故此情形下命题成立。以上３６种情
形可逐一证明命题成立。证毕。

定理８　ａ，ｂ∈ＲＥＧ，如果 ｂＲａ，Ｒ∈Ｄ，那么 ｍｂｒ（ｂ）Ｂｒ
（Ｒ）ａ。

证明　首先证明Ｒ＝Ｗ：ＳＷ：Ｓ时命题成立。证明如下：设
ｍｂｒ（ｂ）在空间ｘ轴上投影的最小、最大值，在ｙ轴上投影的最
小、最大值分别为ｌ、ｒ、ｄ、ｔ，若Ｒ＝Ｗ：ＳＷ：Ｓ，则ｌ＜ｉｎｆｘ（ａ），ｉｎｆｘ
（ａ）＜ｒ＜ｓｕｐｘ（ａ），ｄ＜ｉｎｆｙ（ａ），ｉｎｆｙ（ａ）＜ｔ＜ｓｕｐｙ（ａ）。因此，对
于ｍｂｒ（ｂ）的左下顶点（ｌ，ｄ），右上顶点（ｒ，ｔ），分别有（ｌ，ｄ）ＳＷ
ａ，（ｒ，ｔ）Ｏａ。由定理３得 ｍｂｒ（ｂ）Ｂｒ（ＳＷ，Ｏ）ａ，即 ｍｂｒ（ｂ）
ＳＷ：Ｓ：Ｗ：Ｏａ。Ｂｒ（Ｒ）＝ＳＷ：Ｓ：Ｗ：Ｏ，故 ｍｂｒ（ｂ）Ｂｒ（Ｒ）ａ。故
Ｒ＝Ｗ：ＳＷ：Ｓ时命题成立。Ｒ∈Ｄ，同上可逐一证明。证毕。

定理９　Ｒ∈Ｄ，则ｉｎｖ（Ｒ）＝ ∪
ｔ∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ（Ｒ））

ＯＲＧ（ｔ）。

证明　ｒ∈ｉｎｖ（Ｒ），ａ、ｂ∈ＲＥＧ，使得ａｒｂ，ｂＲａ，则ａ
ｒｍｂｒ（ｂ），ｂＲｍｂｒ（ａ）。由定理４得ｍｂｒ（ａ）Ｂｒ（ｒ）ｍｂｒ（ｂ），ｍｂｒ
（ｂ）Ｂｒ（Ｒ）ｍｂｒ（ａ）。则由反关系的定义得 Ｂｒ（ｒ）∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ
（Ｒ））。又由 ａｒｍｂｒ（ｂ）且 ｍｂｒ（ａ）Ｂｒ（ｒ）ｍｂｒ（ｂ），则可得
ｒ∈ＯＲＧ（Ｂｒ（ｒ））。故ｒ∈ｉｎｖ（Ｒ），ｒ∈ ∪

ｔ∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ（Ｒ））
ＯＲＧ（ｔ）。

ｔ∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ（Ｒ）），存在矩形 ａ、ｂ使得 ａｔｂ，ｂＢｒ（Ｒ）
ａ。ｒ＝ｒ１：…：ｒｋ∈ＯＲＧ（ｔ），假设Ｒ＝Ｒ１：…：Ｒｊ。令ｂ０＝ｂ∩
（Ｒ１（ａ）∪…∪Ｒｊ（ａ）），ａ０＝ａ∩ （ｒ１（ｂ）∪…∪ｒｋ（ｂ）），则ｂ０
Ｒａ０，ａ０ｒｂ０，因此 ｒ∈ｉｎｖ（Ｒ）。故ｒ∈ ∪

ｔ∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ（Ｒ））
ＯＲＧ（ｔ），

ｒ∈ｉｎｖ（Ｒ）。证毕。
已知ａＲｂ，其中ａ，ｂ∈ＲＥＧ，Ｒ∈Ｄ，本文给出了一个推理Ｒ

的反关系ｉｎｖ（Ｒ）的算法。该算法的主要思想是：首先由定理８
得到ｍｂｒ（ａ）相对于 ｍｂｒ（ｂ）的主方向关系，进而由基于 ＭＢＲ
的主方向关系的反关系推理算法得到 ｍｂｒ（ｂ）相对于 ｍｂｒ（ａ）
的主方向关系，进一步由定理９及矩形主方向关系的原关系推
理算法得到ｂ相对于ａ的主方向关系。

算法　ｉｎｖ（Ｒ）
输入：基本主方向关系ｒ。
输出：ｒ的反关系。
ｂｅｇｉｎ
　Ｒ：＝Ｂｒ（ｒ）；
　Ｓ：＝ｉｎｖｍｂｒ（Ｒ）；／调用基于ＭＢＲ模型的基本主方向关系的

反关系推理算法／
　ｆｏｒａｌｌｓ∈Ｓ
　　｛Ｒ：＝ＯＲＧ（ｓ）；
　　Ｒ０：＝Ｒ０∪Ｒ；／ Ｒ０的初始值为空／｝
　　ｒｅｔｕｒｎＲ０
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ｅｎｄ

定理１０　基本主方向关系的反关系推理算法 ｉｎｖ（）是正
确的，完备的。

证明　对于任意的 ｒ∈Ｄ，必存在唯一的 Ｒ∈Ｄｒｅｃ使得 Ｂｒ
（ｒ）＝Ｒ。ｔ∈ｉｎｖｍｂｒ（Ｒ），ｔ∈Ｄｒｅｃ，定理６证明了对于任意的
ｔ∈Ｄｒｅｃ，由算法ＯＲＧ（）得到的原关系是正确的。定理９利用
ｉｎｖｍｂｒ（）及ＯＲＧ（）给出了 ｒ的反关系，并证明了其正确性。
因此，ｒ∈Ｄ，本算法均能给出 ｒ的反关系的正确推理结果。
故算法ｉｎｖ（）是正确的、完备的。证毕。

)

　分析验证

为了验证本文给出的推理方法的正确性和完备性，下面进

一步通过将文中给出的推理算法的结果与实际情形对比进行

验证。首先验证对于基本的主方向关系 Ｎ：ＮＥ：Ｅ，本文的推理
算法是正确的。假设ａ，ｂ∈ＲＥＧ，使得ａＮ：ＮＥ：Ｅｂ成立，那
么ａ、ｂ所有可能的空间布局如图２所示。

由图２可知ｂ相对于ａ所有可能的主方向关系为ｂＢａ，ｂ
Ｂ：Ｓａ，ｂＷ：Ｂａ，ｂＷ：Ｂ：ＳＷ：Ｓａ，ｂＷ：Ｂ：Ｓａ，ｂＢ：Ｓ：ＳＷａ，ｂ
Ｗ：ＳＷ：Ｓａ，ｂＷ：Ｂ：ＳＷａ。故 ｉｎｖ（Ｎ：ＮＥ：Ｅ）＝｛Ｂ，Ｂ：Ｓ，Ｗ：
Ｂ，Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ，Ｗ：Ｂ：Ｓ，Ｂ：Ｓ：ＳＷ，Ｗ：ＳＷ：Ｓ，Ｗ：Ｂ：ＳＷ｝。

由本文给出的推理方法：Ｂｒ（Ｎ：ＮＥ：Ｅ）＝Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ，查
表１得Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ对应的矩形代数为｛ｓｉ，ｏｉ｝×｛ｓｉ，ｏｉ｝。（｛ｓｉ，
ｏｉ｝×｛ｓｉ，ｏｉ｝）－１＝｛ｓ，ｏ｝×｛ｓ，ｏ｝＝｛（ｓ，ｓ），（ｓ，ｏ），（ｏ，ｓ），（ｏ，
ｏ）｝。查表１得 ｉｎｖｍｂｒ（Ｂｒ（ｒ））＝｛Ｂ，Ｂ：Ｓ，Ｗ：Ｂ，Ｗ：Ｂ：ＳＷ：
Ｓ｝。那么，ｉｎｖ（Ｎ：ＮＥ：Ｅ）＝ＯＲＧ（Ｂ）∪ＯＲＧ（Ｂ：Ｓ）∪ＯＲＧ（Ｗ：
Ｂ）∪ＯＲＧ（Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ）＝｛Ｂ，Ｂ：Ｓ，Ｗ：Ｂ，Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ，Ｗ：
Ｂ：Ｓ，Ｂ：Ｓ：ＳＷ，Ｗ：ＳＷ：Ｓ，Ｗ：Ｂ：ＳＷ｝。因此，由本文给出的推
理算法得到的结果与实际情形是一致的。故对于主方向关系

Ｎ：ＮＥ：Ｅ，本文的推理算法是适用的。
对于２１８种基本主方向关系，将本文给出的推理算法的结

果与实际情形逐一对比，发现本文的推理结果与实际情形均一

致。故本文给出的推理算法是正确而完备的。

*

　结束语

区域对象间的主方向关系反关系的推理的研究还处于初

始阶段，已有的研究将空间对象用抽象点或其最小外包矩形近

似替代。本文在深入研究了矩形对象间主方向关系的反关系

推理的基础上，给出了一个２１８种基本主方向关系的反关系推
理算法。本文的研究实现了 Ｇｏｙａｌ等人提出的基本主方向关
系的反关系推理，避免了在主方向的反关系推理中利用抽象点

或最小外包矩形进行近似代替等带来的弊端，更好地满足了日

益复杂的空间推理应用需求。对于进一步完善和提高空间数

据库的空间推理及空间分析等能力具有十分重要的意义。进

一步的研究工作主要有以下几点：

ａ）本文的研究中空间区域是封闭的、连通的以及有连通
边界的。以后的研究中可以考虑将本文提出的算法进行扩展，

使其适用于不相连的，中间可以有洞的区域对象。

ｂ）寻求有机融合方向关系、拓扑关系、距离关系的方法，
建立统一的表达和推理模型，以提高推理精度。
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