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一种带交叉因子的双向寻优

粒子群优化算法
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摘　要：针对传统粒子群算法易早熟、精度低、后期收敛速度慢等问题，结合反向学习理论，提出了一种基于交
叉因子的双向寻优粒子群优化算法（ＣＢＭＰＳＯ）。该算法使初始种群在搜索区域均匀分布，计算粒子及其反向粒
子的适应值，取最优作为初始种群；迭代过程增加对全局最差粒子的跟踪，随机开启基于交叉因子的双向学习机

制。对几种典型函数的测试结果表明，ＣＢＭＰＳＯ算法的寻优能力及收敛速度有了显著提高，并且能够有效避免
早熟收敛问题。
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　引言

粒子群优化算法由于原理简单、可调参数少、易于实现等

优点，迅速得到了广泛的应用。但是粒子群算法同时也存在易

早熟、后期收敛速度慢等缺点。为了克服这一缺点，人们提出

许多改进的算法。典型的改进算法可以分为以下两类：ａ）在

基本粒子群算法中引入惯性权重参数ω，并令其线性递减或自

适应变化［１，２］，有效平衡了全局搜索和局部搜索，这类改进方

法能够提高收敛速度和收敛精度，但是无法克服早熟问题；ｂ）

采用多算法融合，如采用混沌搜索进行局部优化［３，４］等，这类

算法综合了多种算法的优点，对改进算法的性能有较好的效

果，但是仍然不能克服粒子群算法的早熟和多样性下降过快的

问题。

既要保证算法的性能、提高收敛速度和收敛精度，又要尽

可能地解决早熟问题，为此，笔者重点从初始种群与进化机制

两个方面对算法进行改进，提出了带交叉因子的双向寻优粒子

群优化算法。

!

　
0@K

算法

ＰＳＯ初始化为一群随机粒子（随机解），然后通过迭代找

到最优解。在每一次迭代中，粒子通过跟踪两个极值来更新自

己：ａ）粒子本身所找到的最优解，这个解叫做个体极值；ｂ）整

个种群目前找到的最优解，这个解叫做全局极值。

粒子在找到上述两个极值后，就根据式（１）和（２）来更新

自己的速度和位置。

ｖｄ＋１ｉ ＝ωｖｄｉ＋ｃ１ｒａｎｄ（ｐｄｉ－ｘｄｉ）＋ｃ２ｒａｎｄ（ｐｄｇ－ｘｄｉ） （１）

ｘｉ＝ｘｉ＋ｖｄｉ （２）

其中：ω是保持原来速度的系数，叫做惯性权重，一般取０．９～

０．１之间的常数；ｃ１是粒子跟踪自己历史最优值的权重系数，

它表示粒子自身的认识，所以叫做“认知”，通常设置为２；ｃ２是

粒子跟踪群体最优值的权重系数，它表示粒子对整个群体知识
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的认识，所以叫做“社会知识”，经常叫做“社会”，通常设置为

２；ｒａｎｄ是［０，１］内均匀分布的随机数。

粒子的先前速度和自我认知部分体现了粒子对自身经验

的积累；粒子的社会认知部分体现了粒子之间的信息传递。算

法在随机初始化一群粒子之后迭代运行，并且在每次迭代过程

中粒子通过式（１）（２）更新，直到满足迭代停止条件为止。

"

　基于交叉因子与双向学习机制的粒子群优化算法

"


!

　反向学习算法

反向学习算法是 Ｔｉｚｈｏｏｓｈ［５］提出的一种新型的强化的学

习算法。其基本思想是同时考虑变量的当前估计值与反向估

计值，通过比较获得当前的最优值。接下来给出反向点与反向

学习算法的定义。

定义１　ｘ∈［ａ，ｂ］中的任意实数，定义 ｘ^＝ａ＋ｂ－ｘ为ｘ的

反向点。

定义２　Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ］是 Ｄ维空间中的一点，其中

ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ∈Ｒ且 ｘｉ∈［ａｉ，ｂｉ］，ｉ∈｛１，２，…，Ｄ｝，定义Ｘ^＝

［^ｘ１，^ｘ２，…，^ｘＤ］为Ｘ的反向点，其中Ｘ^＝［^ｘ１，^ｘ２，…，^ｘＤ］中元素

取为 ｘ^ｉ＝ａｉ＋ｂｉ－ｘｉ。

定义３　假定Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ］是 Ｄ维空间中的一点，

ｆ（·）是衡量该点的适应值函数，Ｘ^＝［^ｘ１，^ｘ２，…，^ｘＤ］为 Ｘ＝［ｘ１，

ｘ２，…，ｘＤ］的反向点。如果ｆ（Ｘ^）＜ｆ（ｘ），那么就用Ｘ^替代 Ｘ；否

则继续采用点Ｘ。

"


"

　基于交叉因子的反向学习算法

在反向学习算法中引入交叉因子，这里的交叉因子指的是

在计算粒子Ｘｉ的反向点时，随机地选择一个粒子 Ｘｊ，其中 ｉ≠ｊ

且ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ。将粒子Ｘｉ与 Ｘｊ交叉合为一个粒子。该方

法可以增加粒子的多样性，提高粒子向新区域学习的能力。基

于交叉因子反向点的定义为

ｘ^ｉ＝
ａｉ＋ｂｉ－（ｍ１ｘｉ＋ｍ２ｘｊ）ｒａｎｄ＜ｐ

ｘｉ　　　　　　　　　{ 其他
（３）

其中：ｒａｎｄ、ｍ１、ｍ２为［０，１］内的随机数，且 ｍ１＋ｍ２＝１；ｐ为算

法中转入反向学习算法的概率。文献［６］中讨论了 ｐ的取值，

通过测试显示，ｐ在取０．１、０．３、０．５时算法能取得较好结果。

"


)

　基于交叉因子与双向学习机制的粒子群优化算法

Ｓｈｉ等人［７］在对粒子群优化（ＰＳＯ）算法进行研究时发现，

该算法在初期搜索效率很高，但在接近最优解时搜索速度降

低，并且很难得到精确最优解。这是因为算法在后期陷入了局

部最优。产生局部最优的原因可以从如下两个方面来解释，并

试图从解释中找到增强 ＰＳＯ寻优性能的方法：

ａ）从数值仿真实验来看，粒子陷入局部最优表现为全局

最优位置连续很多代变化很小或者没有变化，这说明种群向全

局最优区域的搜索能力丧失。笔者认为初始种群相对集中是

导致这一现象的原因之一，一旦初始种群相对集中，每次迭代

的搜索区域就会相对较小，粒子将很容易陷入局部最优。

ｂ）从社会心理学角度来看，粒子陷入局部最优是因为对

于种群中的某个粒子来说，随着粒子自身的不断进化与成长，

对信息的需求也逐渐增大，单依赖于 ｐｉ、ｐｇ这两个极值已经不

能满足粒子对于信息的需求，所以此时应当增强种群中其他粒

子探索新区域的能力。根据以上分析，本文提出了基于交叉因

子和双向学习机制的粒子群优化算法。

"


)


!

　初始解的生成

初始解是算法进行搜索的起点，组成初始群体的个体在备

选解空间中的分布状况会对算法搜索性能产生重大影响。在

之前的粒子群算法中，初始群体生成是随机的，即随机产生若

干个个体组成初始种群。文献［８］给出了一种基于小区间的

初始解生成法，即先把各待优化参数的取值范围分成群体总数

个小区间，再在各小区间中分别随机生成一个初始个体，使初

始种群在整个解空间中均匀分布。

本文在此基础上进行改进，在实际进化算法中，如果能选

择一些靠近最优个体的初始粒子，则在一定程度上可以加快算

法的收敛速度。因此在计算上述分布于小区间的初始粒子适

应度的同时，计算该粒子对应的基于交叉因子的反向个体的适

应值，通过两者比较，选择更靠近最优个体的初始个体作为初

始种群，这样既保证了初始群体含有较丰富的模式，又有利于

整体的进化收敛速度。

小区间通常取等值区间，即将各优化参数的取值范围均匀

划分为ｎ个小区间，ｎ为种群规模，假设其中的一个小区间为

［ａｉ，ｂｉ］，ｘｉ∈［ａｉ，ｂｉ］，且ｘｉ为随机数，则 ｘ^ｉ＝ａｉ＋ｂｉ－（ｍ１ｘｉ＋

ｍ２ｘｊ），其中ｉ≠ｊ且ｊ＝１，２，…，ｎ；ｍ１、ｍ２为［０，１］内的随机数，

且ｍ１＋ｍ２＝１。

"


)


"

　基于交叉因子与双向学习机制的粒子群优化算法

随机粒子的每次迭代过程中，在跟踪个体最优 ｐｉ、全局最

优ｐｇ的前提下还要跟踪两个新的极值，一个是粒子本身的最

差解ｐｐｉ；另一个是整个种群目前出现的最差解 ｐｐｇ，并在迭代

机制中引入全局最差 ｐｐｇ的反向粒子ｐｐ

)

ｇ作为新的学习因子，

具体迭代机制如式（４）所示。
ｖｄ＋１ｉ ＝ωｖｄｉ＋ｃ１ｒａｎｄ（ｐｄｉ－ｘｄｉ）＋ｃ２ｒａｎｄ（ｐｄｇ－ｘｄｉ）＋

ｃ３ｒａｎｄ（ｐｐ

)

ｇ－ｘｄｉ） （４）

其中：ω＝ωｍａｘ－
ｉｔｅｒ
ｉｔｅｒｍａｘ

（ωｍａｘ－ωｍｉｎ），ｃ１＝ｃ２＝１．５，ｃ３＝１。实验

证明，ｐｐ

)

ｇ不一定总是引导粒子群向最优值靠拢，即存在一些情

况会影响到粒子的全局学习能力，故在此对基于交叉因子的反

向点ｐｐ

)

ｇ作了进一步改进：

ｐｐ

)

ｇ＝
ａ＋ｂ－（ｍ１ｐｐｇ＋ｍ２ｐｉ）ｒａｎｄ＜ｐ

０　　　　　　　　 　{ 其他
（５）

即新的迭代机制中ｐｐ

)

ｇ以ｐ的概率起作用。该方法一方面可以

增加最优解的多样性，丰富学习内容；另一方面可以避免过度

学习现象的出现。

"


)


)

　ＣＢＭＰＳＯ算法收敛性分析

文献［９］中给出了一种闭环控制的 ＰＳＯ动力学方法和

ＰＳＯ算法的收敛条件，在此本文对 ＣＢＭＰＳＯ算法的收敛性进

行验证。由 ＣＢＭＰＳＯ算法推导出的线性系统状态方程如式
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（６）所示。

ｖｎ＋１ｉ

ｘｎ＋１






ｉ

＝Ａ
～ ｖｎｉ

ｘ







ｎｉ

＋Ｂ
～

ｐｎｉ

ｐｎｇ

ｐｐ

)















ｇ

（６）

其中：

Ａ
～
＝
ｗ －φ

ｗ １－







φ
，Ｂ
～
＝
φ１ φ２ φ３

φ１ φ２ φ







３

（７）

φ１＝Ｃ１ｒａｎｄ１（），φ２＝Ｃ２ｒａｎｄ２（），φ３＝Ｃ３ｒａｎｄ３（） （８）

φ＝φ１＋φ２＋φ３ （９）

由文献［９］中的结论可知，当０＜ｗ＜１时，若满足

ｗ＋１－２槡ｗ＜φ＜ｗ＋１＋２槡ｗ

则系统稳定，算法收敛。本文 ｗ采用随进化代数的增加线性

递减的方式，取值为［０．４，０．９］，若取 Ｃ１＝Ｃ２＝１．５，Ｃ３＝１，则

φ在（０，４）区间变化，保证了算法的收敛性。

算法的基本步骤如下：

ａ）初始化。对搜索区域按维均匀划分，在所得的ｎ个小区

域上随机取值，得到ｎ个粒子；计算每个粒子及其反向粒子的

适应值，并进行比较，取适应值较小者组成初始种群。

ｂ）迭代机制。每次迭代，寻找全局最优ｐｇ、全局最差粒子

粒子ｐｐｇ。

ｃ）交叉因子。计算ｐｐｇ，并用ｒａｎｄ对反向粒子 ｐｐｇ＿ｆ是否

起作用进行选择。

ｄ）按式（４）（５）对粒子的位置和速度进行更新。

ｅ）若未达到终止条件，则转步骤ｂ）。

)

　数值实验与结论

选取六个基本测试函数对ＬＤＷＰＳＯ［７］、ＣＰＳＯ［１０］、ＣＢＭＰＳＯ

的性能进行对比。

函数１：∑ｎ
ｉ＝１ｘ

２
ｉ，－１００≤ｘｉ≤５０，该函数在 ｘｉ时取得最小

值０。

函数２：∑ｎ
ｉ＝１?ｘｉ＋０．５」

２，－１００≤ｘｉ≤５０，该函数在 ｘｉ∈
（－１．５，０．５）时取得最小值０。

函数３：∑ｎ
ｉ＝１（ｉ＋１）ｘ

４
ｉ，－１００≤ｘｉ≤５０，该函数在ｘｉ时取得

最小值０。

函数４：πｎ（１０ｓｉｎ
２πｙ１＋∑

ｎ－１
ｉ＝１（ｙｉ－１）

２（１＋１０ｓｉｎ２πｙｉ＋１）

＋（ｙｎ－１）
２），－１００≤ｙｉ≤５０，该函数在ｙｉ＝１时取得最小值０。

函数５：１４０００∑
ｎ
ｉ＝１ｘ

２
ｉ－

ｎ
ｉ＝１ｃｏｓ

ｘｉ
槡ｉ
＋１，－１００≤ｘｉ≤５０，该

函数在ｘｉ＝０时取得最小值０。

函数６：∑ｎ－１
ｉ （１００（ｘｉ＋１－ｘ

２
ｉ）
２＋（ｘｉ－１）

２），－１００≤ｘｉ≤
５０，该函数在ｘｉ＝１时取得最小值０。

在实验中，每个函数的参数设置如表１所示。

在实验中算法的公共参数设置为：种群大小固定为 ３００，

粒子的最大速度为搜索区间长度的２０％，ＬＤＷＰＳＯ算法中权

重的变化范围为［０．９，０．４］，ＣＢＭＰＳＯ中的 ｐ取０．１。本实验

中每个函数的迭代次数为１０００，运行次数为５０，实验结果如

表２、３所示。若函数在指定迭代次数内没有达到预设精度，则

指定迭代次数为收敛次数；否则第一次满足预设精度的迭代次

数为收敛次数，函数运行时间为从程序开始执行到达到收敛次

数的时间。表２、３中的收敛次数及运行时间均为５０次实验的

平均值，收敛率为满足预设精度的实验次数与实验总次数的

比值。

表１　实验参数设置

函数 种群大小 搜索区间 预设精度

１ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０１
２ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０１
３ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０１
４ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０１
５ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０１
６ ３００ ［－１００，５０］ ＜０．０２

表２　ＬＤＷＰＳＯ、ＣＰＳＯ、ＣＢＭＰＳＯ算法在最优值、

收敛速度和成功率上的比较（３０维）

函数 算法 最优值 平均值 方差
平均收

敛次数

收敛率

／％

运行

时间／ｓ

ＬＤＷＰＳＯ ０．１４２３４８９５５ ０．５４６９１２７９５ ０．１２３１６５ １０００ ０ ２７．９

１ ＣＰＳＯ １８．９４２３８８６８ ４７．４７１５３７９９ ２４５８．７１１ １０００ ０ １０．３

ＣＢＭＰＳＯ ２．６１Ｅ－２５ １．２６６９４Ｅ－２５ １．５２Ｅ－５０ ３４０ １００ ５．４

ＬＤＷＰＳＯ ０．２６１１１８４５３ ０．７９８７４０４２ ０．７７４６８３ １０００ ０ ２９．４

２ ＣＰＳＯ １７９４７．７１９６２ ２９４２０．７５８６９ ４．９５Ｅ＋０８ １０００ ０ １３．５

ＣＢＭＰＳＯ ２．３７Ｅ－４３ ８．７６４８８Ｅ－４１ １．６９Ｅ－８０ ２８１ １００ ４．９

ＬＤＷＰＳＯ ０．０２１５４８９３７ ０．０６８８３７５８２ ０．００２８１７ １０００ ０ ３０．２

３ ＣＰＳＯ １３６．８７０３５５６ ６７．０４１８４０９５ ４１３８．０５４ １０００ ０ １４．２

ＣＢＭＰＳＯ １．４３Ｅ－２５ １．２２１８１Ｅ－２５ ９．９４Ｅ－５２ ３６０ １００ ５．７

ＬＤＷＰＳＯ ３０８．２１６８０６６ ６３４．２６４１３３５ ７９９４８．２６ １０００ ０ ２８．９

４ ＣＰＳＯ ８０７．０１７９９２２ ９６９．２６９４３２５ ７０４２．３７２ １０００ ０ ６．９

ＣＢＭＰＳＯ ３．３４Ｅ－２４ １．４３７０１Ｅ－２３ ２．７１Ｅ－４６ ２６２ １００ ４．１

ＬＤＷＰＳＯ ０．００１９４２８６６ ０．０３０５９８９９ ０．００１２１１ ８７５ ７５ ３０．１

５ ＣＰＳＯ ０．１９３５１４３７１ ０．３９６４０４７２２ ０．１０９１７３ ７５３ ７９ １１．８

ＣＢＭＰＳＯ ０ １．１１０２２Ｅ－１６ １．２３Ｅ－３２ ５８ １００ ３．１

ＬＤＷＰＳＯ ２９９．９１０６２２５ １２８４．６４９９２３ ７２８３９４．９ １０００ ０ ２５．８

６ ＣＰＳＯ ２４９４３．５８１１９ １９１７１３．４２５５ ６．６Ｅ＋１０ １０００ ０ ４．７

ＣＢＭＰＳＯ ８．１０Ｅ－１３ ２．０９８５９Ｅ－０８ １．３２Ｅ－１５ ６３９ １００ ５．３

表３　ＬＤＷＰＳＯ、ＣＰＳＯ、ＣＢＭＰＳＯ算法在最优值、

收敛速度和成功率上的比较（５０维）

函数 算法 最优值 平均值 方差
平均收

敛次数

收敛率

／％

运行时间

／ｓ

ＬＤＷＰＳＯ ０．５４４５４１９２７ １０．７４７２３０７２ １３９．９８７８ １０００ ０ ４０．１

１ ＣＰＳＯ ７．６７３５０８０９８ ２８．００８５４２１１ ３７８．４７７６ １０００ ０ １５．７

ＣＢＭＰＳＯ ２．２０Ｅ－１２ ９．４１９７７Ｅ－１２ １．０８Ｅ－２２ ４５８ １００ １０．５

ＬＤＷＰＳＯ ４１．８７２８７６７７ ４３１．８３９３６６２ ３６９２５０．２ １０００ ０ ４２．５

２ ＣＰＳＯ １２２５９．９１７７８ １７８３４．３３６７７ ２．７Ｅ＋０８ １０００ ０ ２０．９

ＣＢＭＰＳＯ ２．９８Ｅ－１９ １．４２１６４Ｅ－１７ ５．２９Ｅ－３４ ３４４ １００ ８．２

ＬＤＷＰＳＯ ０．１４３１３２６２３ １３．６４０７３９１８ ５３８．２０８ １０００ ０ ４６．３

３ ＣＰＳＯ １１．２０３３７２５６ ５８．８０２４０２７ ２８４８．０９９ １０００ ０ ２３．９

ＣＢＭＰＳＯ １．３１Ｅ－１２ ２．２３５０８Ｅ－１１ ６．４７Ｅ－２２ ４４８ １００ ７．６

ＬＤＷＰＳＯ ３８３．１９３９３５１ ６５０．２５２０８４８ ４８１７３．３３ １０００ ０ ４４．７

４ ＣＰＳＯ ３７４．０７０７０１９ ８２２．３２１４２０１ １４２０１５ １０００ ０ １０．２

ＣＢＭＰＳＯ ６．５６Ｅ－１２ ５．６７０５５Ｅ－１１ ４．４２Ｅ－２１ ３２１ １００ ６．３

ＬＤＷＰＳＯ ０．１００２４１０５３ ０．１７４６３７９６４ ０．００７１９８ ９６３ ６９ ４４．１

５ ＣＰＳＯ ０．２７３７８５４１４ ０．５８６９６３２０８ ０．１６３１２１ ８７６ ７２ １５．７

ＣＢＭＰＳＯ ３．１６Ｅ－１２ ４．１６０７６Ｅ－１２ ６．４５Ｅ－２４ １２６ １００ ５．１

ＬＤＷＰＳＯ ３８１．５３８５０８２ １９８８４．５４６１９ ２．５９Ｅ＋０８ １０００ ０ ３９．３

６ ＣＰＳＯ ２４６２９１．６６６８ １８７３０７．６５９３ ４．５８Ｅ＋１０ １０００ ０ ６．１

ＣＢＭＰＳＯ ０．０００１０３６７８ ０．００１９９８２６８ １．９１Ｅ－０６ ９４２ １００ ７．５

　　方案１　固定粒子的维数为３０，迭代次数为１０００次，每个

函数运行５０次，以５０次运行结果的平均值和最小值作为算法
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的优化结果和最优值，并计算相应的方差。实验结果见表２，

函数１～６在维数＝３０、迭代次数＝１０００的进化曲线如图１～

６所示。

方案２　固定粒子的维数为５０，迭代次数为１０００次，每个

函数运行５０次，以５０次运行结果的平均值和最小值作为算法

的优化结果和最优值，并计算相应的方差。实验结果如表 ３

所示。

由上述进化曲线可以看出，由于新算法对初始种群的改

进，ＣＢＭＰＳＯ在初始时刻的进化就领先于之前的两种算法，而

在后期ＣＢＭＰＳＯ的收敛速度也比ＬＤＷＰＳＯ和ＣＰＳＯ要快很多，

后期不易陷入局部最优，故可以得出如下结论：

ａ）收敛速度。ＣＢＭＰＳＯ算法对于初始种群的改进使得粒

子群的收敛速度得到了很大的提升，使初始种群均匀分布是为

了增加初始种群的多样性，反向粒子的引入则使得初始种群接

近最优值的可能性进一步加大，从而迅速向最优值收敛。

ｂ）收敛精度。在上述结果中，ＣＢＭＰＳＯ算法以相对较少的

迭代次数达到了预设精度，交叉因子的引进进一步增加了粒子

的多样性，同时增强了粒子向新区域学习的能力，有效地平衡

了局部与全局的搜索能力，使得粒子一旦开始迭代就可以迅速

达到最优。

ｃ）解决早熟问题。每次迭代过程中，在追踪全局最优的

同时也追踪全局最差粒子的反向粒子，使粒子以一定的概率开

启反向学习机制，有效地避免了全局极值的过度单一，及时解

决了早熟问题。

*

　结束语

粒子群算法存在后期收敛速度慢、容易陷入局部最优等缺

点，笔者认为好的初始化方法可以加快整个寻优过程，全面的

学习机制可以增强粒子探索新区域的能力，有效地避免粒子陷

入局部最优。鉴于此，本文重点从种群的初始化方法和迭代机

制两个方面对粒子群优化算法进行改进：ａ）引入反向粒子的

概念，通过找到更接近最优个体的初始粒子来加快算法的收敛

速度；ｂ）每次迭代过程中追踪全局最优的同时追踪全局最差

粒子的反向粒子，为了增加最优解的多样性，同时为了避免粒

子群过度向该反向粒子学习，引入交叉因子，使该反向粒子以

一定的概率在全局寻优过程中起作用。实验证实，基于交叉因

子与双向学习机制的粒子群优化算法收敛速度快、跳出局部最

优能力强、寻优精度高。
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