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基于第二类统计量的 Ｋ分布参数估计

孙增国

（华侨大学 计算机科学与技术学院，福建 厦门 ３６１０２１）

摘　要：为了高效估计出Ｋ分布的参数，提出了对数累积量参数估计方法。基于第二类统计量，先对 Ｋ分布的
概率密度函数进行Ｍｅｌｌｉｎ变换，从而获得Ｋ分布的第二类第一特征函数；然后对第二类第一特征函数进行对数
变换，由此获得Ｋ分布的第二类第二特征函数；最后对第二类第二特征函数求导数，进而获得Ｋ分布的前两阶对
数累积量，由此可以估计Ｋ分布的参数。与传统的最大似然估计方法相比，Ｋ分布的对数累积量估计具有解析的
表达式，易于计算。ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真表明，基于第二类统计量的Ｋ分布对数累积量估计可获得较高的估计精度。
关键词：Ｋ分布；Ｍｅｌｌｉｎ变换；第二类统计量；对数累积量估计；ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真
中图分类号：ＴＰ３９１９　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００１３６９５（２０１３）０１００４６０３
ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００１３６９５．２０１３．０１．０１０

ＰａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ
ＳＵＮＺｅｎｇｇｕｏ

（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，ＸｉａｍｅｎＦｕｊｉａｎ３６１０２１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｐｏｓｅｄｔｈｅｌｏｇｃｕｍｕｌａｎｔｅｓｔｉｍａｔｏｒ．
Ｂａｓｅｄｏｎｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，ｆｉｒｓｔｉｔｄｅｒｉｖｅｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｆｉｒｓｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｙｔａｋｉｎｇｔｈｅＭｅｌ
ｌｉｎｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｏｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｓｅｃｏｎｄｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｅｃｏｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｆｉｒｓｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄｌａｓｔｄｅｄｕｃｅｄ
ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｌｏｇｃｕｍｕｌａｎｔｓｔｏｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｙｔａｋｉｎｇｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｅｃｏｎｄｃｈａｒ
ａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄｅｓｔｉｍａｔｏｒ，ｔｈｅｌｏｇｃｕｍｕｌａｎｔｅｓｔｉｍａｔｏｒｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｗｉｔｈ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｗａｓｅａｓｙｔｏｃｏｍｐｕｔｅ．ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔｔｈｅｌｏｇｃｕｍｕｌａｎｔｅｓｔｉｍａｔｏｒｏｆＫｄｉｓｔｒｉｂｕ
ｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃｓａｃｈｉｅｖｅｓｈｉｇｈｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｋｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；Ｍｅｌｌｉｎｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ；ｌｏｇｃｕｍｕｌａｎｔｅｓｔｉｍａｔｏｒ；ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

　　Ｋ分布广泛用于海洋和地面的建模中，传统的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ分
布可以看做是Ｋ分布的特例［１～４］。作为双参数的统计分布，与

单参数的分布（如Ｒａｙｌｅｉｇｈ分布）相比，Ｋ分布可以更好地描述
实验数据［２］。例如，当雷达分辨单元较大时，可以认为分辨单

元内包含许多散射体，并且不存在占主导地位的散射体，此时，

传统的Ｒａｙｌｅｉｇｈ分布可以很好地描述雷达回波。但是，如果雷
达分辨单元的尺寸以及掠射角较小，在这种情况下，只有 Ｋ分
布才能精确描述雷达回波的统计特性。为了在实际应用中使

用Ｋ分布，一个关键问题就是如何高效地估计出 Ｋ分布的参
数。由于Ｋ分布的概率密度函数中含有特殊的修正 Ｂｅｓｓｅｌ函
数，而修正Ｂｅｓｓｅｌ函数又没有统一的解析表达式，因此，传统的
最大似然估计方法不能高效地估计 Ｋ分布的参数，即最大似
然估计没有解析的表达形式，往往需要迭代计算，而且初值选

择和终止条件不易确定。基于第二类统计量，本文提出了高效

估计Ｋ分布参数的对数累积量方法，它具有简洁的解析表达
式，不需要迭代计算。ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真表明，Ｋ分布的对数累
积量估计可以获得较高的估计精度。

１　Ｋ分布

Ｋ分布具有如下的概率密度函数［３］：

ｆ（ｘ）＝４ｂ
（ν＋１）
２ ｘν

Γ（ν）
Ｋν－１（２槡ｘｂ）　ｘ＞０ （１）

其中：ν（ν＞０）是形状参数；ｂ（ｂ＞０）是尺度参数；Γ（·）是
Ｇａｍｍａ函数；Ｋν－１（·）是第二类 ν－１阶修正 Ｂｅｓｓｅｌ函数。当
ν趋向于无穷大时，Ｋ分布变为传统的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ分布。因此，
Ｒａｙｌｅｉｇｈ分布可以看做是Ｋ分布的特例。图１给出了当ν和ｂ
分别取不同值时Ｋ分布的概率密度函数。显然，ν决定Ｋ分布
的形状，当ν较小时（如ν＝０．５），Ｋ分布不再具有单峰特性；ｂ
决定Ｋ分布向纵坐标轴的压缩程度，ｂ越大，Ｋ分布向纵坐标
轴的压缩程度就越强。

假定Ｘ是服从Ｋ分布的随机变量，其形状参数和尺度参

数分别为ν和ｂ。定义新的随机变量 Ｙ＝槡ｂＸ，可以证明，Ｙ同
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样服从Ｋ分布，其形状参数和尺度参数分别为ν和１。也就是

说，Ｋ分布可以通过槡ｂ的乘积进行标准化，其形状参数保持不
变，而尺度参数则变为１。

"

　第二类统计量介绍

普通统计量是由傅里叶变换定义的［５，６］。如果概率密度

函数定义在正半轴上，就可以把普通统计量中的傅里叶变换替

换为Ｍｅｌｌｉｎ变换，从而定义相应的第二类统计量［６～９］。对于概

率密度函数ｆ（ｘ）（０≤ｘ＜∞），其Ｍｅｌｌｉｎ变换定义如下：
Φ（ｓ）＝∫∞０ｘｓ－１ｆ（ｘ）ｄｘ （２）

ｆ（ｘ）的Ｍｅｌｌｉｎ变换Φ（ｓ）正是它的第二类第一特征函数。
由此，ｆ（ｘ）的第二类第二特征函数 Ψ（ｓ）和 ｒ阶对数累积量 珓ｋｒ
分别定义如下：

Ψ（ｓ）＝ｌｎΦ（ｓ） （３）

珓ｋｒ＝
ｄｒΨ（ｓ）
ｄｓｒ ｓ＝１

（４）

对数累积量可以通过样本对数累积量加以估计。以前两

阶对数累积量为例，存在

珓ｋ
＾
１＝
１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
ｌｎｙｉ （５）

珓ｋ
＾
２＝

１
Ｍ－１∑

Ｍ

ｉ＝１
ｌｎｙｉ－珓ｋ

＾
( )１ ２ （６）

其中：ｙｉ是样本，Ｍ是样本个数。

３　Ｋ分布的对数累积量估计

Ｋ分布定义在正半轴上，因此可以定义相应的第二类统计
量。首先把Ｋ分布的概率密度函数式（１）代入式（２）中，可得
Ｋ分布的第二类第一特征函数如下：

Φ（ｓ）＝４ｂ
（ν＋１）
２

Γ（ν）∫
∞
０ｘｓ＋ν－１Ｋν－１（２槡ｘｂ）ｄｘ （７）

使用下面的恒等式［１０］：

∫∞０ｘμＫν（ａｘ）ｄｘ＝２μ
－１ａ－μ－１Γ（１＋μ＋ν２ ）Γ（１＋μ－ν２ ）

Ｒｅ（１＋μ±ν）＞０，Ｒｅ（ａ）＞０ （８）

Ｋ分布的第二类第一特征函数可以简化为

Φ（ｓ）＝
ｂ
（１－ｓ）
２ Γ（ｓ＋１２）Γ（ν＋

ｓ－１
２）

Γ（ν）
（９）

把式（９）代入式（３）中，可得 Ｋ分布的第二类第二特征函
数如下：

Ψ（ｓ）＝（１－ｓ）ｌｎｂ２ ＋ｌｎ（Γ（ｓ＋１２））＋

ｌｎ（Γ（ν＋ｓ－１２））－ｌｎ（Γ（ν）） （１０）

把式（１０）代入式（４）中，经过适当化简，可得 Ｋ分布的前
两阶对数累积量如下：

珓ｋ１＝－
ｌｎｂ
２ －

Ｃｅ
２＋

ψ（ν）
２ （１１）

珓ｋ２＝
π２
２４＋

ψ（１，ν）
４ （１２）

其中：Ｃｅ是欧拉常数（Ｃｅ≈０５７７２）；ψ（·）是Ｄｉｇａｍｍａ函数；ψ
（１，·）是Ｔｒｉｇａｍｍａ函数（Ｄｉｇａｍｍａ函数的一阶导数）。给定一

组样本，通过式（５）和（６）计算样本对数累积量珓ｋ
＾
１和珓ｋ

＾
２，并用珓ｋ

＾
１

和珓ｋ
＾
２分别代替上面两式中的 珓ｋ１和 珓ｋ２，由此，形状参数ν可由式

（１２）估计得出，而尺度参数ｂ可由式（１１）估计得出。因此，式
（１１）和（１２）就构成了Ｋ分布的对数累积量估计式。与传统的
最大似然估计方法相比，Ｋ分布的对数累积量估计具有简洁的

解析表达式。同时，由于 Ｔｒｉｇａｍｍａ函数 ψ（１，·）是严格单调
函数，因此，使用常见的数值方法如二分法很容易获得 ν的精
确估计值［１１］。也就是说，由于具有解析表达式以及 ψ（１，·）
的单调性，Ｋ分布的对数累积量估计易于计算，便于实现。

*

　
<=91. 472>=

仿真

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真的一个重要问题就是如何产生服从特定
分布的样本。Ｓｋｏｌｎｉｋ的研究表明，Ｋ分布可由一个传统 Ｒａｙ
ｌｅｉｇｈ分布所描述的快速波动分量被一个 Ｇａｍｍａ分布所描述
的缓慢波动分量所调制而形成［２］。因此，分别产生服从 Ｒａｙ
ｌｅｉｇｈ分布和 Ｇａｍｍａ分布的样本，由此形成服从 Ｋ分布的样
本。产生服从Ｋ分布的一组样本，使用对数累积量方法估计
出参数，这就完成了一次仿真实验。由于样本产生的随机性，

往往需要独立运行多次仿真实验，并把多次仿真结果的均值和

标准差作为最终的估计结果，这就是 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真的一般
步骤。

Ｋ分布的对数累积量估计首先要通过式（５）和（６）计算样
本对数累积量，因此，样本数量是影响对数累积量估计性能的

重要因素。图２给出了对数累积量估计的性能随样本数量的
变化关系，包括形状参数的估计值和估计标准差，以及尺度参

数的估计值和估计标准差。可见，不论是形状参数ν还是尺度
参数ｂ，其估计值均随着样本数量的增加而逐渐趋向真实值，
其估计标准差均随着样本数量的增加而逐渐降低。也就是说，

较多的样本数量可以获得较高的估计性能。为了克服样本产

生的随机性，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真需要独立运行多次，并把多次仿
真结果的均值作为最终的参数估计值。因此，运行次数是影响

对数累积量估计精度的又一因素。图３给出了对数累积量估
计的精度随运行次数的变化关系，包括形状参数的估计值以及

尺度参数的估计值。可见，不论是形状参数 ν还是尺度参数
ｂ，其估计值总体上均随着运行次数的增加而趋向真实值。也
就是说，较多的运行次数可以获得较高的估计精度。在形状参

数和尺度参数分别取不同值时，对数累积量估计的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
仿真结果分别如表１和２所示。其中，括号中的数值为多次仿
真结果的标准差。可见，不论形状参数或尺度参数取为何值，

对数累积量估计均能获得较高的估计精度。
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表１　对数累积量估计的Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ仿真结果（ｂ＝１，独立运行
　１００次，每次的样本数量均
　　　　　为１００００）
参数真值 ν^ ｂ^

ｖ＝０５
０．５００２ １．０００９
（０．００８６） （０．０３８１）

ｖ＝１
１．００４７ １．００６１
（０．０２４２） （０．０３３８）

ｖ＝１５
１．５０２５ １．００２３
（０．０５３９） （０．０４７５）

ｖ＝２
１．９９７１ ０．９９７７
（０．１０２２） （０．０６３４）

ｖ＝５
５．０００５ １．０００４
（０．６４９６） （０．１３８２）

表２　对数累积量估计的Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ仿真结果（ν＝１．５，独立运行
１００次，每次的样本数量均为１００００）
参数真值 ν^ ｂ^

ｂ＝０５
１．４９６８ ０．４９９０
（０．０４６２） （０．０１９１）

ｂ＝１
１．５０１１ ０．９９９９
（０．０５３６） （０．０４４７）

ｂ＝１５
１．５０１３ １．５０３８
（０．０６０３） （０．０７９０）

ｂ＝２
１．５０１６ ２．００３４
（０．０５４５） （０．０９３２）

ｂ＝５
１．５０２５ ５．００４１
（０．０５１３） （０．２３１０）

+

　结束语

为了高效地估计出 Ｋ分布的参数，本文提出了基于第二
类统计量的对数累积量估计方法。首先对 Ｋ分布的概率密度
函数进行Ｍｅｌｌｉｎ变换，从而获得 Ｋ分布的第二类第一特征函
数；然后对第二类第一特征函数进行对数变换，从而获得 Ｋ分
布的第二类第二特征函数；最后对第二类第二特征函数求前两

阶导数，进而获得Ｋ分布的对数累积量估计式。与传统的最

大似然估计方法相比，对数累积量估计具有简洁的解析表达

式，易于计算。ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真表明，对数累积量估计可以获
得较高的估计精度。因此，基于第二类统计量的对数累积量估

计是Ｋ分布参数估计的高效方法。作为强有力的数学工具，
第二类统计量同样可以用于其他常见分布（如对数—正态分

布）的参数估计中，这是下一步的研究内容。
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　结束语

本文依据聚类假设的思想，提出了一种基于聚类核的半监

督支持向量机分类方法。该算法根据高密度区域的样本在聚

类中被分在同一类中的特性，采用 Ｋ均值聚类算法对样本集
进行多次聚类的方法构造聚类核，将无标记样本的信息融入分

类器的训练过程中。该方法能够有效利用无标记样本信息，而

且实验结果也证实了无标记样本的加入可以提高分类的精度。

但本方法涉及到支持向量机中参数的选择、Ｋ均值聚类算法的
有效性，并且随着数据量的增大，运行时间也会随之增加。因

此，如何更有效地进行参数选择和Ｋ均值聚类，同时降低时间
复杂度仍然有待研究。
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