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一种基于 Ｌ２，１范数的 ＰＣＡ维数约简算法


刘丽敏ａ，樊晓平ａ，廖志芳ｂ，刘曼玲ａ

（中南大学 ａ．信息科学与工程学院；ｂ．软件学院，长沙 ４１００７５）

摘　要：传统ＰＣＡ存在对异常值和特征噪声敏感等问题，基于Ｌ２，１范数的ＰＣＡ算法改进了这些缺点。现有的基
于Ｌ２，１范数的ＰＣＡ算法是通过降低矩阵的秩来实现维数约简，而秩的计算复杂。针对这一问题，提出一种新的
维数约简算法。该算法提出利用迹范数代替矩阵的秩来简化Ｌ２，１ＰＣＡ的计算，提高算法效率；对于算法的求解
提出了基于拉格朗日乘子的方法并将算法应用扩展ＹａｌｅＢ人脸数据集进行图像去噪。可视化的实验结果表明
所提出的算法有效。
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　　随着信息化技术的快速发展，高维数的非结构化数据大量
出现，如人脸图像、生物数据、文本数据等。如何从高维数据中

发现数据内在结构信息和本质维数成为机器学习和模式识别

研究的热点。维数约减（降维）是处理高维数据的一种常见的

方法。维数约减是将高维数据向低维表达空间转换的过

程［１］。国内外很多学者对此问题进行了大量的研究，提出了

很多算法［２～９］。例如，无监督的主成分分析（ＰＣＡ）、非负矩阵
分解（ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＦ）等算法；有监督的线
性判别分析（ｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）、独立分量分析
（ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＣＡ）等算法。其中 ＰＣＡ是一
种常用的维数约减方法，但是传统的 ＰＣＡ是基于 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范
数，也就是说它是利用最小二乘法最小化误差的平方，而这种

方法会造成更大的误差，因此基于 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数的 ＰＣＡ对异
常值和特征噪声敏感。近些年来，很多学者为解决此问题做了

大量的研究工作。例如，文献［１０］提出基于Ｌ１范数的ＰＣＡ算
法，并提出利用半正定规划问题来优化算法。文献［１１］提出
基于核函数的Ｌ１ＰＣＡ算法，文献［１２］提出了基于 Ｒ１ＰＣＡ的
算法，文献［１３］提出了基于 Ｌ２，１ＰＣＡ的算法。但是现有的
Ｌ２，１ＰＣＡ算法通常是通过降低矩阵的秩来实现维数约简，秩
的计算是非凸问题且计算复杂。本文针对这一问题，提出用迹

范数代替矩阵的秩，简化计算，从而提高维数约简的效率。对

于算法的求解过程提出了基于拉格朗日乘子的方法，最后将算

法应用于扩展ＹａｌｅＢ人脸数据集进行数据维数约简处理。可
视化的实验结果表明算法有效。

本文介绍基于迹范数的 Ｌ２，１ＰＣＡ的维数约简算法，详细
介绍了基于拉格朗日乘子的算法求解方法以及算法框架，并进

行了可视化的实验。

１　基于迹范数的Ｌ２，１ＰＣＡ的维数约简算法

在传统的ＰＣＡ中，数据的维数约简通常是基于矩阵的秩。
假设给定数据Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝∈Ｒ

ｐ×ｎ：

Ｘ≈Ｚ （１）

其中：Ｚ＝ＦＧ，Ｆ和Ｇ的解为
ｍｉｎ
Ｆ，Ｇ
‖Ｘ－ＦＧ‖２Ｆ，且ｒａｎｋ（Ｆ）＝ｒａｎｋ（Ｇ）＝ｋ （２）

式（２）中的‖·‖Ｆ是指Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，定义为‖Ａ‖Ｆ＝

∑ｐ
ｉ＝１∑

ｎ
ｊ＝１ ａｉｊ( )２

１
２。然而正如引言所讲式（２）是利用标准最

小二乘法的方法来计算，这种方法的缺点就是容易产生较大的

误差。一种改进的方法是基于 Ｌ２，１范数的算法
［１０］，其数学描

述如式（３）所示：
ｍｉｎ
Ｆ，Ｇ
‖Ｘ－ＦＧ‖２，１，且ｒａｎｋ（ＦＧ）＝ｋ （３）

式中‖·‖２，１中的 ２，１是指 Ｌ２，１范数，定义为：‖Ａ‖２，１＝
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∑
ｎ

ｊ＝１
（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａ２ｉｊ）

１
２。但是秩的计算是非凸问题且计算复杂，因此本文

利用迹范数‖Ｚ‖ｔｒ取代ｒａｎｋ（Ｚ）。因此式（３）可以表达为
ｍｉｎ
Ｚ
‖Ｘ－Ｚ‖２，１，且‖Ｚ‖ｔｒ≤ｋ （４）

式（４）可以等价为
ｍｉｎ
Ｚ
λ‖Ｘ－Ｚ‖２，１＋‖Ｚ‖ｔｒ （５）

其中，迹范数‖Ｚ‖ｔｒ定义为‖Ｚ‖ｔｒ＝Ｔｒ（ＺＺ
Ｔ）１／２＝Ｔｒ（ＺＴ

Ｚ）１／２＝ ∑
ｒａｎｋ（Ｚ）

ｋ－１
ξｋ，ξｋ为Ｚ的奇异值，λ是一个正常数。

针对式（５）的求解问题，本文提出利用拉格朗日乘子的方
法求解。

"

　算法求解过程

式（５）中，令Ｍ＝Ｘ－Ｚ，Ｎ＝Ｚ，式（５）的求解问题转换为
ｍｉｎ
Ｚ
λ‖Ｍ‖２，１＋‖Ｎ‖ｔｒ （６）

针对式（６）的求解问题，本文提出利用拉格朗日乘子（ａｕｇ
ｍｅｎｔｅｄｌａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ，ＡＬＭ）［１４］来解决。根据ＡＬＭ构造拉
格朗日函数，式（６）可以等价为

ｍｉｎ
Ｚ，Ｍ，Ｎ

Ｊ＝ｍｉｎ
Ｚ，Ｍ，Ｎ

（λ‖Ｍ‖２，１＋〈Ｂ，Ｘ－Ｚ－Ｍ〉＋
μ
２‖Ｘ－Ｚ－Ｍ‖

２
Ｆ＋

‖Ｎ‖ｔｒ＋〈Ａ，Ｚ－Ｎ〉＋
μ
２‖Ｚ－Ｎ‖

２
Ｆ） （７）

其中：Ａ、Ｂ表示拉格朗日乘子；μ表示惩罚因子；〈Ｉ，Ｊ〉定义为
〈Ｉ，Ｊ〉＝∑

ｉｊ
ＩｉｊＪｉｊ＝ＴｒＩ

ＴＪ。

ＡＬＭ是一种迭代更新算法，在迭代更新过程中需要解决
式（７）中的求解问题和参数迭代问题。

"


!

　算法求解

对于输入Ａ、Ｂ和 μ，算法的关键就是解决式（７）的解问
题。很明显，这个问题可以通过Ｍ、Ｎ和Ｚ闭合形式解来解决。
１）算法固定Ｎ和Ｚ来求解Ｍ，式（７）可以等价为

ｍｉｎ
Ｍ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｍ
λ‖Ｍ‖２，１＋〈Ｂ，Ｘ－Ｚ－Ｍ〉＋

μ
２‖Ｘ－Ｚ－Ｍ‖

２
Ｆ （８）

式（８）可以等价为

ｍｉｎ
Ｍ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｍ
λ‖Ｍ‖２，１＋

μ
２‖Ｍ－（Ｘ－Ｚ＋

Ｂ
μ
）‖２Ｆ （９）

式（９）的闭合形式解的求解过程如下：

令Ｑ＝Ｘ－Ｚ＋Ｂ
μ
，式（９）等价为

ｍｉｎ
Ｍ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｍ
λ‖Ｍ‖２，１＋

μ
２‖Ｍ－Ｑ‖

２
Ｆ （１０）

式（１０）的问题可以分解为ｎ个子问题：

ｍｉｎ
Ｍ
∑
ｎ

ｉ＝１
λ‖ｍｉ‖２，１＋

μ
２‖ｍｉ－ｑｉ‖

２
Ｆ （１１）

根据文献［１５］，式（１１）的解为

ｍｉ＝ｓｉｇｎ（ｑｉ）（｜ｑｉ｜－
λ
μ
）＋，因此，式（９）的闭合形式解为

Ｍｉｊ＝ｓｉｇｎ（Ｑｉｊ）（｜Ｑｉｊ｜－
λ
μ
）＋。

２）算法固定Ｍ和Ｚ来求解Ｎ，式（７）可写成：

ｍｉｎ
Ｎ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｎ
‖Ｎ‖ｔｒ＋〈Ａ，Ｚ－Ｎ〉＋

μ
２‖Ｚ－Ｎ‖

２
Ｆ （１２）

式（１２）可以等价为

ｍｉｎ
Ｎ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｎ
‖Ｎ‖ｔｒ＋

μ
２‖Ｎ－（Ｚ＋

Ａ
μ
）‖２Ｆ （１３）

式（１３）的求解可以通过奇异值分解（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）获得，也就是，ＳＶＤ（Ｚ＋Ａ
μ
）＝ＰΣＱＴ，其中 Ｐ是

左奇异向量，Ｑ是右奇异向量，Σ＝ｄｉａｇ（σ１，…，σｒ）且 σ１≥

σ２≥…≥σｒ，则Ｎ的解为 Ｎｉｊ＝Ｐｉｊ（Σ－
１
μ
）ＱＴｉｊ，其中 Ｓ＋定义为

Ｓ＋＝０５（‖Ｓｉｊ‖＋Ｓｉｊ）。
３）算法固定Ｍ和Ｎ来求解Ｚ，式（７）可以等价为

ｍｉｎ
Ｚ
Ｊ＝ｍｉｎ

Ｚ
（〈Ａ，Ｚ－Ｎ〉＋μ２‖Ｘ－Ｚ－Ｍ‖

２
Ｆ＋

〈Ｂ，Ｘ－Ｚ－Ｍ〉＋μ２‖Ｚ－Ｎ‖
２
Ｆ） （１４）

令
Ｊ
Ｚ
＝０，可以求得Ｚ的解，即为Ｚ＝Ｘ－（Ｍ－Ｎ）２ －Ａ－Ｂ２μ

。

"


"

　参数迭代过程

在拉格朗日乘子迭代过程中，每次迭代得到Ｍ、Ｎ和Ｚ，其
中参数Ａ、Ｂ和μ的迭代方法如式（１５）所示。

ＡＡ＋μ（Ｚ－Ｎ）
ＢＢ＋μ（Ｚ－Ｘ－Ｍ）

μμγ （１５）

其中：γ是一个常量，并且γ＞１。从式（７）中可以看出，公式不
仅使用拉格朗日乘子 Ａ和 Ｂ来强制约束 Ｍ和 Ｎ，而且公式中

增加了两项惩罚项
μ
２‖Ｚ－Ｎ‖

２
Ｆ和

μ
２‖Ｘ－Ｚ－Ｍ‖

２
Ｆ，这就双

倍加强约束了Ｍ和Ｎ。

"


)

　算法框架

本文所提出的算法及其求解过程的框架如下所示：

ｉｎｐｕｔｄａｔａ：Ｘ，ｋ
ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ

Ｚ＝０９Ｘ，Ａ＝０，Ｂ＝０，μ＝ １
‖Ｘ‖Ｌ１

，ρ＝１１

ｒｅｐｅａｔ

Ｍ＝ａｒｇｍｉｎλ‖Ｍ‖２，１＋
μ
２‖Ｍ－（Ｘ－Ｚ＋

Ｂ
μ
）‖２Ｆ

Ｎ＝ａｒｇｍｉｎ‖Ｎ‖ｔｒ＋〈Ａ，Ｚ－Ｎ〉＋
μ
２‖Ｚ－Ｎ‖

２
Ｆ

Ｚ＝（Ｉ＋ＸＴＸ）－１（Ｎ＋ＸＴ（Ｘ－Ｍ＋Ｂ
μ
）－Ａ

μ
）

ＡＡ＋μ（Ｚ－Ｎ）
ＢＢ＋μ（Ｚ－Ｘ－Ｍ）
μ＝ｍｉｎ（μγ，１０１５）
ｕｎｔｉｌｃｏｎｖｅｒｇｅ

从式（１５）可出看出，在迭代过程中，μ的值越来越大，但是
μ不能无限大，因此在算法框架中μ的取值为ｍｉｎ（μγ，１０１５）。

算法中的参数Ａ、Ｂ并不是通常意义下的拉格朗日乘子，
实际上是拉格朗日乘子的一个估计，即当 ｔ→∞，Ａｔ＋μｔ（Ｚｔ－
Ｎｔ）→Ａ，且Ｂｔ＋μｔ（Ｚｔ－Ｘｔ－Ｍｔ）→Ｂ。从算法中可以看出，
在每次迭代后，Ｍ、Ｎ、Ｚ值的变化越来越小，即 Ｍｔ≈Ｍｔ＋１，Ｎｔ≈
Ｎｔ＋１，Ｚｔ≈Ｚｔ＋１，因此Ｍ、Ｎ和Ｚ是可解的，所以算法可以收敛。

)

　可视化实验分析

在计算机视觉、图像处理等应用中，维数约简通常起到降

噪的作用。因此，为了评价所提算法的有效性，本文将所提算

法应用于扩展ＹａｌｅＢ人脸数据集进行降噪处理。
扩展ＹａｌｅＢ人脸数据集包含３８位志愿者不同光照、表情

和姿态变化的２４１４张图片。本文从扩展 ＹａｌｅＢ人脸数据集
中取部分图像，图像大小调整为３５×３５像素。

图１显示了扩展ＹａｌｅＢ人脸数据集中四位志愿者不同光
照六张原始数据图像和利用本文提出的模型进行数据降噪处

理后的对比分析。图１中第一行是每个人的原始图像，第二行
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是利用本文算法进行降噪后的图像。从图１的对比可以看出，
每个人的原始图像光照不同，并且有些图像有很多阴影，这些

阴影可以说是图像的遮挡。从利用本文算法进行降噪后的图

像即降噪后的第二行图像中可以看出，图像普遍都具有了相近

的亮度，而且有些阴影已经从图像中移除，有些全黑的图像也

基本恢复，尤其是图像的中部，由此可以说明本文所提出的基

于迹范数的Ｌ２，１ＰＣＡ维数约简算法是有效的。

*

　结束语

本文针对现有 Ｌ２，１ＰＣＡ算法存在的计算复杂这一问题，
提出用迹范数代替矩阵的秩，对于算法的求解过程提出了基于

增强拉格朗日乘子的方法，并将算法应用于扩展 ＹａｌｅＢ人脸
数据集进行数据维数约简处理。可视化的实验结果表明算法

有效。
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（上接第３８页）
考虑连通可靠度的不断变化，可以增加在实际路网路径选

择中考虑行程时间波动和正点到达目的地的概率的合理性和

准确性，以提供更准确的决策辅助信息，从而实现安全、可靠、

高效的运营。
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