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一种核化图嵌入算法的快速求解模型
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摘　要：针对核化图嵌入算法对于人脸识别等高维小样本问题存在着计算量大且所需存储空间多的缺点，提出
了一种核化图嵌入算法的快速求解模型。该模型的思想是首先对原始样本进行降维处理，对此给出了定理１和
２。两个定理证明了样本先进行降维处理的可行性，同时也表明这一过程是不损失任何有效鉴别信息的。然后
再对新的低维样本按核化图嵌入算法进行计算。人脸库上的实验结果表明，所提模型不但减少了算法的计算时

间，同时也保证了算法的分类识别率。
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　引言

近来基于图嵌入的特征提取算法受到广大学者的关注，较

为典型的有局部保持投影 （ｌｏｃａｌｉｔｙｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，
ＬＰＰ）［１］、无监督鉴别投影（ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，
ＵＤＰ）［２］、邻域保持嵌入（ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｅｍｂｅｄｄｉｎｇ，
ＮＰＥ）［３］、边 界 Ｆｉｓｈｅｒ鉴 别 分 析 （ｍａｒｇｉｎａｌｆｉｓｈｅｒａｎａｌｙｓｉｓ，
ＭＦＡ）［４，５］。

目前基于图嵌入算法的改进主要有三个方面：

ａ）如何有效解决小样本的研究，如文献［６，７］提出的采用
差分目标函数的策略，这种方案虽然解决了小样本问题，但实

际上差分形式的目标函数求得的投影矩阵在识别效果上没有

商形式的理想［８］。

ｂ）对所求取的投影矩阵的约束，如文献［９～１１］给出的正
交及不相关的改进算法，这些改进方案均提高了原算法的识别

性能。但上述两个方面改进算法都属于线性特征提取算法，最

终只能提取出图像的线性特征，非线性算法可以有效提取出图

像的非线性特征，因此能够显著提高算法的性能。

ｃ）对线性的图嵌入算法的非线性拓展，如文献［１２～１５］

提出基于核映射的图嵌入算法。

虽然基于核映射的非线性图嵌入算法能够有效地提取出

样本的非线性特征，从而提高算法的识别性能，但也存在着下

面两个问题：ａ）基于核的图嵌入方法计算核矩阵 Ｋ的计算量
大，Ｋ实际上是由所有的训练样本矢量的内积生成，假设 Ｎ为
训练样本的总数，ｎ为样本的维数，则核矩阵 Ｋ所需的计算量
为Ｏ（ｎＮ２）；ｂ）在识别阶段，由于识别样本要与所有训练样本
进行内积运算，故要保存所有的训练样本，因此也将耗费大量

的存储空间。

本文针对上述两个问题进行了研究，提出一种核化图嵌入

算法的快速求解模型（ｆａｓｔｍｏｄｅｌｆｏｒｋｅｒｎｅｌｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆｇｒａｐｈ
ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ）。本文通过定理１和２证明了高维样本可先进行
降维处理，即将高维样本投影到总体散度矩阵Ｓｔ秩空间，而在
这个低维子空间相对于图嵌入特征提取算法的目标函数并不

损失任何有效的鉴别信息，从而在理论上证明了这种方案的可

行性，然后再将降维后的训练样本按核化图嵌入算法进行处

理。最后本文给出了该模型的具体框架。该模型不但增强了

算法的识别性能，同时节省了计算量与存储开销，增强了算法

的实用性。
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　相关理论介绍

假设Ｘ＝［ｘ１…ｘｉ…ｘＮ］表示全体训练样本集，Ｎ表示样本

数目，ｎ表示样本的维数，图嵌入特征提取算法的思想是使样
本降维后在低维空间里尽可能地保持原来的邻近关系。Ｇ＝
｛Ｘ，Ｗ｝为无向有权图，每个样本点 ｘｉ为图中的一个顶点，Ｗ
为相似度矩阵，Ｗｉｊ表示样本ｉ和ｊ的相似度，可按式（１１）计算：

Ｗｉｊ＝
ｅｘｐ（－

‖ｘｉ－ｘｊ‖２

ｔ ）　‖ｘｉ－ｘｊ‖２≤ε

０　　　　　　　　　{
其他

（１）

其目标函数为

ｍｉｎ
Ａ
Ｊ（Ａ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
‖ＡＴｘｉ－ＡＴｘｊ‖２Ｗｉｊ＝

｜ＡＴＸＬＸＴＡ｜＝ｔｒ（ＡＴＸＬＸＴＡ） （２）

其中：Ｌ＝Ｄ－Ｗ为拉普拉斯矩阵；Ｄ为对角阵，其对角元素Ｄｉｉ＝
∑ｉＷｉｊ。

为了防止求出没有意义的解，加上约束条件 ＡＴＸＤＸＴＡ＝
Ｉ，则式（２）可转换为

ｍａｘ
Ａ
Ｊ（Ａ）＝ｔｒ（Ａ

ＴＸＤＸＴＡ）
ｔｒ（ＡＴＸＬＸＴＡ）

（３）

式（３）提供了一个统一的线性图嵌入框架。可以通过选
择不同的 Ｌ和 Ｄ，得到不同的线性降维算法，如 ＬＰＰ、ＵＤＰ、
ＭＦＡ等。

核化图嵌入特征提取算法的基本思想是：将原始训练样本

通过一个非线性映射Φ变换到某一高维（可能是无限维）特征
空间Ｈ中，则Ｘ在高维特征空间Ｈ中的表示为

Φ（Ｘ）＝［Φ（ｘ１）…Φ（ｘｉ）…Φ（ｘＮ）］ （４）

因此在高维空间中式（３）为

ｍａｘ
Ａ
ＪΦ（Ａ）＝ｔｒ（Ａ

ＴΦ（Ｘ）ＤΦ（Ｘ）ＴＡ）
ｔｒ（ＡＴΦ（Ｘ）ＬΦ（Ｘ）ＴＡ）

（５）

为了解决小样本问题并证明算法的完备性，文献［１５］给
出了式（５）的等价形式

ｍａｘ
Ａ
ＪΦ（Ａ）＝ｔｒ（Ａ

ＴΦ（Ｘ
－
）ＤΦ（Ｘ

－Ｔ）ＴＡ）
ｔｒ（ＡＴΦ（Ｘ

－
）ＬΦ（Ｘ

－
）ＴＡ）

（６）

式中，Φ（Ｘ
－
）＝［Φ（ｘ１）－ｍΦ，…，Φ（ｘＮ）－ｍΦ］，ｍΦ＝

１
Ｎ∑

ｉ＝Ｎ
ｉ＝１

Φ（ｘｉ）为高维空间中测试样本的均值向量。对此文献［１５］给
出应先降维至高维特征空间 Ｈ中 ＳΦｔ非零特征值所对应的特
征向量构成的空间，而在这一空间中相对于式（６）并不损失任
何有效的鉴别信息。

"

　核化图嵌入算法的快速求解模型

由于核化图嵌入算法计算核矩阵 Ｋ所需的计算量较大，
并且在识别阶段，识别样本要与所有训练样本进行内积运算，

故如果要直接保存这些高维的训练样本，将需要大量的存储空

间。根据核矩阵Ｋ所需的计算量为Ｏ（ｎＮ２），显然对于人脸识
别这样高维小样本问题，如果减少 ｎ，则可有效地减少算法的
运算量，并且也可以有效地减少在识别阶段所占用的存储空

间。因此考虑对高维样本先进行降维处理，然后再进行相应的

核嵌入算法运算，那么如何进行有效的降维。受文献［１５］的
启发，本文的思想是先将样本降维到总体散度矩阵非零特征值

所对应的特征向量构成的空间，由于 Ｓｔ的秩为 Ｎ－１，故这种
方法能够使得高维样本的维数降至 Ｎ－１。根据文献［１５］，式
（３）可以等价于式（１７）：

ｍａｘ
Ａ
Ｊ（Ａ）＝ｔｒ（Ａ

ＴＸ
－
ＤＸ
－ＴＡ）

ｔｒ（ＡＴＸ
－
ＬＸ
－ＴＡ）

（７）

式中：Ｘ
－
＝［ｘ

－
１，ｘ
－
２，…，ｘ

－
Ｎ］，ｘ

－
ｉ＝ｘｉ－ｍ（ｉ＝１，…，Ｎ），ｍ＝

１
Ｎ

∑ｉ＝Ｎ
ｉ＝１ｘｉ为训练样本的均值向量。
总体散度矩阵Ｓｔ由式（８）计算：

Ｓｔ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ－ｍ）（ｘｉ－ｍ）Ｔ＝Ｘ

－
Ｘ
－Ｔ （８）

下面给出本方案的可行性证明。

定义１　设β１，β２，…，βＮ表示 Ｓｔ非零特征值所对应的正
交特征向量集，令Ｚ＝｛ｘ｜Ｓｔｘ＝０，ｘ∈Ｒ

ｎ｝，Ｚ⊥代表Ｚ的正交补
空间，则有Ｚ⊥ ＝ｓｐａｎ｛β１，β２，…，βｍ｝（ｍ＝ｒａｎｋ（Ｓｔ）），Ｚ＝ｓｐａｎ
｛βｍ＋１，βｍ＋２，…，βＮ｝。

有如下两个定理。

定理１　β∈Ｚ，则有βＴｘ
－
ｉ＝０，ｉ＝１，…，Ｎ。

证明　由于β∈Ｚ，因此有 βＴＳｔβ＝０，又由于 Ｓｔ＝Ｘ
－
Ｘ
－Ｔ，因

此有βＴＸ
－
Ｘ
－
β＝∑

Ｎ

ｉ＝１
（βＴｘ

－
ｉ），β

Ｔｘ
－
ｉ＝０，ｉ＝１，…，Ｎ。

证毕。

定理２　设满足式（７）的任意判别向量为φｒ，都有φｒ∈
Ｚ⊥，其中ｒ＝１，…，ｌ。

证明　令φｒ＝ｗｒ＋ηｒ，其中ｗｒ∈Ｚ⊥，ηｒ∈Ｚ，则有

φＴｒＸ
－
ＤＸ
－Ｔφｒ＝（ｗｒ＋ηｒ）ＴＸ

－
ＤＸ
－Ｔ（ｗｒ＋ηｒ）＝

ｗＴｒＸ
－
ＤＸ
－Ｔｗｒ＋ｗＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔηｒ＋

ηＴｒＸ
－
ＤＸ
－Ｔｗｒ＋ηＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔηｒ

由定理１和ηｒ∈Ｚ可得

ηＴｒＸ
－
ＤＸ
－Ｔηｒ＝０，ｗＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔηｒ＝０，ηＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔｗｒ＝０

因此有

φＴｒＸ
－
ＤＸ
－Ｔφｒ＝ｗＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔｗｒ

同理亦有

φＴｒＸ
－
ＬＸ
－Ｔφｒ＝ｗＴｒＸ

－
ＬＸ
－Ｔｗｒ

故可得任意一个向量φｒ，都有

Ｊ（φｒ）＝
φＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔφｒ

φＴｒＸ
－
ＬＸ
－Ｔφｒ

＝
ｗＴｒＸ

－
ＤＸ
－Ｔｗｒ

ｗＴｒＸ
－
ＬＸ
－Ｔｗｒ

＝Ｊ（ｗｒ）

因此可知式（７）的任意判别向量φｒ，都有φｒ∈Ｚ⊥。
证毕。

由定理２可知，对于基于图嵌入算法的准则，子空间 Ｚ中
不存在任何有效鉴别信息，有效的鉴别向量只能在 Ｚ⊥中取
得。既然Ｚ中不存在任何有效鉴别信息，那么在进行高维变
换前就可以把这一部分去掉，然后再进行相应的变换，因此本

文的快速求解模型即是考虑在将训练样本进行高维映射前，首

先对样本进行降维处理，将样本通过 ＰＣＡ降至 Ｚ⊥中，也就是
将原始样本降至Ｓｔ的非零特征值所对应的特征向量构成的空
间中，而Ｓｔ的秩为Ｎ－１，故可知降维后的样本维数将由原来
的ｎ变成Ｎ－１。对于小样本问题而言，Ｎ是远远小于ｎ的，因
而经过这样的降维变化后，不但能够有效地减少计算核矩阵Ｋ
的时间，同时也能减少识别阶段所需的存储空间。核化图嵌入

算法的快速求解模型的具体实现过程可用图１来表示。

.

　实验与分析

为了验证提出模型的性能，进行了相关的测试。核化图嵌

入算法选择文献［１５］的算法，对该算法简记为 ＫＥＧＦ，而将该
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方法加载入本文的框架后简记为 ＦＭＦＫＥＧＦ。在 ＯＲＬ人脸库
上进行了实验。ＯＲＬ人脸库有４０个人的４００幅图像，每人１０
幅，每幅图像尺寸为１１２×９２。采用最近邻方法进行分类，核
函数选择高斯核函数ｋ（ｘ，ｙ）＝ｅｘｐ（‖ｘ－ｙ‖２／σ），σ＝５．５ｅ＋
７，分别进行了如下实验。选用前３～９幅图像作为训练样本
数，后７～１０幅作为测试样本，两种算法识别率的比较结果如
图２所示。图３是选取每人的前５幅图像作为训练样本，剩余
图像作为测试样本，对两种算法提取５～３９个特征所得识别率
的比较。

由图２的结果可看出，样本个数少时本文的快速求解模型
得到的结果会差一些；但随着样本增加将会好于 ＫＥＧＦ算法，
而随着样本数目增多，两种算法结果又趋于一致。由图３可以
看出，ＦＭＦＫＥＧＦ在少于１０个特征时，识别效果不及 ＫＥＧＦ；但
是在多于１０个特征时，所得识别率均高于 ＫＥＧＦ，且随着特征
个数的增加，ＦＭＦＫＥＧＦ的识别结果要好于ＫＥＧＦ。

由于本文提出的是一种快速框架模型，因此也对 ＦＭ
ＦＫＥＧＦ及ＫＥＧＦ的计算时间进行了比较，结果如表 １所示。
为了进一步验证本文快速模型的性能，每人随机选择 Ｔ幅图
像作为训练样本，另外（１０－Ｔ）作为测试样本，Ｔ的取值为３～
７，每次实验均独立重复进行１０次。表２为两种方法的１０次
平均识别结果。

表１　ＦＭＦＫＥＧＦ与ＫＥＧＦ不同样本下计算时间的比较 ／ｓ

时间
算法／５样本

ＦＭＦＫＥＧＦ ＫＥＧＦ

算法／７样本

ＦＭＦＫＥＧＦ ＫＥＧＦ

投影矩阵计算时间 ２．０９ ６．３５ ５．４６ １７．１１

识别时间 ５．１７ ７．２３ ２．９１ ３．６８

总时间 ７．２６ １３．６８ ８．６７ ２０．７９

表２　ＦＭＦＫＥＧＦ与ＫＥＧＦ不同样本下平均识别率对比

算法名称
不同样本数目下的识别率

３ ４ ５ ６ ７

ＦＭＦＫＥＧＦ ９１．２９％ ９４．２５％ ９６．３０％ ９７．９４％ ９８．７５％

ＫＥＧＦ ９１．５４％ ９４．２５％ ９６．２５％ ９７．６９％ ９８．５０％

　　由表１的结果可以看出，本文提出的快速模型可以有效地
加快算法的计算速度，５样本时总的时间要比原算法减少将近
一半的计算时间，７样本总的计算时间减少了约３／５。

表２的结果进一步表明了本文所提模型的有效性。多次
平均识别结果表明，这种快速求解模型，不但能够降低算法的

计算时间，而且也能保证算法的识别性能，但不可否认，在少量

样本时（如３样本），识别率会有些降低，但随着样本数增加，

本文的快速模型又会提高算法的识别性能。因此在实际应用

时，如果从减少的计算时间及后期减少的存储空间角度考虑，

这一点损失是值得的。

/

　结束语

本文提出了一种核化图嵌入算法的快速求解模型。该模

型首先对高维的训练样本进行降维处理，降维处理的过程是基

于不丢失鉴别信息的准则。对此本文给出了相应的理论分析

与证明，使得算法在理论上是可行的，然后再将低维样本进行

非线性的特征提取。本文算法可以有效地减少存储开销且能

够保证算法的性能，增强了算法的实用性。如何将这种核算法

的快速模型发展成为一种增量算法将是下一步要研究的。
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