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不确定多时滞系统的鲁棒 Ｈ∞控制
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摘　要：研究了一类不确定离散多时滞系统的鲁棒Ｈ∞控制问题。针对具有多状态时滞和不确定参数的离散系
统，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和线性矩阵不等式方法，设计无记忆鲁棒Ｈ∞状态反馈控制器，给出了状态反馈控
制器的设计方法和闭环时滞系统渐近稳定且满足给定Ｈ∞性能指标的充分条件。最后，通过ＭＡＴＬＡＢ仿真算例
结果验证了该方法的有效性和可行性。
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　　在许多工程实际系统中常常存在着时滞现象，如冶金工
业、机械传送系统、核反应过程、网络控制系统等。然而时滞会

降低系统的性能，甚至使系统失稳。时滞的存在使得系统的分

析与综合变得更加复杂。另一方面，由于系统建模误差和工作

环境的变化等原因，系统往往还存在着不确定性［１～３］。Ｈ∞鲁
棒控制不仅可以保证闭环系统的渐近稳定，而且可以使闭环系

统具有一定的鲁棒Ｈ∞性能，从而受到越来越多学者的关注，并

且取得了丰富的研究成果［４～６］。因此，在实际工程控制系统中，

考虑被控对象存在着状态时滞和参数的不确定性，研究不确定

时滞系统的Ｈ∞鲁棒控制具有较强的实际应用意义
［７～１０］。文献

［７］研究了一类带有状态时滞不确定时滞系统的鲁棒指数镇定
问题，利用ＬＭＩ方法和Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，设计无记忆状态
反馈控制器。文献［８］给出了一类含有多时滞的不确定线性系
统非脆弱鲁棒保代价状态反馈控制器的充分条件。文献［９］研
究了具有全扰动的多时滞不确定线性系统鲁棒镇定及鲁棒Ｈ∞
控制问题，并分析了一类非线性扰动问题。文献［１０］通过设计
状态反馈控制器，给出了离散不确定多时滞系统的鲁棒稳定性

的充分条件，但文中并未考虑外部扰动的影响。

本文在基于文献［１０］的基础上，考虑外部有限能量扰动，
通过构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和利用ＬＭＩ方法，设计无记忆鲁棒Ｈ∞
状态反馈控制器，以ＬＭＩ形式给出了控制器存在的充分条件，
经过等价变换，该 ＬＭＩ是线性的，利用 ＬＭＩ工具箱很容易求

解。最后还给出了最优鲁棒Ｈ∞状态反馈控制器的求解算法。

"

　问题描述

考虑如下离散不确定多时滞线性系统：

ｘ（ｋ＋１）＝珔Ａｘ（ｋ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）＋珔Ｂｕ（ｋ）＋Ｄｗ（ｋ）

ｚ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）＋Ｄ１ｗ（ｋ） （１）

其中：ｘ（ｋ）、ｕ（ｋ）、ｚ（ｋ）、ｗ（ｋ）分别表示系统的状态向量、控制
输入向量、被调输出向量和有限能量的扰动向量；珔Ａ＝Ａ＋ΔＡ，
珔Ｂ＝Ｂ＋ΔＢ，珔Ａｉ＝Ａｉ＋ΔＡｉ，ｈｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）是系统状态时滞；
Ａ、Ａｉ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｄ１是适当维数的常数矩阵；ｋ＝０，１，２…是离散
时间变量；ΔＡ、ΔＡｉ、ΔＢ为参数不确定项，满足以下条件：

［ΔＡ，ΔＡ１，…，ΔＡｍ，ΔＢ］＝ＨＦ（ｋ）［Ｅ，Ｅ１，…，Ｅｍ，Ｅｂ］

其中：Ｈ、Ｅ、Ｅ１，…，Ｅｍ，Ｅｂ为已知适当维数的常数矩阵，Ｆ（ｋ）

为未知时变函数矩阵，其范数有界且满足ＦＴ（ｋ）Ｆ（ｋ）≤Ｉ。
设计无记忆状态反馈控制器为

ｕ（ｋ）＝Ｋｘ（ｋ） （２）

将式（２）代入式（１），得闭环系统为

ｘ（ｋ＋１）＝（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）＋Ｄｗ（ｋ）

ｚ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）＋Ｄ１ｗ（ｋ） （３）

定义１　对于给定常数γ＞０，闭环系统式（３）在状态反馈
控制律式（２）的作用下，使得：ａ）ｗ（ｋ）＝０时，闭环系统式（３）
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是渐近稳定的；ｂ）在零初始条件下，被调输出和外部扰动满足
Ｈ∞范数约束条件：‖ｚ‖２≤γ‖ｗ‖２，则称状态反馈控制律式

（２）是系统式（１）γ－次优Ｈ∞控制律。
引理１［１１］　给定适当维数的矩阵Ｇ、Ｍ、Ｎ，其中Ｇ是对称

的，则Ｇ＋ＭＦＮ＋ＮＴＦＴＭＴ＜０对所有满足ＦＴ（ｔ）Ｆ（ｔ）≤Ｉ的对
称矩阵Ｆ（ｔ）成立，当且仅当存在一个常数 ε＞０，使得 Ｇ＋
εＭＭＴ＋ε－１ＮＴＮ＜０。

#

　主要结论

定理１　对于给定常数 γ＞０，如果存在对称正定矩阵 Ｐ、
Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）使得如下矩阵不等式成立：

－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｊ ０ … ０ ０ （珔Ａ＋珔ＢＫ）Ｔ ＣＴ

 －Ｑ１ … ０ ０ 珔ＡＴ１ ０

     

   －Ｑｍ ０ 珔ＡＴｍ ０

    －γ２Ｉ ＤＴ ＤＴ１

     －Ｐ－１ ０

      －

































Ｉ

＜０

（４）
则闭环系统式（３）是渐近稳定的，且具有Ｈ∞性能指标γ。其中
表示矩阵对称位置元素的转置。

证明　设存在对称正定矩阵Ｐ、Ｑｉ，选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ｋ）＝ｘＴ（ｋ）Ｐｘ（ｋ）＋∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ－ｈｉ）Ｑｊｘ（ｋ－ｈｉ） （５）

由式（５）可以看出Ｖ（ｋ）是正定的。
当ｗ（ｋ）＝０时，沿系统任意前向差分为

ΔＶ（ｋ）＝Ｖ（ｋ＋１）－Ｖ（ｋ）＝

［（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）］ＴＰ［（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋

∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）］＋∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ＋１－ｈｉ）Ｑｉｘ（ｋ＋１－ｈｉ）－

ｘＴ（ｋ）Ｐｘ（ｋ）－∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ－ｈｉ）Ｑｉｘ（ｋ－ｈｉ）＝

ｘＴ（ｋ）［（珔Ａ＋珔ＢＫ）ＴＰ（珔Ａ＋珔ＢＫ）－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｉ］ｘ（ｋ）＋

ｘＴ（ｋ）（珔Ａ＋珔ＢＫ）ＴＰ珔Ａ０（∑
ｍ

ｉ＝１
珔ＡｉｘＴ（ｋ－ｈｉ））＋

（∑
ｍ

ｉ＝１
ＡｉｘＴ（ｋ－ｈｉ））Ｔ珔ＡＴ０Ｐ（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋

∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ－ｈｉ）［珔ＡＴ０Ｐ珔Ａ０－Ｑ０］ｘ（ｋ－ｈｉ）＝

ηＴ（ｋ）Φη（ｋ）
其中：

Φ＝

Π （珔Ａ＋珔ＢＫ）ＴＰ珔Ａ１ … （珔Ａ＋珔ＢＫ）ＴＰ珔Ａｍ

 珔ＡＴ１Ｐ珔Ａ１－Ｑ１ … 珔ＡＴ１Ｐ珔Ａｍ
  

   珔ＡＴｍＰ珔Ａｍ－Ｑ



















ｍ

η（ｋ）＝ ｘＴ（ｋ） ｘＴ（ｋ－ｈ１） … ｘＴ（ｋ－ｈｍ[ ]）Ｔ

Π＝（珔Ａ＋珔ＢＫ）ＴＰ（珔Ａ＋珔ＢＫ）－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｉ

珔Ａ０＝ 珔Ａ１ 珔Ａ２ … 珔Ａ[ ]ｍ ，Ｑ０＝ Ｑ１ Ｑ２ … Ｑ[ ]ｍ
要使ΔＶ（ｋ）＜０，等价于Φ＜０，利用Ｓｃｈｕｒ补引理可得

－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｉ ０ … ０ （珔Ａ＋珔ＢＫ）Ｔ

 －Ｑ１ … ０ 珔ＡＴ１
   

   －Ｑｍ 珔ＡＴｍ

    －Ｐ

























－１

＜０ （６）

由式（４）可知式（６）是成立的，故闭环系统式（３）是渐近稳
定的。当ｗ（ｋ）≠０时，引入函数：

Ｊ＝∑
∞

ｋ＝０
［ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）］＝

∑
∞

ｋ＝０
［ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）＋ΔＶ（ｋ）］＋Ｖ（０）－Ｖ（∞）

由零初始条件可知Ｖ（０）＝０，Ｖ（∞）＞０，可得

Ｊ≤∑
∞

ｋ＝０
［ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）＋ΔＶ（ｋ）］

其中： ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）＋ΔＶ（ｋ）＝

［（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）＋Ｄｗ（ｋ）］ＴＰ［（珔Ａ＋珔ＢＫ）ｘ（ｋ）＋

∑
ｍ

ｉ＝１
珔Ａｉｘ（ｋ－ｈｉ）＋Ｄｗ（ｋ）］＋∑

ｍ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ＋１－ｈｉ）Ｑｉｘ（ｋ＋１－ｈｉ）－

ｘＴ（ｋ）Ｐｘ（ｋ）－∑
ｍ

ｊ＝１
∑
ｍ

ｉ＝１
ｘＴ（ｋ－ｈｉ）Ｑｉｘ（ｋ－ｈｉ）＝ξＴ（ｋ）Ξξ（ｋ）

其中：　Ξ＝

Π ΓＴＰ珔Ａ１ … ΓＴＰ珔Ａｍ ΓＴＰＤ＋ＣＴＤ

 珔ＡＴ１Ｐ珔Ａ１－Ｑ１ … 珔ＡＴ１Ｐ珔Ａｍ 珔ＡＴ１ＰＤ

   

   珔ＡＴｍＰ珔Ａｍ－Ｑｍ 珔ＡＴｍＰＤ

   













Λ

Γ＝（珔Ａ＋珔ＢＫ），Π＝ΓＴＰΓ－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｉ＋ＣＴＣ

Λ＝ＤＴＰＤ＋ＤＴ１Ｄ１－γ２Ｉ

ξ（ｋ）＝［ｘＴ（ｋ） ｘＴ（ｋ－ｈ１） … ｘＴ（ｋ－ｈｍ） ｗＴ（ｋ）］Ｔ

根据式（４）可知Ξ＜０，所以有
ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）＋ΔＶ（ｋ）＜０，ｋ＞０

即 Ｊ≤∑
∞

ｋ＝０
［ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）＋ΔＶ（ｋ）］＜０

进一步可得

∑
∞

ｋ＝０
［ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）－γ２ｗＴ（ｋ）ｗ（ｋ）］＜０

因此，‖ｚ（ｋ）‖２≤γ‖ｗ（ｋ）‖２。定理１证毕。
定理２　对给定γ＞０，如果存在正常数ε＞０，对称正定矩

阵Ｘ、Ｔ、Ｔｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）和矩阵Ｙ，使得以下不等式成立：

Θ１ ０ … ０ ０ Θ２ （ＣＸ）Ｔ Θ３

 －Ｔ１ … ０ ０ ＸＡＴ１ ０ ＸＥＴ１
      

   －Ｔｍ ０ ＸＡＴｍ ０ ＸＥＴｍ

    －γ２Ｉ ＸＤＴ ＸＤＴ１ ０

     Θ４ ０ ０

      －Ｉ ０

       －ε





































Ｉ

＜０（７）

则称状态反馈控制律ｕ（ｋ）＝ＹＸ－１ｘ（ｋ）是系统的 γ－次优 Ｈ∞
控制律。

式中：Θ１ ＝－Ｘ＋Ｔ，Θ２ ＝（ＡＸ＋ＢＹ）
Ｔ，Θ３ ＝（ＥＸ＋

ＥｂＹ）
Ｔ，Θ４＝－Ｘ＋εＨＨ

Ｔ。

证明　将珔Ａ、珔Ａｉ、珔Ｂ代入式（４），令

Ω＝

－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｊ ０ … ０ ０ （Ａ＋ＢＫ）Ｔ ＣＴ

 －Ｑ１ … ０ ０ ＡＴ１ ０

     

   －Ｑｍ ０ ＡＴｍ ０

    －γ２Ｉ ＤＴ ＤＴ１

     －Ｐ－１ ０

      －



































Ｉ
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式（４）等价于 Ω＋珚ＨＦ珔Ｅ＋（珚ＨＦ珔Ｅ）Ｔ＜０ （８）

其中：珚Ｈ＝［０　０　０　０　…　ＨＴ　０］Ｔ，珔Ｅ＝［Ｅ＋ＥｂＫ　Ｅ１　…
　Ｅｍ　０　０　０］。

根据引理１，如果对于所有允许的不确定矩阵 Ｆ，有式（８）
成立，那么当且仅当存在正常数ε，使得

Ω＋ε珚Ｈ珚ＨＴ＋ε－１珔ＥＴ珔Ｅ＜０ （９）

利用Ｓｃｈｕｒ补引理，式（９）等价于：

Π１ ０ … ０ ０ Π２ ＣＴ Π３

 －Ｑ１ … ０ ０ ＡＴ１ ０ ＥＴ１

      

   －Ｑｍ ０ ＡＴｍ ０ ＥＴｍ

    －γ２Ｉ ＤＴ ＤＴ１ ０

     Π４ ０ ０

      －Ｉ ０

       －ε







































Ｉ

＜０ （１０）

其中：Π１＝－Ｐ＋∑
ｍ

ｊ＝１
Ｑｊ，Π２＝（Ａ＋ＢＫ）

Ｔ，Π３＝（Ｅ＋ＥｂＫ）
Ｔ，

Π４＝－Ｐ
－１＋εＨＨＴ。

对上式左右分别同乘 ｄｉａｇ｛Ｐ－１，Ｐ－１，…，Ｐ－１，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，令

Ｘ＝Ｐ－１，Ｔｉ＝Ｐ
－１ＱｊＰ

－１，Ｔ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｔｉ，即可得到不等式（７）。

定理２证毕。
推论１　对于系统式（１）中所有允许的不确定性，由定理

２可知，若以下的优化问题：
ｍｉｎ
γ
（Ｘ，Ｙ，ε，γ）

ｓ．ｔ．　ＬＭＩ（７） （１１）

有一个最小值 γｍｉｎ和一组可行解（Ｘ，Ｙ），则 ｕ（ｋ）＝

ＹＸ－１ｘ（ｋ）是系统式（１）的鲁棒最优Ｈ∞控制器，相应的最小
衰减干扰指标是γｍｉｎ。

证明类似于定理２的证明，这里不再重复。
通过ＬＭＩ工具箱中的 ｍｉｎｃｘ来求解使得性能指标 γ最小

化的鲁棒最优Ｈ∞控制器。

$

　仿真算例

考虑离散不确定多时滞线性系统式（１），其参数如下：

Ａ＝
－２ －１






０ １
，Ａ１＝

０．１ ０

０ ０．







２
，Ａ２＝

０ ０．２

０．







３ ０

ΔＡ＝
０．２ｓｉｎ（ｋ） ０．３ｓｉｎ（ｋ）

０．１ｃｏｓ（ｋ） ０．４ｃｏｓ（ｋ







）
，ΔＡ１＝

０．１ｓｉｎ（ｋ） ０

０ ０．１ｃｏｓ（ｋ







）

ΔＡ２＝
０ ０．３ｓｉｎ（ｋ）

０．３ｃｏｓ（ｋ）







０
，ΔＢ＝

０．１ｓｉｎ（ｋ）





０

Ｂ＝
１

０．







５
，Ｃ＝ ０．[ ]１ ０，Ｄ＝

０．１ ０．１

０．１ ０．







１

Ｈ＝
１ ０






０ １
，ｍ＝２，ｈ１＝ｈ２＝０．５ｓ

根据定理２，对于给定γ＝１．５，利用ＬＭＩ工具箱中的ｆｅａｓｐ
函数求解［１２］，可以得到一组可行解：

Ｘ＝
１．３４８１ －０．５７２２

－０．５７２２ ０．







８８９１
，Ｙ＝［１．７７６９ －０．７５８９］

则状态反馈控制律ｕ（ｋ）＝ＹＸ－１ｘ（ｋ）＝［１．３１５０ －０．００７２］ｘ（ｋ）。
设系统初始状态为［１ －２］Ｔ，外部扰动 ｗ（ｋ）＝０．１／（ｋ＋１）。

系统的状态响应曲线如图１所示。

从图１可以看出，闭环系统是渐进稳定的。在工程实际系
统中，考虑外部扰动是必不可少的。本文在考虑外部扰动的基

础上，设计状态反馈控制器，最后得到的系统是鲁棒稳定的，相

对文献［１０］更具有工程实际意义。

%

　结束语

本文基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和 ＬＭＩ方法，研究了一类
不确定多时滞系统在无记忆状态反馈作用下的鲁棒 Ｈ∞控制
问题，同时考虑了系统对外部扰动抑制能力的性能指标，给出

了系统渐近稳定的充分条件。仿真结果表明，离散闭环系统是

渐近稳定的。该方法计算简便，可方便求得鲁棒 Ｈ∞状态反馈
控制器，且控制器具有很好的鲁棒性。本文系统中的时滞为常

时滞，具有一定局限性。本文下一步主要工作是考虑系统时滞

为时变时滞，系统的稳定性研究。
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