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基于极大熵牛顿法求解绝对值方程
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摘　要：针对绝对值方程Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ的求解问题，在假设矩阵Ａ的奇异值大于１时，给出了求解绝对值方程的
一个新方法。通过引入一种极大熵函数将绝对值方程进行光滑化处理，进而把绝对值方程转换为光滑非线性方

程组，然后利用极大熵牛顿法对其进行求解。数值实验结果表明了该方法的正确性和有效性。
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　引言

考虑以下形式的绝对值方程：

Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ （１）

其中：Ａ∈Ｒｎ×ｎ为对称矩阵；ｂ∈Ｒｎ；绝对值｜ｘ｜依分量形式
选取。

绝对值方程问题首先由 Ｒｏｈｎ［１］提出，之后许多学者对其
理论及算法进行了深入的研究。文献［２］对式（１）进行了非常
详尽的理论分析，指出式（１）等价于双线性规划、广义线性互
补问题，并且证明了当１不是矩阵Ａ的特征值时，该方程可以
转换为线性互补问题，同时文中给出了该方程有解、无解、唯一

解、非负解及２ｎ个解的充分条件。文献［３］给出了求解该形式
绝对值方程的广义牛顿法，并且证明了该方法在适当的条件下

具有线性收敛速度。

在近期的研究成果中，文献［４］用一个光滑函数代替绝对
值函数后给出了求解该绝对值方程的一个光滑牛顿法，并证明

了该算法具有二次收敛性，该方法是目前求解式（１）较好的成
果之一；文献［５，６］利用区间算法对式（１）进行求解，并且分析
了算法的收敛速度；文献［７～９］基于极大熵函数光滑处理技
术，给出了求解式（１）的极大熵自适应微粒群混合算法、和声
搜索算法及牛顿法；文献［１０］结合优化技术给出了一种迭代
算法；文献［１１］提出改进的 ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法对其求解，并证
明了该算法计算速度明显快于文献［１０］中迭代算法。

本文约定以下符号：Ｉ表示单位矩阵；‖ｘ‖表示 ｘ的２范

数；ＡＴ表示矩阵Ａ的转置；ｘＴｙ为向量ｘ和ｙ的内积；ｅ为元素
均为１的ｎ×１的列向量；Ｎ（ｘ，ｒ）表示ｘ的ｒ邻域。

"

　问题转换

定义函数：

Ｈ（ｘ）：＝Ａｘ－｜ｘ｜－ｂ　Ｈ：Ｒｎ→Ｒｎ （２）

很明显，假设ｘ是式（１）的解，当且仅当Ｈ（ｘ）＝０。
引理１［２］　若矩阵Ａ的奇异值大于１，则对任意的ｂ∈Ｒｎ，

方程Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ存在唯一解。
注：该引理给出了式（１）存在唯一解的条件。在本文中总

是假设矩阵Ａ的奇异值是大于１的。
接下来给出极大熵函数的定义及其性质。

定义１　设ｆ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｆｉ（ｘ）｝（ｉ＝１，２，…，ｍ）。其中 ｆ：

Ｒｎ→Ｒｎ，定义函数

Ｆｐ（ｘ）＝ｐｌｎ（∑
ｍ

ｉ＝１
ｅｘｐ（１ｐｆｉ（ｘ））） （３）

其中：ｐ称为极大熵因子，称Ｆｐ（ｘ）为ｆ（ｘ）的极大熵函数。

引理２［１２］　对于任意的ｘ∈Ｒｎ，极大熵函数有以下性质：
ａ）Ｆｐ（ｘ）随参数ｐ的减少而单调减少，且当 ｐ→０时，函数

Ｆｐ（ｘ）以ｆ（ｘ）为极限，即
Ｆｓ（ｘ）≤Ｆｒ（ｘ），ｓ≤ｒ，ｌｉｍｐ→０

Ｆｐ（ｘ）＝ｆ（ｘ） （４）

ｂ）Ｆｐ（ｘ）与ｆ（ｘ）间有以下不等式关系：
０≤Ｆｐ（ｘ）－ｆ（ｘ）≤ｐｌｎ（ｍ） （５）

其中：ｍ代表分量函数的个数。
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在式（２）中，令φ（ｘｉ）＝｜ｘｉ｜＝ｍａｘ｛ｘｉ，－ｘｉ｝（ｉ＝１，２，…，
ｎ），用极大熵函数对 φ（ｘｉ）进行光滑化处理，可得 φ（ｘｉ）的一
致光滑近似函数如下：

φｐ（ｘｉ）＝ｐｌｎ｛ｅｘｐ（
ｘｉ
ｐ）＋ｅｘｐ（－

ｘｉ
ｐ）｝　ｉ＝１，２，…，ｎ （６）

由引理２［１２］易知：

定理１　对于任意的ｘ∈Ｒｎ，令φｐ（ｘｉ）＝ｐｌｎ｛ｅｘｐ（
ｘｉ
ｐ）＋

ｅｘｐ（－
ｘｉ
ｐ）｝，φ（ｘｉ）＝｜ｘｉ｜，则

ａ）φｐ（ｘｉ）随参数ｐ的减少而单调减少，当ｐ→０时，φｐ（ｘｉ）
以φ（ｘｉ）为极限；

ｂ）存在不等式关系：
０≤φｐ（ｘｉ）－φ（ｘｉ）≤ｐｌｎ２ （７）

对任意的 ｐ＞０，令 φｐ（ｘ）＝（φｐ（ｘ１），φｐ（ｘ２），…，φｐ
（ｘｎ））

Ｔ，则式（２）可以转换为
Ｈｐ（ｘ）：＝Ａｘ－φｐ（ｘ）－ｂ （８）

令Ｅｉ＝
ｅｘｐ（

ｘｉ
ｐ）－ｅｘｐ（－

ｘｉ
ｐ）

ｅｘｐ（
ｘｉ
ｐ）＋ｅｘｐ（－

ｘｉ
ｐ）
（ｉ＝１，２，…，ｎ），则 Ｈｐ的雅

可比矩阵为

Ｈ′ｐ（ｘ）：＝Ａ－ｄｉａｇ（Ｅｉ） （９）

引理３［９］　假设若矩阵Ａ的奇异值大于１，则Ｈ′ｐ（ｘ）对于
任意ｐ＞０是非奇异的。

定义２［１３］　光滑逼近函数。给定函数 Ｈ：Ｒｎ→Ｒｎ，称光滑
函数Ｈｐ（·）：Ｒ

ｎ→Ｒｎ（ｐ＞０）为 Ｈ的光滑逼近函数，如果对任

意的ｘ∈Ｒｎ，存在κ＞０，使得
‖Ｈｐ（ｘ）－Ｈ（ｘ）‖≤κｐ，ｐ＞０ （１０）

如果κ不依赖于ｘ，则称Ｈｐ（·）为Ｈ的一致光滑逼近函数。
定理２　式（８）为式（２）的一致光滑逼近函数，即Ｈｐ（ｘ）为

Ｈ（ｘ）的一致光滑逼近函数。
证明　对于任意ｐ＞０，由定理１可知，

‖ＨＰ（ｘ）－Ｈ（ｘ）‖＝‖φｐ（ｘ）－φ（ｘ）‖＝

∑ｎｉ＝１｜φｐ（ｘｉ）－φ（ｘｉ）槡 ｜≤槡ｎｌｎ２·ｐ

再由定义２［１３］可知Ｈｐ（ｘ）为 Ｈ（ｘ）的一致光滑逼近函数，
证毕。

所以可以通过求解光滑非线性方程组（式（８））的解来近
似求解方程组（式（２））的解，即求得绝对值式（１）的近似解。

#

　算法及收敛性分析

算法步骤如下：

ａ）给定一个初始向量ｘ０∈Ｒｎ，允许误差ε＝１０－９及参数ｐ＞
０，构造光滑非线性方程组Ｈｐ（ｘ）＝Ａｘ－φｐ（ｘ）－ｂ，置ｋ＝０。

ｂ）计算 ｘｋ＋１，通过
ｘｋ＋１＝ｘｋ＋Δｘｋ

Ｈ′ｐ（ｘ
ｋ）Δｘｋ＋Ｈｐ（ｘ

ｋ）{ ＝０
，ｋ＝０，１，

２，…。
ｃ）若‖ｘｋ＋１－ｘｋ‖≤ε，则停止，得到解 ｘ ＝ｘｋ；否则转入

步骤ｂ）。
接下来分析算法的收敛性及收敛速度。

引理４［１４］　若Ｆ：ＤＲｎ→Ｒｎ在ｘ处Ｆ可导，ｘ是非线性
方程组Ｆ（ｘ）＝０的解，Ｓ０Ｄ是 ｘ的邻域，又设 Ｍ：Ｓ０Ｄ→

Ｌ（Ｒｎ）在ｘ处连续，Ｍ（ｘ）非奇异，则存在闭球 Ｓ＝Ｓ（ｘ，
δ）Ｓ０，使映象Ｇ（ｘ）＝ｘ－［Ｍ（ｘ）］

－１Ｆ（ｘ）在ｘ∈Ｓ上有定义，

且在ｘ处有Ｆ导数：
Ｇ′（ｘ）＝Ｉ－［Ｍ（ｘ）］－１Ｆ′（ｘ） （１１）

若还有ρ（Ｉ－［Ｍ（ｘ）］－１Ｆ′（ｘ））＜１，则 ｘ是迭代序列
ｘｋ＋１＝ｘｋ－［Ｍ（ｘｋ）］－１Ｆ（ｘｋ）的吸引点。

引理５［１４］　假定映象 Ｆ：ＤＲｎ→Ｒｎ及 Ｄ０Ｄ，若存在常
数ｃ≥０及 ｐ∈［０，１］，对所有的 ｘ，ｙ∈Ｄ０有‖Ｆ′（ｘ）－

Ｆ′（ｙ）‖≤ｃ‖ｘ－ｙ‖ｐ成立，则有以下不等式成立 ：

‖Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｘ）－Ｆ′（ｘ）（ｙ－ｘ）‖≤ ｃ
ｐ＋１‖ｙ－ｘ‖

１＋ｐ （１２）

引理的证明在文献［１４］中有详细描述，此处从略。
定理３　若矩阵Ａ的奇异值大于１且ｘ是非线性光滑方

程组式（８）的解，则存在闭球 Ｓ＝Ｓ（ｘ，δ）（δ＞０），使映象
Ｇ（ｘ）＝ｘ－［Ｈ′ｐ（ｘ）］

－１Ｈｐ（ｘ）对所有ｘ∈Ｓ有定义，且以上算法

生成的迭代序列｛ｘｋ｝超线性收敛到ｘ，如果还假定
‖Ｈ′ｐ（ｘ）－Ｈ′ｐ（ｘ）‖≤α‖ｘ－ｘ‖　ｘ∈Ｓ （１３）

其中：α＞０为常数，则迭代序列｛ｘｋ｝至少二阶收敛。
证明　因为 Ｈｐ（ｘ）连续可微且 Ｈ′ｐ（ｘ）非奇异，在引理

４［１４］中取 Ｍ（ｘ）＝Ｈ′ｐ（ｘ），则映象 Ｇ（ｘ）＝ｘ－［Ｈ′ｐ（ｘ）］
－１

Ｈｐ（ｘ）在球 Ｓ＝Ｓ（ｘ，δ）上有定义且 Ｇ′（ｘ）＝Ｉ－［Ｈ′ｐ
（ｘ）］－１Ｈ′ｐ（ｘ）＝０，于是ρ（Ｇ′（ｘ））＝０＜１，由引理４

［１４］得

｛ｘｋ｝收敛到ｘ，且当 ｘｋ≠ｘ时，有ｌｉｍ
ｋ→∞

‖ｘｋ＋１－ｘ‖
‖ｘｋ－ｘ‖

＝０，所以

迭代序列｛ｘｋ｝是超线性收敛。
假定式（１３）成立，则由引理 ５［１４］可知：‖Ｈｐ（ｘ）－

Ｈｐ（ｘ）－Ｈ′ｐ（ｘ）（ｘ－ｘ）‖）≤
１
２α‖ｘ－ｘ

 ‖２于是：

‖Ｇ（ｘ）－ｘ‖ ＝‖ｘ－［Ｈ′ｐ（ｘ）］
－１Ｈｐ（ｘ）－ｘ‖≤‖［Ｈ′ｐ

（ｘ）］－１‖（‖Ｈ′ｐ（ｘ）－Ｈ′ｐ（ｘ）‖‖ｘ－ｘ‖ ＋‖Ｈｐ（ｘ）－

Ｈｐ（ｘ）－Ｈ′ｐ（ｘ）（ｘ－ｘ）‖）≤２‖［Ｈ′ｐ（ｘ）］
－１‖（３２α

‖ｘ－ｘ‖２）＝η‖ｘ－ｘ‖２

若取ｘ＝ｘｋ，Ｇ（ｘ）＝ｘｋ＋１，则有‖ｘｋ＋１－ｘ‖≤η‖ｘｋ－
ｘ‖２，即证得迭代序列｛ｘｋ｝的收敛阶至少为２，证毕。

$

　数值实验

运用ＭＡＴＬＡＢ７．０进行编程计算，参数的设定和符号说明
如下：计算精度ε＝１．０ｅ－９；ｋ表示迭代次数；ｎ表示问题的维
数；Ｔ表示算法运行的ＣＰＵ时间（计算单位为秒）；ｘ表示广义
绝对值方程的近似解；ｘ０表示迭代初始点；ＭＥＮＭ表示极大熵
牛顿法；ＭＧＳＭ表示文献［１１］中改进 ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法；ＩＭ表
示文献［１０］中迭代算法。

算例１　矩阵Ａ记为：Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，矩阵 Ａ按以下要求构
造：ａｉｉ＝４ｎ，ａｉ，ｉ＋１＝ａｉ＋１，ｉ，ａｉｊ＝０．５（ｉ＝１，２，…，ｎ）；令ｂ＝（Ａ－

Ｉ）ｅ，则ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ为绝对值方程Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ的准确解。
ａ）选取不同初始点及 ｐ，利用本文算法进行计算，其结果

如表１～４所示。
ｂ）选取文献［１０，１１］中初始点 ｘ０＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ，ｘｉ＝
０．００１ｉ，令ｐ＝０．１（或ｐ＝０．０１），利用本文算法进行计算，其结
果如表５所示。
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表１　计算结果 （ｎ＝３，ｐ＝０．１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０）Ｔ ０．０７８０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（３，３，３）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２）Ｔ ０．１１００００ ４ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表２　计算结果 （ｎ＝３，ｐ＝０．０１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０）Ｔ ０．０７８０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．０６２０００ ２ （１，１，１）Ｔ

（３，３，３）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２）Ｔ ０．０９３０００ ３ （１，１，１）Ｔ

表３　计算结果（ｎ＝５，ｐ＝０．１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０，０，０）Ｔ ０．１２５０００３（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９，０．９，０．９）Ｔ０．０９４０００２（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（３，３，３，３，３）Ｔ ０．０７８０００２（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２，２，－２）Ｔ ０．１４１０００４（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表４　计算结果（ｎ＝５，ｐ＝０．０１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０，０，０）Ｔ ０．１２５０００３ （１，１，１，１，１）Ｔ

（０．９，０．９，０．９，０．９，０．９）Ｔ０．０７９０００２ （１，１，１，１，１）Ｔ

（３，３，３，３，３）Ｔ ０．０７８０００２（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２，２，－２）Ｔ ０．１０９０００３（１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表５　计算结果

ｎ
Ｔ／ｓ ｋ ｋ ｋ
ＭＥＮＭ ＭＥＮＭ ＭＧＳＭ ＩＭ

１０ ０．１５２５０８ ３ ４ ７
５０ ３．１１２６０１ ３ ４ ９
１００ １９．２７９６５５ ３ ４ ８

　　算例２　矩阵 Ａ的对角线为 ５００，非对角线元素从区间
［１，２］中随机选取，且矩阵 Ａ为对称矩阵，令 ｂ＝（Ａ－Ｉ）ｅ，则
ｘ＝（１，１，…，１）Ｔ为绝对值方程Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ的准确解。

ａ）选取不同初始点及 ｐ，利用本文算法进行计算，其结果
如表６～９所示。

ｂ）选取文献［９，１０，１１］中初始点ｘ０＝（０，０，…，０）Ｔ，令ｐ＝
０．１（或ｐ＝０．０１），利用本文算法进行计算，其结果如表 １０
所示。

表６　计算结果 （ｎ＝３，ｐ＝０．１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０）Ｔ ０．０９３０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（３，３，３）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２）Ｔ ０．０９４０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表７　计算结果 （ｎ＝３，ｐ＝０．０１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０）Ｔ ０．１７２０００ ３ （１，１，１）Ｔ

（０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．０６３０００ ２ （１，１，１）Ｔ

（３，３，３）Ｔ ０．０７８０００ ２ （１，１，１）Ｔ

（－２，２，－２）Ｔ ０．０９４０００ ３ （１，１，１）Ｔ

表８　计算结果（ｎ＝５，ｐ＝０．１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０，０，０）Ｔ ０．１４００００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．０９４０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（３，３，３，３，３）Ｔ ０．０９４０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２，２，－２）Ｔ ０．１２５０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表９　计算结果 （ｎ＝５，ｐ＝０．０１）

ｘ０ Ｔ／ｓ ｋ ｘ

（０，０，０，０，０）Ｔ ０．１２５０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（０．９，０．９，０．９，０．９，０．９）Ｔ ０．１０９０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（３，３，３，３，３）Ｔ ０．０９４０００ ２ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

（－２，２，－２，２，－２）Ｔ ０．１４１０００ ３ （１．００００，１．００００，１．００００，１．００００，１．００００）Ｔ

表１０　计算结果

ｎ
Ｔ／ｓ ｋ ｋ ｋ ｋ
ＭＥＮＭ ＭＥＮＭ ＭＧＳＭ ＩＭ ＳＮＭ

１０ ０．１４２２６５ ３ ３ ４ ２
５０ ４．２８７５７９ ３ ３ ４ ３
１００ ４６．６０００８２ ３ ４ ５ ３

　　通过表１～１０可以看出，本文算法对于求解式（１）是十分
快速且有效的；表５、１０数据结果表明，本文算法明显优于文献
［１０］中的迭代法及文献［１１］中的改进ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法；由表
１０还可以看出，本文算法与文献［９］中的光滑牛顿法具有几乎
一样快的计算速度。

%

　结束语

本文构造了极大熵牛顿法求解绝对值方程 Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ。
首先通过等价转换将绝对值方程转换为非线性光滑方程组，然

后用牛顿法对其求解，并且证明了在适当条件下该算法具有较

快的收敛速度。大量的数值实验也表明了该算法不仅计算速

度快而且十分准确。是否还有其他更好、收敛速度更快的算法

来解决绝对值方程Ａｘ－｜ｘ｜＝ｂ及其他相关形式的绝对值方
程，将是笔者后续工作的重点。
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