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基于小波树模型的 ＣｏＳａＭＰ压缩感知算法
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摘　要：无线传感网络存在网络带宽限制和传感器节点的能耗问题，实际应用中通常希望可以通过重构算法从
采集的少量数据中还原出原始信息，压缩感知理论为上述问题提供了一个解决思路。利用压缩感知理论，对无

线传感器网络中温度传感器的监测信号进行了压缩感知的应用研究。针对传统压缩采样匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）算
法中测量次数多、重构精度低等问题，利用信号的小波系数所形成的连通树的结构特性，提出了基于小波树模型

的压缩采样匹配追踪算法。将该算法应用到无线传感器网络监测信号的压缩感知仿真实验中，与传统压缩采样

匹配追踪算法的重构性能进行比较，结果表明该算法较传统压缩采样匹配追踪算法在一定范围内对无线传感器

网络中的温度信号具有更好的压缩感知性能。
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　引言

在以奈奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）采样定理为基础的信号处理理论
下，若要从采样得到的离散信号中无失真地恢复出原始信号，

要求采样速率至少是信号带宽的两倍。该理论下信息的采集

处理及存储传输等已成为目前信息领域进一步发展的瓶颈。

首先，在数据的采集和处理方面，许多实际应用中信号的

Ｎｙｑｕｉｓｔ采样硬件成本高，采集效率低，甚至在某些情况下难以
实现；其次，存储或传输按照Ｎｙｑｕｉｓｔ采样方式获取的数据时造
成了很大的资源浪费。

Ｃａｎｄｅｓ［１］、Ｄｏｎｏｈｏ［２］提出的压缩感知（ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ，
ＣＳ）理论为上述问题提供了一个新的解决方法。根据 ＣＳ理
论，对稀疏信号或可压缩信号可以通过远低于 Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定
理的方式进行采样，再通过一定的重构算法恢复原始信号。

　　ＣＳ理论的核心是将采样和压缩同时进行，从尽量少的数
据中重建尽量多的原始信息。ＣＳ理论在目前一些工程领域如

低成本数码相机、音频采集设备、节电型图像采集设备、分布式

传感器网络、超宽带信号处理等都具有重要的实践意义［３～５］。

本文针对无线传感器网络（ｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ，ＷＳＮ）

采集数据量大、网络带宽及节点能量有限等问题，从小波域的

角度出发，对ＷＳＮ的监测数据进行了压缩感知研究。首先，在

小波域对ＷＳＮ的监测数据进行稀疏性验证，说明ＷＳＮ的监测

数据具备应用ＣＳ理论的性质。根据 ＷＳＮ监测数据经小波分

解后的小波系数特点，建立了监测数据的小波树模型；针对传

统压缩采样匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）算法中测量次数多、重构精度

低的问题，对其进行改进，提出了基于小波树模型的 ＣｏＳａＭＰ

算法。最后用该算法对ＷＳＮ的监测数据进行了压缩感知性能

的仿真研究，仿真结果证明了该算法的有效性。
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　压缩感知

ＣＳ理论指出：当信号在某个正交变换基上是稀疏或可压
缩的，那么就可以用一个与变换基不相关的观测矩阵将信号线

性投影为低维观测量。所得的低维观测量保持了重建原始信

号所需的重要信息，通过进一步求解稀疏最优化问题就能从线

性观测量中精确或高概率地重建原始信号［１，２］。

ＣＳ理论框架如图１所示［１］。ａ）对信号ｘ∈ＲＮ，是否存在某
个正交基Ψ而信号在Ψ上的表示是稀疏的，即信号的稀疏表示
问题；ｂ）设计一个与正交变换基Ψ不相关的Ｍ×Ｎ维的观测矩
阵Φ，保证原始信号从Ｎ维降维到Ｍ维时重要信息不丢失，即
信号的线性投影问题；ｃ）设计重构算法，保证从Ｍ维线性观测
向量ｙ＝ΦΨｘ中能够重建原始信号，即信号的重构问题。
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　信号的稀疏表示

在ＣＳ理论中，信号只有在满足稀疏的情况下才能从Ｍ维
的线性观测量中重建原始信号。其中 Ｍ是线性观测量的维
数，Ｎ是原始信号的长度。

考虑长度为Ｎ的信号ｘ，将其看做ＲＮ中Ｎ×１的列向量，
ＲＮ中的任意信号均可以用一组 Ｎ×１的矢量基｛Ψｉ｝

Ｎ
ｉ＝１表示，

那么信号ｘ可以表示为［２］

ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
αｉψｉ　ｓ．ｔ．　ｘ＝Ψα （１）

其中：Ψ＝［ψ１｜ψ２｜…｜ψＮ］是可将信号 ｘ稀疏化的正交稀疏

基；αｉ＝〈ｘ，ψｉ〉＝ψ
Ｔ
ｉｘ是加权系数α的列向量。如果 ｘ是 Ｋ

个矢量基的线性组合（即α中有 Ｋ个非零系数，而其余 Ｎ－Ｋ
个系数是零），则称信号ｘ是Ｋ阶稀疏信号。而如果信号 ｘ在
某些变换域（如小波域）是稀疏的，那么称信号 ｘ是可压缩
信号［３］。

衡量信号稀疏度的常用指标［６］有：ａ）０范数，即信号中非
零元素的个数；ｂ）稀疏因子，即信号中非零元素的个数与元素
总数的比值；ｃ）非线性逼近误差，即用正交基Ψ表示信号时的
稀疏程度或分解系数的能量集中程度。常用的正交变换基［６］

有离散小波变换基、离散余弦变换基、快速傅里叶变换基、Ｃｕｒ
ｖｅｌｅｔｓ基、Ｇａｂｏｒ基及冗余字典等，如采用离散小波变换基在稀
疏表示的基础上对一维信号和二维图像进行去噪［６］、语音信

号的压缩感知编码［７］以及根据小波域的稀疏性对信号的压缩

感知研究［８］等。
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　观测矩阵的设计

观测矩阵的设计是 ＣＳ理论的一个重要问题，是 ＣＳ理论
能否成功实现的重要条件。首先，观测矩阵的设计要以约束等

距条件（ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）为基本准则，既要减少
压缩测量次数，又要确保信号的重建精度；其次，观测矩阵的设

计包括矩阵元素的设计和矩阵维数的设计，压缩测量次数 Ｍ、
信号稀疏度Ｋ和信号长度Ｎ满足一定的关系［４］。

考虑已知观测矩阵Φ∈ＲＭ×Ｎ（Ｍ＜＜Ｎ）的信号 ｘ的重构
问题，信号 ｘ在该矩阵下的线性投影为 ｙ∈ＲＮ，矩阵表示形
式为［１］

ｙ＝Φｘ （２）

因为ｙ的维数Ｍ远小于ｘ的维数Ｎ，因此式（２）有无穷多
个解，很难从中重构出原始信号ｘ。如果原始信号ｘ是Ｋ阶稀
疏的，且ｙ与Φ满足一定条件，那么信号 ｘ就可以通过求解最
优范数问题从观测量ｙ中重构［２］：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖０　ｓ．ｔ．　Φｘ＝ｙ （３）

Ｃａｎｄèｓ等人指出，如果要精确重构 Ｋ阶稀疏信号 ｘ，测量
次数Ｍ需满足 Ｍ＝Ｏ（Ｋｌｏｇ（Ｎ）），并且观测矩阵Φ必须满足
ＲＩＰ［１］。

高斯随机矩阵的优点是它几乎与任意稀疏信号都不相关，

因此当观测矩阵Φ是高斯随机矩阵时，观测矩阵Φ能以较大
概率满足ＲＩＰ［３］，故可以通过选择Ｍ×Ｎ的高斯测量矩阵得到
所需的观测矩阵Φ。
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　重构算法的设计

基于ＣＳ理论的信号重建问题就是寻找欠定方程组（方程
的数量少于待解的未知数）的最简单解的问题，而范数是指信

号中非零元素的个数，因而能够使得结果尽可能地稀疏。

Ｃａｎｄèｓ在文献［１］中指出，范数最优化问题（３）在实际应用中
可以转换成一个简单的近似形式：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖０　ｓ．ｔ．　‖ｙ－Φｘ‖２２≤δ （４）

其中：δ是一个极小的常量。
同时，Ｄｏｎｏｈｏ在文献［２］中证明，上述问题是一个ＮＰｈａｒｄ

问题，需要求出ｘ中非零值的所有可能，因而是无法求解的。
目前的压缩感知重构算法主要分为基于凸优化的方法和

基于贪婪的匹配追踪算法两大类［４，５］。凸优化法主要有基追

踪法（ｂａｓｉｓｐｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）、内点法（ｉｎｎｅｒｐｏｉｎｔ，ＩＰ）、梯度投影法
（ｇｒａｄｉｅｎｔｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＰＡ）、迭代阈值法（ｉｔｅｒａｔｉｏｎ
ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ，ＩＴ）［４］；贪婪算法主要有匹配追踪法（ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒ
ｓｕｉｔ，ＭＰ）、正交匹配追踪法（ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）、
正则化正交匹配追踪法（ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒ
ｓｕｉｔ，ＲＯＭＰ）、压缩采样匹配追踪（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓａｍｐｌｉｎｇｍａｔｃｈｉｎｇ
ｐｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ）、子空间追踪法（ｓｕｂｓｐａｃｅｐｕｒｓｕｉｔ，ＳＰ）等［５］。

#

　基于小波树的
5>*?/,

算法

在ＷＳＮ中，传感器节点采集的大量数据需要在网络内部
传输、交换和处理，但是节点在处理能力和能量上受到严重限

制，从而使得需要节点间通信和高复杂度算法的传统信息压缩

方式很难得到应用。基于上述考虑，ＣＳ被引入到ＷＳＮ的监测
数据的压缩和重建中。节点采集的监测数据在离散小波变换

（ｄｉｓｃｒｅｔｅｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＷＴ）域或离散傅里叶变换（ｄｉｓｃｒｅｔｅ
Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＦＴ）域都具有良好的稀疏性，使其具备应用
ＣＳ理论的前提。

#


"

　基于小波域的
)*+

信号的压缩感知

２１１　温度信号的稀疏性
以ＷＳＮ中温度传感器采集的温度信号为例，对其在小波

域的稀疏性进行说明。首先对温度信号 ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］
Ｔ

进行小波变换，得到ｘ的小波系数α＝［α１，α２，…，αＮ］
Ｔ：

α＝ΨＴｘ （５）

其中，小波变换矩阵Ψ是信号ｘ的自相关函数 Ｒｘ通过特征值
分解得到的：

Ｒｘ＝ｘｘＴ＝ΨΛｘΨＴ （６）

对于上述温度信号（图５），选用连续的、长度 Ｎ＝４０９６的

·１３５４·第１２期 苏维均，等：基于小波树模型的ＣｏＳａＭＰ压缩感知算法 　　　



多组采样数据，用ｄｂ波和Ｈａａｒ波两种不同的小波基进行小波
分解，如图２～３所示。

!"""

#$%"

&%%%

$%%

%

'$""

()

!"#$

*++,

!%&$

-%

!$

!%

#$

#%

$

%

'$

% #%%% !%%% -%%% .""" " &""" !""" -""" ."""

'

-

()*+!

,-

!

*++,

%

"

&$

'

!

(.*+!

,-

!

()

,

"

#$

图中横坐标表示温度信号的长度，纵坐标表示小波分解的

系数值。从图２和３可以看出，无论是 ｄｂ波还是 Ｈａａｒ波，温
度信号经小波分解后所得的大部分小波系数值都是０。由 ＣＳ
理论中稀疏信号的定义可知，温度信号在小波域具有很好的稀

疏性，是可压缩信号，满足应用ＣＳ理论的基础。
２１２　小波树模型

从上面的分析可知，ＷＳＮ中的温度信号在小波域具有良
好的稀疏性。进一步分析可以得出，信号的小波系数可以自然

地组成一个树结构，而且最大的小波系数可以沿着小波树的分

支聚类，这样就产生了小波系数的一个连通树模型［９］。文献

［１０］中基于模型的压缩感知理论证明，小波系数的连通树模
型可以很好地用于压缩感知重构算法。

长度Ｎ＝２Ｉ（Ｉ是整数）的信号ｘ的小波表示为

ｘ＝ｖ０ν＋∑
Ｊ－１

ｉ＝０
　∑
２ｉ－１

ｊ＝０
ｗｉ，ｊφｉ，ｊ （７）

其中：ν是扩展函数；φｉ，ｊ是尺度为 ｉ、偏移为 ｊ的小波函数。小
波变换组成了扩展系数ｖ０和小波系数 ｗｉ，ｊ，其中 ｉ为尺度，０≤
ｉ≤Ｉ－１，ｊ为位置，０≤ｊ≤２ｉ－１。矩阵表示形式（１）中的Ψ在这
里是一个以尺度和小波函数为列的矩阵，稀疏系数α是与尺度
和小波系数有关的向量。小波系数之间的父／子关系可以用如
图４所示的小波系数树形象地表示。
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图４中的黑色节点是温度信号在小波变换基下的不连续
小波系数；大系数的集合形成一个有根节点的连通树。如果小

波树中的任意一个系数 ｗｉ，ｊ∈Ω（Ω为小波系数集合），那么它
的父代ｗｉ－１，「ｊ／２?也属于集合Ω。

#


#

　基于小波树模型的
5>*?/,

算法

本文提出基于小波树模型的 ＣｏＳａＭＰ算法，并采用 ＣＳＳＡ
（ｃｏｎｄｅｎｓｉｎｇｓｏｒｔａｎｄｓｅｌｅｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）［１１］进行稀疏逼近。

传统的ＣｏＳａＭＰ算法［１２］在每次迭代中仅选取一个原子来

更新原子集合，这样就会造成很大的重建时间。迭代次数与稀

疏度Ｋ、测量次数Ｍ密切相关，随着迭代次数的增大，耗时也
将大幅增加。因此需要更好的算法，在保证重建质量的同时提

高重建速度。

本文选择改进 ＣｏＳａＭＰ算法的原因如下。首先，ＣｏＳａＭＰ
算法具有鲁棒的重构保证，与传统的基于贪婪的重构算法相对

应；其次，传统的 ＣｏＳａＭＰ算法具有基于最佳信号估计的贪婪
结构，仅需把其中最佳的 Ｋ次稀疏估计替换成本算法中的最
佳Ｋ次小波树结构稀疏估计，这样就可以将信号修正到一个
最佳的小波树结构估计；最后，对于相同的测量次数，ＣｏＳａＭＰ
算法可以得到更精确和更快速的重构信号。

基于小波树模型的ＣｏＳａＭＰ算法的基本步骤是：
ａ）初始化：^ｘ＝０，ｄ＝ｙ，ｉ＝０；
ｂ）迭代循环：
（ａ）迭代次数：ｉ←ｉ＋１；
（ｂ）形成信号的剩余估计：ｅ←ΦＴｄ；
（ｃ）根据小波树结构修剪剩余估计：

Ω←ｓｕｐｐ（Ｍ（ｅ，Ｋ））；
（ｄ）合并支持集：Ｔ←Ω∪ｓｕｐｐ（^ｘｉ－１）；
（ｅ）形成信号估计：ｂ｜Ｔ←Φ

＋
Ｔｙ，ｂ｜ＴＣ；

（ｆ）根据小波树结构修剪信号估计：
ｘ^ｉ←Ｍ（ｂ，Ｋ）

（ｇ）优化小波树结构：
Ｍ（ｘ，Ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ

ｘ∈ＭＫ

‖ｘ－珔ｘ‖；

（ｈ）更新测量剩余：ｄ←ｙ－Φ^ｘｉ；
迭代停止条件不满足时返回步骤ａ），开始新一轮迭代，停

止条件达到时循环结束，进行下一步；

ｃ）返回重构结果：^ｘ←ｘ^ｉ。
其中：ｘ表示原始信号；^ｘ表示ｘ的估计量；ｙ表示线性观测量；ｉ
表示迭代次数；矩阵Φ表示观测矩阵；Ｍ表示 ＣＳＳＡ算法，Ｋ是
信号ｘ的稀疏度；Ω和Ｔ表示的是集合；Ａ表示的是矩阵Ａ的
伪逆；ＴＣ表示集合Ｔ的补集。

$

　仿真实验及分析

$


"

　实验数据与方案

３１１　实验数据
仿真实验的数据来源于农业温室大棚无线传感器网络中

温度传感器所采集的温度信号，传感器的原始数据经过数据预

处理后，采用连续的、长度Ｎ＝４０９６的多组采样数据作为实验
数据。

３１２　实验方案
首先，对温度信号进行小波变换，使其稀疏化；然后，选择

高斯随机白噪声矩阵为观测矩阵，将高维的原始温度信号作线

性投影得到低维的线性观测量；最后，采用基于小波树模型的

ＣｏＳａＭＰ算法，从线性观测量中进行原始温度信号的压缩感知
重构。

３１３　实验指标
实验中，采用不同的采样率，以信号的重构误差和重构时

间作为压缩感知算法的实验指标，指标定义如下：

采样率（ＳＲ）　ＳＲ＝Ｍ／Ｎ （８）
相对误差（ＲＥ）　ＲＥ＝‖ｘ－^ｘ‖／‖ｘ‖ （９）

均方根误差（ＲＭＳＥ）

ＲＭＳＥ＝ ∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘ－^ｘｉ）２／（Ｎ－１槡 ） （１０）

其中：ｘ为原始信号，^ｘ为重构信号，Ｍ为测量次数，Ｎ为原始信
号的长度。

$


#

　实验及结果分析

表１给出了不同采样率下两种算法的相对误差、均方根误
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差和运行时间的比较结果；图５为原始温度信号；图６～１０对
应于上述采样率的重构信号。

表１　不同采样率下温度信号的重建比较

比较项
采样率

０．５ ０．４ ０．３ ０．２ ０．１

ＲＥ
本文算法 ０．０１５ ０．０２５ ０．０３３ ０．０４０ ０．４２８
传统算法 ０．０３３ ０．０４８５ ０．０５５ ０．０７４ ０．７６４

ＲＭＳＥ
本文算法 ０．２５５ ０．４２８ ０．６８８ ０．８６９ ９．４１７
传统算法 ０．９５６ １．１０５ １．２９２ １．５４０ ２．１８３

运行时间／ｓ
本文算法 １．７６５２１．９７７７２．１１９０３．９２９２８．４８７１
传统算法 １６７．９４ １８２．５９ １２９．５３ １１３．０４ ９４．５４５
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　　从表１和图５～１０可以看出，本文算法相比传统算法而
言，相对误差、均方根误差及重构算法时间都明显优于传统算

法。两种算法中，相对误差和均方根误差都随着测量次数的减

少而有所增大。虽然在传统算法中，随着测量次数的减少运算

速度明显加快，但是本文算法的运算速度却随之有所降低。比

较可知，本文所提算法较传统 ＣｏＳａＭＰ算法在误差、运算速度
上都有显著改进。但是从图表上可以明显地看出，在本文算法

中，当Ｍ＝０．１×Ｎ时，虽然重构信号的变化趋势与原始信号的
趋势是类似的，但是重构信号的相对误差和均方根误差却有大

幅增大，重构质量明显降低，而且运算速度也有大幅度的降低。

由此可以看出，在该算法中，测量次数Ｍ与信号长度Ｎ并不只

是单纯的线性关系，不能为获得好的重构质量而肆意地降低测

量次数。因此，在确保重构质量并尽可能地减少重构误差的同

时，必须要权衡测量次数、稀疏度和信号长度之间的关系。

%

　结束语

本文根据压缩感知的基本理论，在小波域上对无线传感网

络中温度传感器的监测信号进行了压缩感知的研究。本文选

用两种不同的小波基对温度监测信号进行了小波域上的稀疏

性分析，选用高斯随机白噪声矩阵作为观测矩阵，对温度信号

进行线性投影。根据所得的线性观测量，通过本文所提出的算

法对温度信号进行了重构。仿真结果证明，在一定范围内，本

文算法相比传统的ＣｏＳａＭＰ算法更为有效。仿真结果分析，若
要兼顾重构质量和运算速度，必须权衡测量次数 Ｍ、信号在小
波域上的稀疏度Ｋ、原始信号长度Ｎ之间的关系。
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