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一种新型的多目标优化混合量子进化算法

申晓宁
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摘　要：针对复杂多目标优化问题，提出一种混合量子进化算法，并利用它求解多目标函数优化问题。该算法
根据多目标优化的特点，创建外部集合保存历代搜索到的非支配解，利用其中的精英个体设计了一种旋转角自

适应调整的量子门更新策略，并对量子比特表示的概率幅设置最大和最小阈值，以防止量子群体早熟收敛。借

鉴量子门引入了专门针对量子个体的旋转交叉算子，同时小概率地对量子比特进行取反变异操作。对所提算法

的计算复杂度进行了理论分析。与另一种已有的多目标量子进化算法的比较结果表明，所提算法具有更好的收

敛性能、分布特性及求解效率。
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　引言

多目标优化进化算法的研究焦点主要集中于适应值分配

与选择策略、群体多样性的维护等方面，具有代表性的算法有

ＮＳＧＡⅡ［１］、ＳＰＥＡ２［２］等。ＮＳＧＡⅡ和 ＳＰＥＡ２基于 Ｐａｒｅｔｏ支配
的概念对群体排序，对 Ｐａｒｅｔｏ最优前沿具有较好的逼近能力。
然而在一些复杂多模态问题中，由于群体多样性维护能力的不

足，在选优时对精英个体过度“利用”，适应度较高的个体将逐

渐占据整个群体，新个体难以进入，从而导致早熟收敛。在很

多实际问题中，评价目标比较困难，需要占用算法绝大多数的

运行时间。当群体的规模变大，子目标的个数增加时，ＮＳＧＡ
Ⅱ和 ＳＰＥＡ２的个体目标评价次数将会大大增加，算法的收敛
速度降低。

借鉴量子计算的并行处理能力，结合进化计算的优势，量

子进化算法（ＱＥＡ）近年来引起了国内外众多学者的兴
趣［３～５］。ＱＥＡ采用量子比特的概率幅表示染色体，使得一个
染色体可以同时表示多个态的叠加，通过量子门实现对各量子

比特的干涉。量子比特编码方式使得量子进化算法虽然采用

较小规模的种群，却能保证搜索到的解具有很好的多样性。同

时，由于种群规模小，使得个体目标评价次数大大降低，从而显

著缩短了算法在许多复杂问题中的运行时间。与传统进化算法

相比，ＱＥＡ的快速收敛性能和优良的群体多样性维护能力使之
更加适用于求解具有多个变量、多个目标的复杂优化问题。

目前，已有一些研究将 ＱＥＡ应用于多目标优化问题。文
献［６］在ＮＳＧＡⅡ算法的框架中引入基本 ＱＥＡ［４］的思想，求

解多目标０／１背包问题，获得的非支配解集在收敛性及多样性
上均优于单纯 ＮＳＧＡⅡ。文献［７］设计了多目标量子进化算
法的一种通用结构，给出了算法收敛于Ｐａｒｅｔｏ最优解集的一个
充分条件，并定义了两种满足该条件的旋转门操作。上述文献

中的算法均需要根据具体的应用问题事先列出各种情况下量

子门旋转角取值的查询表，供算法查找，通用性不强，并且它们

仅通过量子门更新个体，未采用经典遗传算法中的交叉、变异

算子。文献［８］提出了一种基于免疫原理的量子进化算法，利
用ＮＳＧＡⅡ的快速非支配排序和排挤距离思想来计算种群中
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抗原—抗体的亲和度，并将个体分级，将不同级别中的个体实

施不同的量子更新和免疫操作。该算法能依据进化代数和个

体亲和度调整旋转角，但需设置适当的初值，且算法较为繁琐。

本文提出一种新型的多目标优化混合量子进化算法，简称

ＭＨＱＥＡ。该算法设置外部集合保存历代搜索到的非支配个
体，并采用三种量子个体更新方式：ａ）借鉴粒子群算法的速度
更新思想，利用外部集合中的精英个体设计了一种旋转角自适

应调整的策略；ｂ）基于量子门引入了专门针对量子个体的旋
转交叉操作；ｃ）对量子位进行小概率取反变异操作。

"

　一种新型的多目标优化混合量子进化算法
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　量子个体的编码方式

１１１　量子比特的表示
在ＭＨＱＥＡ中，染色体由一串量子比特组成。量子比特是

ＭＨＱＥＡ中最小的信息单元，它定义为一组数对：
［α，β］Ｔ （１）

其中：α２表示量子比特位取状态“０”的概率，β２表示取状态
“１”的概率，且满足α２＋β２＝１。一个量子位可处于“０”和“１”
状态，或两种状态的线性叠加。

１１２　量子个体的编码
量子个体ｑ定义为具有ｍ位量子比特的数串：

ｑ＝
α１
β１

…

…

αｋ
βｋ

…

…

αｍ
β[ ]
ｍ

（２）

由于量子比特是一种基于概率的表示方法，因此一个量子

个体可以同时表示问题决策变量的所有可能组合。因此，与二

进制、实数等其他编码方式相比，采用量子比特编码的进化算

法能够更好地维护群体的多样性。如果问题有 ｌ个决策变量，
每个决策变量用ｍ′位量子比特表示，则量子个体的长度 ｍ＝
ｍ′·ｌ。量子个体ｑ也可用一组相位表示：

ｑ＝［φ１，…，φｋ，…，φｍ］ （３）

其中：φｋ＝ａｔａｎ（βｋ／αｋ），ｋ＝１，２，…，ｍ。
１１３　量子群体和观测群体

为了更好地维护进化过程中的多样性，ＭＨＱＥＡ基于量子
群体Ｑ进行迭代操作。Ｑ由一组量子个体组成。由于每个量
子个体可同时表示多个态的叠加，因此群体的规模 Ｎ可取较
小值。为了获取优化问题的确定解，便于计算目标值，需对 Ｑ
中的量子个体依次采用观测算子，得到由二进制个体组成的观

测群体Ｐ。例如，观测量子个体 ｑ的第 ｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）位
αｋ
β[ ]
ｋ

，方法如下：产生一个随机数 ｒ１∈［０，１］，如果 ｒ１≤αｋ
２，则

第ｋ位的观测结果为０，否则为１。ｑ的观测结果为二进制个体
ｘ＝［ｘ１，…，ｘｋ，…，ｘｍ］，其中，ｘｋ∈｛０，１｝（ｋ＝１，２，…，ｍ）。
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　量子群体的初始化

令初始量子群体 Ｑ（０）＝｛ｑｊ（０），ｊ＝１，２，…，Ｎ｝，其中，

ｑｊ（０）的所有量子比特［αｊｋ，βｊｋ］
Ｔ（ｋ＝１，２，…，ｍ）均取为［１／槡２，

１／槡２］
Ｔ。该方法可保证初始群体中所有个体的每一位均以相

同的概率取状态“０”或“１”。当采用观测算子时，整个决策空
间中的所有可能解取值概率相同。
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　精英保留机制

设置一个外部集合 Ａ存储历代群体搜索到的非支配解，

以防止算法在搜索过程中由于随机因素或群体规模的限制而

丢失优良解，并加快算法的收敛速度。

在第ｔ代，对群体 Ｑ（ｔ）的 Ｎ个量子个体分别观测 ｒ次（ｒ
取较小的正整数），得到 Ｎ·ｒ个观测个体。该做法的目的是
加大对每个量子个体邻域探索的力度，以快速找到更优的解，

提高算法的局部搜索能力。计算观测个体的多目标值，然后更

新Ａ：把所有观测个体中的非支配解加入 Ａ，之后 Ａ中可能存
在若干解被其余解支配，把这些受支配的解删除。多目标优化

问题中非支配解的个数可能相当大，由于计算资源的限制，固

定Ａ的最大容量为常数Ｍ。一旦当前存储的解个数大于Ｍ，则
移除密度较大的解。本文使用排挤距离［１］的概念估计解的密

度。把当前Ａ中的所有解分别依据各目标进行排序，则解ｘ的
排挤距离定义为：在各个目标上，排列在 ｘ的左侧和右侧的两
个解的距离的平均值，ｘ的排挤距离越小，说明 ｘ周围的密度
越大。
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　量子个体的更新

在ＭＨＱＥＡ的每一进化代中，采用量子旋转门 Ｈε、交叉算

子ＣＰｃ和变异算子ＭＰｍ更新量子个体。

１４１　Ｈε算子

对量子比特［α，β］Ｔ实施Ｈε算子，可得［α′，β′］
Ｔ＝Ｈε（α，

β，Δθ），且满足α′２＋β′２＝１。Ｈε算子定义为
（α″，β″）Ｔ＝Ｒ（Δθ）（α，β）Ｔ （４）

［α′，β′］Ｔ＝

［ｓｇｎ（α″）×槡ε，ｓｇｎ（β″）× １－槡 ε］Ｔ 若｜α″｜２＜ε且｜β″｜２＞１－ε

［ｓｇｎ（α″）× １－槡 ε，ｓｇｎ（β″）×槡ε］Ｔ 若｜α″｜２＞１－ε且｜β″｜２＜ε

［α″，β″］Ｔ
{

其他

（５）

式（４）中，Ｒ（Δθ）＝
ｃｏｓ（Δθ） －ｓｉｎ（Δθ）
ｓｉｎ（Δθ） ｃｏｓ（Δθ[ ]）

为量子旋转

门；式（５）中，ｓｇｎ（·）表示符号函数，０＜ε＜＜１。Ｈε算子能够

保证每代更新后的量子比特概率幅 α′２、β′２均位于［ε，１－ε］
中，即个体的每一位始终以大于０且小于１的概率取状态“０”
或“１”；否则，当α′２＝０（或１）时，观测结果始终为状态“１”（或
“０”），易导致整个量子群体早熟收敛。

在文献［６，７］中，Ｒ（Δθ）中的旋转角Δθ确定方法如下：为
量子个体ｑ指定一个二进制编码的目标解 ｂ＝［ｂ１，…，ｂｋ，…，
ｂｍ］，设ｑ的观测个体为ｘ＝［ｘ１，…，ｘｋ，…，ｘｍ］，则第 ｋ（ｋ＝１，
２，…，ｍ）位量子比特的旋转角Δθｋ确定如下：如果ｂ的目标值

优于ｘ，则将Δθｋ取为适当的角度，使得［αｋ，βｋ］
Ｔ向着有利于

ｂｋ出现的方向进化；如果 ｘ的目标值优于 ｂ，则使［αｋ，βｋ］
Ｔ向

有利于ｘｋ出现的方向进化，否则，令Δθｋ＝０。该方法需事先针
对特定的应用问题，通过多次实验，将 Δθｋ的取值与 ｘｋ、ｂｋ的
关系列成表，以供算法在运行过程中查询。为了克服此缺点，

本文借鉴粒子群算法的速度更新公式，结合多目标优化问题具

有多个Ｐａｒｅｔｏ最优解的特点，对旋转角Δθｋ采用自适应的变化
策略：

Δθｋ（ｔ＋１）＝ω×Δθｋ（ｔ）＋ｒ１·（φＰＢｋ －ａｔａｎ（βｋ／αｋ））＋

ｒ２×（φＧＢｋ －ａｔａｎ（βｋ／αｋ）） （６）

其中：Δθｋ（ｔ）、Δθｋ（ｔ＋１）分别为第 ｔ代和 ｔ＋１代的旋转角，初

始时刻，Δθｋ（０）＝０（ｋ＝１，２，…，ｍ）；φ
ＰＢ
ｋ 为 ｑ的个体极值 ＰＢ

在第ｋ位的相位；φＧＢｋ 为整个群体的全局极值 ＧＢ在第 ｋ位的
相位；ω为惯性权重；ｒ１、ｒ２为［０，１］中的随机数。上述方法使
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得每一位旋转角在继承自身信息的基础上进行自我总结，并向

群体中的优秀个体学习，从而保证了量子个体具有适当的更新

速度和方向。

式（６）中个体ｑ的极值ＰＢ确定方法为：初始时刻，令ＰＢ＝
ｑ（０）。在第ｔ代，从ｑ（ｔ）对应的ｒ个观测个体中确定一个非支
配个体ｘ（ｔ）。如果 ｘ（ｔ）Ｐａｒｅｔｏ支配 ＰＢ的观测值，则令 ＰＢ＝
ｑ（ｔ）；如果ＰＢ的观测值支配 ｘ（ｔ），则 ＰＢ保持不变；如果两者
互不支配，则从中随机选择一个作为ＰＢ。对于个体ｑ（ｔ），全局
极值ＧＢ的确定方法为：从外部集合Ａ中选出ｎ１个邻域密度最
小（排挤距离最大）的个体，将其中在目标空间上距离 ｘ（ｔ）最
近的精英个体作为ＧＢ。设当前Ａ中的个体数目为Ｍ１，群体规
模为Ｎ，则ｎ１的取值如下：

ｎ１＝
Ｎ 若Ｍ１≥Ｎ

Ｍ１ 若Ｍ１＜{ Ｎ
（７）

１４２　量子交叉算子ＣＰｃ
取量子个体 ｑ１、ｑ２。对于 ｑ１，将 ｑ２的第 ｋ位相角 φ２ｋ取代

式（６）中的全局极值φＧＢｋ，计算ｑ１新的旋转角Δθ１ｋ，实施Ｈε算
子，得［α′１ｋ，β′１ｋ］

Ｔ＝Ｈε（α１ｋ，β１ｋ，Δθ１ｋ）。同理，对于 ｑ２，可得

［α′２ｋ，β′２ｋ］
Ｔ＝Ｈε（α２ｋ，β２ｋ，Δθ２ｋ）。

文献［８］中的量子交叉操作，借鉴遗传算法的交叉方式，
将两个量子个体在交叉点后的量子比特直接交换。本文依据

１．４．１节量子门的操作，将待交叉的两个体的量子比特进行旋
转，从而能够更好地交换两者的信息，也更加符合量子位表征

概率幅的特点。

１４３　量子变异算子ＭＰｍ
ＭＰｍ的定义如下：

［α′１，β′１］Ｔ＝ＭＰｍ（α，β）＝
（β，α）Ｔ ｒ１≤Ｐｍ

（α，β）Ｔ{ 其他
（８）

式中，ｒ１为［０，１］中的随机数，０＜Ｐｍ＜＜１。ＭＰｍ算子以较小的

变异概率Ｐｍ交换量子比特取状态“０”或“１”的概率，给个体施
加扰动，以增加量子群体的多样性，跳出局部最优解。

"


&

　算法步骤

所提算法ＭＨＱＥＡ主要包括观测操作、更新外部集合及繁
殖操作三部分。ＭＨＱＥＡ的具体步骤如下：

ａ）初始化。令进化代数 ｔ＝０，生成规模为 Ｎ的父代量子
群体ＱＰａｒ（ｔ）；创建空的外部集合Ａ＝。

ｂ）观测操作。对ＱＰａｒ（ｔ）中个体依次观测ｒ次，得到由Ｎ·
ｒ个二进制个体组成的观测群体ＰＰａｒ（ｔ）。

ｃ）更新外部集合。计算 ＰＰａｒ（ｔ）中所有个体的多目标值，
并从中确定出非支配解加入Ａ；将Ａ中的重复解及受支配解删
除。如果Ａ中解的个数超过了最大容量Ｍ，则移除排挤距离较
小的解。

ｄ）量子个体更新。具体步骤为：
（ａ）依据１．４．１节方法对 ＱＰａｒ（ｔ）中所有个体的每一个量

子位实施旋转门操作Ｈε，得到Ｑ′Ｃｈｉ（ｔ）。
（ｂ）将Ｑ′Ｃｈｉ（ｔ）中的个体随机配成?Ｎ／２」对，按交叉概率Ｐｃ，

依据１．４．２节对配对个体实施量子交叉算子ＣＰｃ，得到Ｑ″Ｃｈｉ（ｔ）。

（ｃ）按变异概率Ｐｍ，依据１．４．３节对 Ｑ″Ｃｈｉ（ｔ）中个体实施
量子变异算子ＭＰｍ，得到子代群体ＱＣｈｉ（ｔ）。

ｅ）终止判断。如果 ｔ≥Ｔ（Ｔ为最大进化代数），则把外部
集合 Ａ作为近似 Ｐａｒｅｔｏ最优解集输出，算法终止；否则，

ＱＰａｒ（ｔ＋１）＝ＱＣｈｉ（ｔ），ｔ＝ｔ＋１，转入步骤ｂ）。

#

　算法的计算复杂度

#


"

　时间复杂度

设目标个数为ｎ，ＭＨＱＥＡ的时间复杂度取决于：
ａ）观测操作。对群体中Ｎ个个体的所有ｍ个量子位均观

测ｒ次，该步骤的时间复杂度为Ｏ（ｒＮｍ）。
ｂ）确定观测群体ＰＰａｒ（ｔ）中的所有非支配解，最多需进行

ｒＮ（ｒＮ－１）ｎ次比较，时间复杂度为Ｏ（ｎ（ｒＮ）２）。
ｃ）更新外部集合时，判断其中是否存在重复解，或若干解

被其余解支配最多需进行２ｎｒＮＭ次比较，因此该步骤的时间
复杂度为Ｏ（ｎｒＮＭ）。

ｄ）外部集合在更新之后最多有 ｒＮ＋Ｍ个个体，把它们分
别依 ｍ个目标进行排序，以计算个体的排挤距离进行裁减操
作。采用快速排序法，该步骤的时间复杂度为 Ｏ（ｎ（ｒＮ＋Ｍ）
ｌｏｇ（ｒＮ＋Ｍ））。

ｅ）旋转门操作。在确定ｑ（ｔ）的旋转角Δθｋ（ｔ＋１）时，最多
需进行ｒ（ｒ－１）ｎ次比较，以从 ｒ个观测个体中确定一个非支
配个体ｘ（ｔ）；同时，进行Ｎｎ次加法运算，求得与ｘ（ｔ）欧拉距离
最短的精英个体作为全局极值。求得旋转角后，按式（４）和
（５）对ｑ（ｔ）的所有ｍ个量子位计算更新。因此该步骤的时间
复杂度为Ｏ（Ｎ（ｎｒ２＋Ｎｎ＋ｍ））。

当问题的决策变量较多，量子个体的比特位数 ｍ很大时，
ＭＨＱＥＡ总的时间复杂度取上述分析结果中的最大值
Ｏ（ｒＮｍ）；当ｍ较小时，ＭＨＱＥＡ的时间复杂度为Ｏ（ｎ（ｒＮ）２）。

#


#

　空间复杂度

ＭＨＱＥＡ的空间复杂度主要取决于：
ａ）保存量子群体，空间复杂度为Ｏ（２Ｎｍ）；
ｂ）保存观测群体，空间复杂度为Ｏ（ｒＮｍ）；
ｃ）保存群体的多目标值，空间复杂度为Ｏ（ｒＮｎ）；
ｄ）确定观测群体中的所有非支配解，并更新外部集合，空

间复杂度为Ｏ（ｒＮ＋Ｍ）。
ｅ）外部集合在更新之后最多有 ｒＮ＋Ｍ个个体，保存排挤

距离并进行裁剪，空间复杂度为Ｏ（ｒＮ＋Ｍ）。
当ｒ≥２时，ＭＨＱＥＡ总的空间复杂度取上述最大值

Ｏ（ｒＮｍ）；当ｒ＝１时，ＭＨＱＥＡ的空间复杂度为Ｏ（２Ｎｍ）。

#


$

　与其他算法的比较

文献［６］提出的 ＱＭＥＡ算法是在经典算法 ＮＳＧＡⅡ基础
上引申出的一种多目标量子进化算法。设它的群体规模为 Ｌ，
则其时间复杂度为 Ｏ（ｍａｘ（ｎ（ｒＬ）２，ｒＬｍ）），空间复杂度为
Ｏ（ｍａｘ（（ｒＬ）２，ｒＬｍ））。在本文算法 ＭＨＱＥＡ中，令群体规模
Ｎ＝Ｌ，则它与ＱＭＥＡ在最坏情况下具有相同的时间复杂度。

在空间复杂度方面，当 ｍ较小时，本文算法 ＭＨＱＥＡ小于
ＱＭＥＡ；当ｍ较大时，ＭＨＱＥＡ与ＱＭＥＡ空间复杂度相同。

$

　仿真实验

$


"

　优化问题描述

将所提算法应用于四种具有不同特征的多目标函数优化

问题中。函数分别定义为

ＺＤＴ１［９］：
ｍｉｎ　ｆ１＝ｘ１
ｍｉｎ　ｆ２＝ｇ·{ ｈ
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ｇ＝１＋９·∑ｎｉ＝２ｘｉ／（ｎ－１）

ｈ＝１－ ｆ１槡 ／ｇ
　ｎ＝３０，ｘｉ∈［０，１］ （９）

ＺＤＴ１的Ｐａｒｅｔｏ前沿为凸曲线。

ＺＤＴ２［９］：
ｍｉｎ　ｆ１＝ｘ１
ｍｉｎ　ｆ２＝ｇ·{ ｈ

ｇ＝１＋９·∑ｎｉ＝２ｘｉ／（ｎ－１）

ｈ＝１－（ｆ１／ｇ）２
　ｎ＝３０，ｘｉ∈［０，１］ （１０）

ＺＤＴ２的Ｐａｒｅｔｏ前沿为非凸曲线。

ＺＤＴ３［９］：
ｍｉｎ　ｆ１＝ｘ１
ｍｉｎ　ｆ２＝ｇ·{ ｈ

ｇ＝１＋９·∑ｎｉ＝２ｘｉ／（ｎ－１）

ｈ＝１－
ｆ１
槡ｇ－（

ｆ１
ｇ）ｓｉｎ（１０πｆ１）　ｎ＝３０，ｘｉ∈［０，１］

（１１）

ＺＤＴ３的Ｐａｒｅｔｏ前沿具有五段离散的凸曲线。

Ｖｉｅ：

ｍｉｎｆ１＝（ｘ１－２）２／２＋（ｘ２＋１）２／１３＋３

ｍｉｎｆ２＝（ｘ１＋ｘ２－３）２／１７５＋（２ｘ２－ｘ１）２／１７－１３

ｍｉｎｆ３＝（３ｘ１－２ｘ２＋４）２／８＋（ｘ１－ｘ２＋１）２／
{

２７＋１５
ｘ１，ｘ２∈［－４，４］ （１２）

Ｖｉｅ具有三个目标函数。

$


#

　实验结果

采用四种衡量非支配解集性能的测度及作图法，将所提方

法ＭＨＱＥＡ与文献［６］提出的多目标量子进化算法 ＱＭＥＡ进
行比较：ａ）收敛性测度 Ｍ１

［９］（度量算法搜索到的解到问题真

实的Ｐａｒｅｔｏ最优解集在目标空间上的平均最短距离）；ｂ）测度
Ｃ［９］（度量两两解集间相互支配的程度）；ｃ）分布性能测度
ＳＰ［１０］（度量解集中每个解到其余解的最短距离的标准偏差，
即解集分布的均匀性）；ｄ）运行时间ｔ。测度Ｍ１和ＳＰ越小，说
明算法的收敛性能及解的分布性能越好。对于有序解集对

（Ｘ１，Ｘ２），Ｃ（Ｘ１，Ｘ２）＞Ｃ（Ｘ２，Ｘ１）说明集合Ｘ１在Ｃ测度上的性
能优于Ｘ２。

ＭＨＱＥＡ的参数设置为：群体规模 Ｎ＝３０，观测次数 ｒ＝３，
外部集合的最大容量Ｍ＝１００，Ｈε算子中的阈值ε＝０．００７。由
于量子交叉是ＭＨＱＥＡ中的辅助算子，所以小概率取０．２，变异
概率取１／ｍ（ｍ为位串的总长度）。文献［６］的算法ＱＭＥＡ中，
群体规模Ｌ＝３０，ｒ＝３，Δθ＝０．０１π，分组数＝１０。两种算法中，
各变量的编码长度均取３０位，总的目标评价次数均为２７０００
次，因此，进化代数Ｔ＝３００。

所有实验均在同一台计算机上使用 ＭＡＴＬＡＢ７．１软件完
成，算法的计算精度设为１０－１０。两种算法在各函数中分别独
立地运行１０次，１０次结果的平均值如表１、２所示。图１～４给
出了各算法其中一次运行搜索到的Ｐａｒｅｔｏ前沿的比较。

表１　ＭＨＱＥＡ与ＱＭＥＡ在ｔ、Ｍ１、ＳＰ测度上的比较

测度 算法 ＺＤＴ１ ＺＤＴ２ ＺＤＴ３ Ｖｉｅ

ｔ（ｓ）
ＭＨＱＥＡ １６２．１９ １３８．６３ １３８．９２ １７５．３６
ＱＭＥＡ １８０．１２ １７４．９３ １６９．６８ １８９．０９

Ｍ１
ＭＨＱＥＡ ０．００７５ ０．００９７ ０．００２１ ０．００９３
ＱＭＥＡ ０．００７９ ０．００８５ ０．００２３ ０．０１０５

ＳＰ
ＭＨＱＥＡ ０．００５３ ０．００６９ ０．００４６ ０．０１７３
ＱＭＥＡ ０．００８３ ０．００９６ ０．００５６ ０．０１９９

表２　ＭＨＱＥＡ与ＱＭＥＡ在Ｃ测度上的比较

参数 ＺＤＴ１ ＺＤＴ２ ＺＤＴ３ Ｖｉｅ
Ｃ（Ｍ，Ｑ） ０．１６００ ０．１０００ ０．１３００ ０．０９００
Ｃ（Ｑ，Ｍ） ０．１３００ ０．１３００ ０．１２００ ０．０６００

　　注：Ｍ表示ＭＨＱＥＡ，Ｑ表示ＱＭＥＡ。
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　　由表１、２和图１～４可见，在函数 ＺＤＴ１、ＺＤＴ３、Ｖｉｅ中，所
提算法ＭＨＱＥＡ的收敛性能（Ｍ１、Ｃ）略优于ＱＭＥＡ，在ＺＤＴ２中
略差于ＱＭＥＡ；在所有四个函数中，ＭＨＱＥＡ的分布特性（ＳＰ测
度）都优于 ＱＭＥＡ，并且它的运行时间更短。因而，在计算量
（即目标评价次数）相同的情况下，ＭＨＱＥＡ可以在更短的时间
内产生一组质量更优的解，它具有更高的求解效率。由此说

明，本文给出的三种适用于量子个体的更新方式是可行而有效

的，与另一种已有的多目标量子进化算法相比，它们使得所提

算法具有了更快的收敛性能和更好的群体多样性维护能力。

%

　结束语

本文提出一种新型的多目标优化混合量子进化算法。该算

法结合多目标优化问题具有多个非支配解的特点，采用了自适

应确定旋转角的量子门、基于量子门的量子交叉以及取反变异

三种专门针对量子个体的更新方式，从理论上分析了算法的计

算复杂度，并把所提算法与另一种已有的多目标量子进化算法

在一组具有不同特性的测试函数上进行了比较，结果表明所提

算法具有更高的搜索效率，它能够在更短的运行时间内产生一

组收敛性能与分布特性均较优的非支配解。 （下转第４４４７页）
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２为算法对各个函数运行３０次后所得平均最优函数值的比较；
表３为算法对各个函数运行３０次后所得的最小值比较。

表１　五个基准函数

函数 表达式

Ｓｐｈｅｒｅ ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０）

Ｇｒｉｅｗａｎｋ ｆ（ｘ）＝ １４０００∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（

ｘｉ
槡ｉ
）＋１

Ｓｈａｆｆｅｒ ｆ（ｘ）＝０．５＋ ｓｉｎ２ ｘ２＋ｙ槡
２－０．５

（１．０＋０．００１（ｘ２＋ｙ２））２

Ａｃｋｌｅｙ ｆ（ｘ）＝－２０ｅ
－０．２

１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２槡 ｉ－ｅ

１
ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（２πｘｉ）＋２０＋ｅ

表２　五个基准函数的平均值比较

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＮＰ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ＡＢＣ ＤＡＡＢＣ

Ｓｐｈｅｒｅ
１０ １０ １０００ ６．３６ｅ－１２ ０
１５ ３０ １５００ １．０２ｅ－１１ ０

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ
１０ １０ １０００ ２．３３ｅ－０７ ０
１５ ３０ １５００ ０．０６４８ ０

Ｇｒｉｅｗａｎｋ
１０ １０ １０００ ０．０１０２ ７．４０ｅ－１８
１５ ３０ １５００ ０．００２１ ０

Ａｃｋｌｅｙ
１０ １０ １０００ ７．１７ｅ－０９ ４．３２ｅ－１５
１５ ３０ １５００ ６．８２ｅ－０４ ５．６３ｅ－１５

Ｓｈａｆｆｅｒ
１０ ２ １０００ ０．００７８ １．６１ｅ－０５
１５ ２ １５００ ０．００７８ １．１６ｅ－０９

表３　五个基准函数的最小值比较

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＮＰ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ＡＢＣ ＤＡＡＢＣ

Ｓｐｈｅｒｅ
１０ １０ １０００ ８．９９ｅ－１７ ０
１５ ３０ １５００ １．４２ｅ－１５ ０

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ
１０ １０ １０００ ０ ０
１５ ３０ １５００ ３．３１ｅ－０９ ０

Ｇｒｉｅｗａｎｋ
１０ １０ １０００ ３．３３ｅ－１６ ０
１５ ３０ １５００ ２．２２ｅ－１６ ０

Ａｃｋｌｅｙ
１０ １０ １０００ １．１１ｅ－１３ ８．８８ｅ－１６
１５ ３０ １５００ ８．６１ｅ－０６ ４．４４ｅ－１５

Ｓｈａｆｆｅｒ
１０ ２ １０００ ５．３３ｅ－０５ ０
１５ ２ １５００ ５．５６ｅ－０４ ０

%

　结束语

从表２和３中可以看出，ＤＡＡＢＣ比ＡＢＣ算法收敛速度更
快，ＤＡＡＢＣ算法找到全局最优解的可能性更大；对于 Ｓｐｈｅｒｅ
和Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数，ＤＡＡＢＣ算法每次都能收敛到全局最优点
（函数值为０），而ＡＢＣ算法不然；上述所有函数，ＤＡＡＢＣ算法

都能探索到更好的解。对于一些较复杂的函数，可能还需要进

一步的研究。实验表明ＤＡＡＢＣ算法的稳定性好，是一种解决
实际问题的有效算法。
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