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摘　要：针对主动轮廓模型中利用梯度下降法求解能量函数容易陷入局部极小的不足，设计了一个离散化最小
能量函数模型。该模型以ＣｈａｎＶｅｓｅ模型为基础，利用图割方法优化能量泛函，实现能量的全局最优解。新模
型首先将图像映射为图，将基于像素的能量泛函转换为可用图表示的离散化能量函数，通过计算节点及其邻域

关系权值，迭代求解最小化能量并将其作用于形变轮廓曲线，直至达到稳定状态。新模型改进了主动轮廓模型

对弱边界图像初始轮廓敏感的问题，提高了分割精度和运行速度。
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　引言

图像分割是计算机视觉研究领域最重要也最艰巨的一项

任务。传统的基于数据驱动的图像分割方法，如阈值法、边缘

检测、区域生长、分裂合并等，虽然简单快捷，但不够鲁棒，在弱

边界点处容易泄露，针对性也较强。近年来，人们提出了基于

能量最小化的图像分割框架，该框架能够将图像目标形状等上

层知识和灰度、梯度、纹理、光流等底层图像特征相融合，以便

更好地分割感兴趣目标，其基本特征是通过建立数学模型构造

一个能量函数，将分割问题转换成数学寻优问题，然后运用优

化技术最小化该能量函数。

根据能量函数的连续性和寻优过程的不同，基于能量最小

化框架的方法可以划分为两大类［１］：ａ）优化一个定义在连续
轮廓（或曲面）Ｒ∞上的泛函；ｂ）优化一个定义在离散变量集Ｚｎ

上的开销函数。第一类方法采用变分法、梯度下降法等优化技

术对 Ｒ∞内的连续泛函进行优化，该类方法主要包括蛇模
型［２］、活动轮廓模型［３，４］及水平集方法［５］等；第二类方法直接

将问题转换为有限维整数空间 Ｚｎ的组合优化，进而采用动态

规划、最大流／最小割算法等对其优化，该类方法主要包括基于
路径的方法［６］及图割方法［７，８］等。

水平集方法采用梯度下降法最小化能量函数。梯度下降

法通常仅能保证能量函数的局部最优，并且依赖于近似的数值

计算模式（如有限差分、有限元），需要对数值计算进行很好的

设计以保证解的鲁棒性和收敛性；图割方法通过提供代价函数

（ｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ），将区域、边界及一些拓扑限制很自然地融入到
代价函数中，能够实现能量的全局最优化。

本文将水平集方法和图割方法相结合，提出一种基于图割

优化的能量最小化模型，该模型能够克服水平集能量函数中梯

度下降法的不足，不仅可以找到全局最小（不仅仅是局部最

小），而且采用图割技术的动态标号还可以明显提高算法的运

行速度和分割精度。

"

　变分水平集及
#


$

模型

变分水平集图像处理方法是变分法和水平集技术的结合，

它是基于主动轮廓模型的一类偏微分方程，具有模型连续、主

动性好、求解质量高以及数值方案灵活多样等优点，目前在图
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像处理领域得到广泛应用。ＣｈａｎＶｅｓｅ（ＣＶ）模型［９，１０］是变分

水平集的经典模型之一，它是利用变分水平集求解简化的

ＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈ（ＭＳ）模型的图像分割方法。下面首先介绍ＭＳ
模型。

设ｕ（ｘ，ｙ）：ΩＲＮ→Ｒ（Ｎ＝２，３）为图像域上的可微函数，
Ω是有界开集，ｕ０（ｘ，ｙ）为原图像，不失一般性地，假设０≤ｕ０
（ｘ，ｙ）≤１，（ｘ，ｙ）∈Ω，寻找（ｕ，Ｃ），使下面的能量泛函最小：

Ｆｍｓ（ｕ，Ｃ）＝∫∫Ω｜ｕ－ｕ０｜
２ｄｘｄｙ＋α∫∫Ω＼Ｃ｜ｕ｜

２ｄｘｄｙ＋β∫Ｃｄσ （１）

其中：α、β是非负常数；∫Ｃｄσ是曲线轮廓Ｃ的长度。式中第一
项为保真项，控制分割后图像的相似性；第二项为正则项，保证

分割图像的光滑性；第三项为长度项，控制边缘的分数维粗糙

度。ＭＳ模型采用 Ｈａｕｓｄａｕｆｆ测度控制图像边缘的跳跃，在数
值逼近和数值求解中成为棘手问题。对此，Ｃｈａｎ和 Ｖｅｓｅ提出
了基于水平集的ＣＶ模型简化求解ＭＳ模型，ＣＶ模型利用分
段常数去逼近图像的各个部分，通过变分法引入水平集建立方

程，采用差分方法进行数值计算。ＣＶ模型的能量泛函如下：
Ｆｃｖ（Ｃ，ｃ１，ｃ２）＝λ１∫∫Ωｉｎ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜

２ｄｘｄｙ＋

λ２∫∫Ωｏｕｔ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜
２ｄｘｄｙ＋μ｜Ｃ｜ （２）

其中：ｃ１和ｃ２分别为图像域上曲线轮廓Ｃ的Ωｉｎ和Ωｏｕｔ两个区
域的灰度平均值，μ、λ１、λ２为正的常数。数值演化时，通常取

λ１＝λ２＝１，μ尽可能取较小的值，μ越小分割效果越好
［５，１５］。

因为μ取值越小，表明演化过程中可以生成更多细小的边缘从
而实现更好的分割；随着μ值增大，分割就会变得越来越粗糙，
μ是边缘分割粗糙度的度量参数。

水平集方法利用Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续零水平集函数 φ：Ω→Ｒ表
示演化曲线Ｃ，因此Ｃ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ω：φ（ｘ，ｙ）＝０｝，定义φ在Ｃ
的内部是正的，在Ｃ的外部是负的。利用 φ代替未知曲线 Ｃ，
则新的能量泛函表示为

Ｆ（φ，ｃ１，ｃ２）＝λ１∫∫
φ≥０
｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜２ｄｘｄｙ＋

λ２∫∫
φ＜０
｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜２ｄｘｄｙ＋μ｜Ｃ｜（φ＝０） （３）

将Ｈｅａｖｓｉｄｅ函数Ｈ（ｘ）和 Ｄｉｒａｃ函数 δ（ｘ）代入式（３），则
Ｆ（φ，ｃ１，ｃ２）可以表示为

Ｆ（φ，ｃ１，ｃ２）＝λ１∫∫Ω｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜
２Ｈ（φ（ｘ））ｄｘｄｙ＋

λ２∫∫Ω｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜
２（１－Ｈ（φ（ｘ，ｙ））ｄｘｄｙ＋

μ∫∫Ωδ（φ（ｘ，ｙ））｜φ（ｘ，ｙ）｜ｄｘｄｙ （４）

利用梯度下降法分别求解ｃ１和ｃ２，能量函数 Ｆ通过 ｃ１、ｃ２
迭代更新求得最小化值：

ｃ１（φ）＝
∫∫Ωｕ（ｘ，ｙ）Ｈ（φ（ｘ，ｙ））ｄｘｄｙ
∫∫ΩＨ（φ（ｘ，ｙ））ｄｘｄｙ

（５）

ｃ２（φ）＝
∫∫Ωｕ（ｘ，ｙ）（１－Ｈ（φ（ｘ，ｙ）））ｄｘｄｙ
∫∫Ω（１－Ｈ（φ（ｘ，ｙ）））ｄｘｄｙ

（６）

最终轮廓曲线通过分段平滑函数得到近似求解：

ｕ（ｘ，ｙ）＝ｃ１Ｈ（φ（ｘ，ｙ））＋ｃ２（１－Ｈ（φ（ｘ，ｙ）） （７）

%

　图和图割

图Ｇ＝｛Ｖ，Ｅ｝是指由顶点集合 Ｖ和连接两个顶点之间的
边集Ｅ组成的用以描述事物之间相互关系的一种拓扑图形。
图割就是指将图中顶点集合Ｖ分成两个不相交的集合Ｓ和Ｔ，
使得ｓ∈Ｓ，ｔ∈Ｔ，也称为ＳＴ割。

运用图割方法［５］进行图像处理，首先需要将图像映射为

一个包含源点Ｓ和汇点Ｔ的双终端图，图中顶点集合为图像的
像素集合，图的边集为像素之间的相邻关系，边的权值通常取

像素之间如灰度、颜色等特征信息的差异值或相似值。在双终

端图中，可以将 ＳＴ割表示为一个映射 ｆ，ｆ为一个顶点集合
Ｖ｛Ｓ，Ｔ｝到｛０，１｝的映射，当ｆ（ｖ）＝０则ｖ∈Ｓ，ｆ（ｖ）＝１则ｖ∈Ｔ。
图１展示了由前景Ｏ和背景Ｂ组成的二值图像对应的转换图
Ｇ以及ＳＴ割。

一个ＳＴ割的代价（ｃｏｓｔ）为从集合 Ｓ到集合 Ｔ的每条边
的代价之和［１１］，即

Ｃ（Ｓ，Ｔ）＝ ∑
ｕ∈Ｓ，ｖ∈Ｔ，（ｕ，ｖ）∈Ｅ

Ｃ（ｕ，ｖ） （８）

所谓最小割问题即是找到包含最小代价的割 Ｃ（Ｓ，Ｔ），根
据ＦｏｒｄＦｕｌｋｅｒｓｏｎ定理［１２］，最小割问题可以转换为求从源点 Ｓ
到汇点Ｔ的最大流问题来解决。

基于图割的图像分割方法可以获得鲁棒、高效的全局最优

解，因而本文将图割算法引入水平集，构建一个新的离散能量

最小化模型，以此解决梯度下降法容易陷入局部极小的不足。

&

　基于图割优化的能量最小化模型

利用图割方法优化求解水平集能量函数，关键要解决两个

问题：ａ）如何将水平集泛函离散化；ｂ）证明离散化的水平集泛
函是规则函数，即满足图割方法最小化的条件。然后利用图割

方法求解最小化能量，最终生成目标区域的轮廓曲线。

&


"

　水平集泛函的离散化表示

在式（４）的水平集能量泛函中，前两项为图像区域信息，第
三项为轮廓曲线Ｃ的长度。分别对这三项进行离散化处理。
&


"


"

　区域项的离散化
设图像区域内的每一个像素ｐ＝（ｘ，ｙ）∈Ω，定义二值变量

ｘｐ的取值如下：

ｘｐ＝
１　φ（ｐ）＞０{０　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ （９）

代入式（４），则其前两项可离散化表示为
Ｆ（ｃ１，ｃ２，φ）＝λ１∑ｐ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜

２ｘｐ＋

λ２∑ｐ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜
２（１－ｘｐ）＋

μ∫∫Ωδ（φ（ｘ，ｙ））｜φ（ｘ，ｙ）｜ｄｘｄｙ （１０）

其中：ｃ１、ｃ２的离散化格式为

ｃ１＝
∑ｐｕ（ｘ，ｙ）ｘｐ
∑ｐｘｐ

（１１）

ｃ２＝
∑ｐｕ（ｘ，ｙ）（１－ｘｐ）
∑ｐ（１－ｘｐ）

（１２）

&


"


%

　长度项的离散化
１）ＣａｕｃｈｙＣｒｏｆｔｏｎ方程
微分几何中通常采用ＣａｕｃｈｙＣｒｏｆｔｏｎ方程求解曲线轮廓长

度的近似值［１３］。ＣａｕｃｈｙＣｒｏｆｔｏｎ方程的定义为
∫ＬｎＬｄＬ＝２‖Ｃ‖Ｅ （１３）

其中：‖Ｃ‖Ｅ为轮廓曲线 Ｃ的欧氏距离长度；ｎＬ是 Ｃａｕｃｈｙ
Ｃｒｏｆｔｏｎ方程在０～２π各个方向的直线Ｌ与轮廓线Ｃ相交的直
线集合的测度，其和等于轮廓曲线长度的２倍。用坐标系统表
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示直线集合，则平面上的直线 Ｌ，由从 Ｌ到坐标原点 Ｏ的距离
ｐ≥０，以及从原点出发垂直于 Ｌ的半直线与 ｘ轴的夹角
θ（０≤θ＜２π）所决定，因此可以用下面的集合代替平面上所有
直线的集合ｌ＝｛（ｐ，θ）∈Ｒ２；ｐ≥０，０≤θ＜２π｝，于是有

ｄＬ＝ｄｐｄθ （１４）

代入式（１３），得到与Ｃ相交的直线集合的测度为
∫∫ＬｎＬｄＬ＝∫∫ｎＬ（ｐ，θ）ｄｐｄθ＝２‖Ｃ‖Ｅ （１５）

以边的权值ｗｋ作为直线集合的测度，则轮廓曲线长度可
表示为

‖Ｃ‖Ｅ＝
１
２∑ｋｎｋ

δ２Δθｋ
｜ｅｋ｜

＝∑
ｋ
ｎｋｗｋ，ｗｋ＝

δ２Δθｋ
｜ｅｋ｜

（１６）

２）轮廓曲线离散化的近似表示
利用上述关于曲线离散化近似解的数学方程对水平集泛

函的第三项长度项进行离散化转换，首先计算ｗｋ：
ａ）根据像素关系构建直线网格图。如图２所示，设图像中

每个像素对应图中的一个节点，像素之间的相邻关系构成边，

根据ＣａｕｃｈｙＣｒｏｆｔｏｎ方程，曲线轮廓 Ｃ的长度近似等于与它交
叉的边的权值和。

ｂ）定义每个像素对应节点的８邻域系统。如图３所示，设

Δｐ取单位值，δ＝１，对于节点 ｐ的８个邻域节点，边 ｅ１～ｅ８的
长度分别定义为：｜ｅ１｜＝｜ｅ３｜＝｜ｅ５｜＝｜ｅ７｜＝１，｜ｅ２｜＝｜ｅ４｜＝

｜ｅ６｜＝｜ｅ８ 槡｜＝２。由式（１６）可知，节点到其邻域节点的权值
（即代价值）ｗ１～ｗ８分别为

ｗ１＝ｗ３＝ｗ５＝ｗ７＝
π
８ ，ｗ２＝ｗ４＝ｗ６＝ｗ８＝

π
槡８２

ｃ）计算ｎｋ。引进一个检测函数ｄ（ｐ，ｑ）用于检测两个像素
ｐ和ｑ之间的连线是否和轮廓曲线相交。由式（９）知，如果连
线与轮廓线相交，当且仅当 ｘｐ和 ｘｑ有不同的标号，检测函数
可以表示成如下格式：

ｄ（ｐ，ｑ）＝ｘｐ（１－ｘｑ）＋ｘｑ（１－ｘｐ） （１７）

ｄ）生成离散化轮廓曲线式。代入式（１６），轮廓线长度可
以表示为

‖Ｃ‖Ｅ＝ ∑ｐ，ｑ∈εｋ
ｗｋ（ｘｐ（１－ｘｑ）＋ｘｑ（１－ｘｐ）） （１８）

至此，基于图割的离散化能量最小化模型建成，其表达

式为

Ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝λ１∑ｐ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜
２ｘｐ＋

λ２∑ｐ｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜
２（１－ｘｐ）＋

μ∑
ｐ，ｑ∈εｋ

ｗｋ（ｘｐ（１－ｘｑ）＋ｘｑ（１－ｘｐ）） （１９）

&


%

　图表达式及证明

要利用图割方法求解水平集最小能量泛函，还需证明式

（１９）是可以用图表示的。关于图割方法中什么样的函数可以
用图表示，Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ和 Ｚａｂｉｈ［１４］进行了深入研究，并给出了
图割方法中关于二值能量函数的表达式及能量函数用图表示

需满足的条件。具体定义如下：

设｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，ｘｉ∈｛０，１｝是一个二值变量集合，则具

有ｎ个变量的二值函数（称为 Ｆ２类函数）的能量函数表达
式为

Ｅ（ｘ１，…，ｘｎ）＝∑ｉＥ
ｉ，ｊ（ｘｉ）＋∑ｉ＜ｊＥ

ｉ，ｊ（ｘｉ，ｘｊ） （２０）

函数Ｅ可以用图表示当且仅当它是一个正规函数，即 Ｅｉ，ｊ

的每一项满足以下不等式：

Ｅｉ，ｊ（０，０）＋Ｅｉ，ｊ（１，１）≤Ｅｉ，ｊ（０，１）＋Ｅｉ，ｊ（１，０） （２１）

现在证明式（１９）的能量函数是Ｆ２类函数，是可以用图表
示的。对应式（２０），式（１９）的能量函数可以改写为如下Ｆ２类
函数形式：

Ｅｐ（ｘｐ）＝λ１｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ１｜２ｘｐ＋

λ２｜ｕ（ｘ，ｙ）－ｃ２｜２（１－ｘｐ） （２２）

Ｅｐ，ｑ（ｘｐ，ｘｑ）＝（ｘｐ（１－ｘｑ）＋ｘｑ（１－ｘｐ））ｗｐｑ＝

（ｘｐ＋ｘｑ－２ｘｐｘｑ）ｗｐｑ （２３）

显然式（２２）（２３）符合式（２０）中 Ｆ２类函数的定义，现在
验证其满足式（２１）的正规函数条件。

证明　由式（２３）可知：
ａ）Ｅｐ，ｑ（０，０）＝Ｅｐ，ｑ（１，１）＝０；
ｂ）因为ｗｋ总是正的，有

Ｅｐ，ｑ（０，１）≥０和Ｅｐ，ｑ（１，０）≥０

所以 Ｅｐ，ｑ（０，０）＋Ｅｐ，ｑ（１，１）≤Ｅｐ，ｑ（０，１）＋Ｅｐ，ｑ（１，０）

式（１９）满足式（２１）的正规函数条件，该函数是可以用图
表示的。

至此，完成了基于图割方法的水平集泛函离散化表示，形

成了以式（１９）为数值方程的新的能量最小化模型。该模型可
根据像素标号和权值求解最小化能量。

&


&

　算法实现步骤

本文算法的核心是利用图割方法对水平集能量泛函进行

优化，形成新的最小化能量模型。算法的实现从水平集初始轮

廓定义开始，之后建立并调用式（１９）的能量最小化模型，再利
用图割方法，通过遍历图中的每个节点及其邻域节点的代价

值，求解最小化能量。

模型的建立需首先将图像映射为图，利用像素标号及其邻

域像素间关系构建图的顶点和边，依据像素属性确定边权值，

生成离散化最小能量函数 Ｆ，求解 Ｆ并将其作用于轮廓曲线，
依据新的轮廓曲线与图中边的交叉情况重新确定每个节点的

像素标号值，再根据式 （１１）（１２）修改ｃ１和ｃ２，重新计算最小
能量函数，循环迭代直至满足能量函数的收敛条件，得到目标

轮廓。算法的具体流程如图４所示。

'

　实验验证与效果分析

算法应用于普通图像、临床 ＭＲＩ肝脏图像和牙菌斑口腔
图像，并和 ＣＶ模型的分割效果进行对比。本文以三幅图像
为例，说明本文建立的最小化能量模型的有效性，算法参数选

取依据文献［９］并结合医学图像特征选择较小的μ值，分别为

λ１＝λ２＝１，μ＝０．２。运行效果如图５～７所示。其中（ａ）为原
图像；（ｂ）为初始轮廓，本文采用用户自定义方法设定初始轮
廓为矩形；（ｃ）（ｄ）和（ｅ）（ｆ）分别为 ＣＶ模型和本文模型的迭
代和分割效果图。从图中可以看出，本文算法对初始轮廓的敏

感性、弱边界的识别以及运行速度方面都具有良好的鲁棒性。

图５是一个简单的灰度图像，由于初始轮廓的设置导致

·３８３４·第１１期 兰　红，等：基于图割优化的能量最小化模型图像分割方法 　　　



ＣＶ模型对于底部的边缘识别出现了误差，说明ＣＶ模型对初
始轮廓的位置还是具有一定的敏感性。本文算法较好地解决

了这个问题。

图６和７的数据来源于临床研究的科研数据库。其中图
６为ＭＲ腹部肝脏图像的分割，图 ７为牙菌斑口腔图像的
分割。

从图６、７可以看出，ＣＶ模型对于模糊边界的分割还存在

一定的不足，对于像素非常接近的目标和背景边界很难实现目

标区域的有效划分，本文提出的能量最小化模型继承了图割优

化技术的稳定性和对初始轮廓的不敏感性，在运行速度和分割

精度上都有明显改善。本文算法应用于多个临床病例图片，对

有病灶的肝脏图像以及牙菌斑图像分割效果较其他算法明显。

实验证实本文提出的能量最小化模型算法能有效地提高上述

两类医学图像的分割精度。

(

　结束语

本文介绍了一个基于图割优化的能量最小化模型。该模

型将水平集和图割方法相结合，将图像分割转换为图的最小

割，将ＣＶ模型的能量函数离散化，从而形成离散化最小能量
模型。基于新模型的图像分割利用图割代替梯度下降法实现

能量函数最小化。实验结果证明，新算法具有更高的稳定性和

鲁棒性，结果完全独立于初始轮廓，与传统的使用梯度下降的

方法相比，速度上也有很大提高。本文进一步的研究将集中在

图割优化解决多项分割问题等方面。
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