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摘　要：压缩传感是一种新的信息获取理论，它突破了传统的采样理论，将数据采集和压缩合二为一，再利用重
构算法将原始数据恢复。为了能够得到更好的压缩传感重构效果，把流形学习的思想和方法与压缩传感相结

合，提出了一种基于参数化流形学习的压缩传感重构方法。实验结果表明，提出的方法对自然图像进行重构取

得了很好的效果，充分验证了基于参数化流形学习的压缩传感重构方法的有效性。
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　引言

在信号处理领域，压缩传感（ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ）理论吸
引了一些相关研究人员的关注。该理论是在对信号获取的同

时，同步对数据进行适当的压缩处理，而传统的信号获取和处

理过程主要是包括采样、压缩、传输和解压缩这四个方面。其

采样过程也必然要受到奈奎斯特采样频率的限制，采样的数据

量大，先采样再压缩浪费了大量传感元、存储时间以及存储空

间。并且压缩传感理论采用非自适应性线性投影来获取原始

信号的信息，然后通过数值优化问题来重构原始信号，这使得

压缩采样的数据量远远小于传统采样理论所需要的数据量。

这些是压缩传感在信号处理领域中有着突出的优点以及广阔

的应用前景的根本原因［１～３］。

近年来流形学习的理论因其巨大的应用价值越来越受到

了广泛的重视，如何把流形学习的理论和方法应用到压缩传感

中，提高压缩传感的效率和质量，使信号和图像能够更好地进

行压缩传感重构是一个重要的研究方向［４～６］。

本文针对图像块具有的低维流形特性，在压缩传感中应用

参数化流形学习的方法，提出了一种基于参数化流形学习的压

缩传感重构算法。

"

　图像块的流形模型

假设Ｍ是一个Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑空间，假如对于Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓
扑空间Ｍ中的每一个点 ｘ，都会有一个开邻域 ＵＭ存在，使
其满足开邻域 Ｕ和 ｄ维欧几里德空间 Ｒｄ中的某一个开子集
具有同

"

的关系，那么此时就把Ｍ称为维数是ｄ的拓扑流形，
或简称为ｄ的维流形［７］。

假设数据是采样于一个低维流形上，该低维流形位于一个

高维的欧几里德空间中，所谓的流形学习就是要从观测的高维

数据中发现其潜在的低维流形结构，并构造出从高维空间嵌入

到低维空间的一个非线性映射，从而实现数据可视化和维数约

简的目的。

对于从一幅图像中抽取的宽度为τ＞０的图像块ｐｘ（ｆ），其

中ｆ∈Ｌ２（［０，１］ｄ），ｘ∈［０，１］ｄ，可以表示成

ｐｘ（ｆ）（ｔ）＝ｆ（ｘ＋ｔ）　ｔ∈［－τ／２，τ／２］ｄ （１）

其中，ｘ表示块ｐｘ（ｆ）的中心；τ表示对块大小的控制。

一个信号集合ΘＬ２（［０，１］ｄ）包含了研究者关心的典型
数据，与这个集合相关联的块流形可以表示成

Ｍ＝｛ｐｘ（ｇ）＼ｘ∈［０，１］ｄ，ｇ∈Θ｝ （２）
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为了更好地对图像进行重构，在实验中需要对训练和测试

的图像进行分块处理，得到每一个小块，再对分得的图像块进

行随机投影重构。对于图像本身来说，已经得到证明其具有非

常复杂的非线性流形结构，但是当把图像分割成适当的小块

后，因为此时每一个分割后的图像块一般都只具有一些非常简

单的几何结构（如低秩结构，如轮廓段和结构纹理等），所以可

以把它们嵌入到潜在的低维流形中，也就是说，图像块本身具

有很好的低维流形特性［８］。可以把 ｐｘ（ｆ）看做是 Ｄ维欧几里
德空间中的点，把从自然图像库训练的图像块所构成的拓扑空

间记作Ｍ，设Ｍ的维数为 ｄ，则 Ｍ就是一个 ｄ维的流形，图像
块ｐｘ（ｆ）是属于流形Ｍ的。

实验中正是运用图像块的这种低维流形特性，首先对自然

图像库进行训练得到流形Ｍ，再对Ｍ进行随机投影处理，得到
投影后的流形空间Ｍ１，则 Ｍ和 Ｍ１是同构的。对于测试的图
像进行分块处理得到测试的图像块ｐｘ（ｆ），再对ｐｘ（ｆ）进行随机
投影得到观测值ｐｘ（ｇ），则ｐｘ（ｆ）和ｐｘ（ｇ）也具有同构的关系。
如果ｐｘ（ｆ）属于 Ｍ，则可以得到 ｐｘ（ｇ）是属于 Ｍ１的。利用 Ｍ
和Ｍ１以及ｐｘ（ｆ）和ｐｘ（ｇ）具有相同的同构关系，求出ｐｘ（ｇ）在
流形 Ｍ１上的投影，利用相应 Ｍ上的投影值就可以重建
ｐｘ（ｇ），进而对测试的图像进行重构。

&

　图像块聚类

在参数化流形学习的过程中，图像块的聚类是非常关键的

一步，聚类效果的好坏最终影响图像重构的效果。聚类是将物

理或抽象对象的集合分成由类似的对象组成的多个类的过程，

它是一种常见的数据分析工具。图像块本身具有低维流形特

性，实验也表明一般的线性聚类算法（如 Ｋ均值聚类算法）都
难以达到理想的聚类效果。在最近这几年，谱聚类的方法得到

了更为广泛的应用，因为谱聚类方法与传统的聚类方法相比

较，具有能够在任意形状的样本集空间上聚类且收敛于全局最

优解的优点。

谱聚类方法在进行聚类时，首先是以所要聚类的对象集为

顶点集来构造一个赋权图，然后通过分析比较一个与这个图相

关联的矩阵的特征值和特征向量从而得到聚类的效果。因此

谱聚类方法形式简单，同时可以处理非常复杂的数据类型［９］。

但由于实验中训练的图像块样本的数目巨大，使用谱聚类算法

会产生内存空间不足的问题。例如，要存储１０６个图像块样
本，经计算大约需要８ＴＢ的内存，这大大超出计算机的内存空
间。所以在实验中采用的方法是将相似度矩阵稀疏化处理来

减少内存的使用。

实验中采取ｔ最近邻的方法，当且仅当ｉ是ｊ的ｔ最近邻时
保留Ａｉｊ的值。一般情况下 ｔ是一个很小的整数。可以清楚地
看到，当图像块样本大小为 ｎ时，谱聚类存储相似度矩阵占用
的内存为Ｏ（ｎ２），采用相似度矩阵稀疏化之后的谱聚类算法存
储相似度矩阵占用的内存为 Ｏ（ｎｔ），大大减少了内存的使用。
改进后的谱聚类算法的主要步骤如下：

ａ）计算相似度矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｎ，其中Ａｉｉ＝０，当ｉ≠ｊ时。

Ａｉｊ＝ｅｘｐ（－
‖ｘｉ－ｘｊ‖２２
σ２

） （３）

ｂ）将相似度矩阵进行稀疏化处理，得到稀疏矩阵Ａ。
ｃ）构建拉普拉斯特征矩阵 Ｌ＝Ｄ－１／２ＡＤ－１／２，其中 Ｄ为对

角矩阵，可以把Ｄ定义为

Ｄｉｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ａｉｊ （４）

ｄ）找到Ｌ最大的ｋ个特征值（λ１≥…≥λｃ）和对应的特征

向量（ｆ１，…，ｆｃ），构造矩阵Ｆ＝（ｆ１，…，ｆｃ）∈Ｒ
ｎ×ｃ。

ｅ）对矩阵Ｆ进行单位化处理，即有

Ｆｉｊ＝Ｆｉｊ／（∑
ｍ

ｊ＝１
Ｆ２ｉｊ）１／２ （５）

ｆ）将 Ｆ
－
中的每一行视为Ｒｋ空间中的一个点，使用 ｋ均值

算法，划分为ｍ个簇，如果 Ｆ
－
矩阵中的第ｉ行属于第ｊ个簇，则

ｘｉ也属于第ｊ个簇。
在实验中用相似度矩阵稀疏化的谱聚类算法对训练的图

像块进行聚类，实验把图像块聚成１００类，其中的部分聚类结
果如图１所示，从聚类结果可以看出，此方法取得了比较好的
效果。

'

　参数化流形学习压缩传感重构

'


"

　参数化流形学习

对整幅图像投影计算会产生巨大的计算量，因此需要研究

针对给定图像中的每个小块的算法。一般情况下，投影计算很

容易受到噪声的影响；另外，随着抽样率的减小，图像重构质量

会受到巨大的影响。针对这些问题，本文研究出了针对图像块

流形模型的参数化方法，采用计算有效的算法代替投影算子，

使用如ＬＬＥ和Ｉｓｏｍａｐ等算法来建立流形，但有很多的问题和
注意事项，使这些算法不能很好的使用。ａ）当抽样数目很大
时这些算法在建立流形时会产生非常大的计算复杂度；ｂ）对
于寻找训练数据库之外的图像块参数的样本外扩展问题不能

得到很好解决。本文采用一种更加容易的参数化流形学习方

法，对于块流形抽样率很高时也能够有效计算。

非线性流形 Ｍ可用 ｋ个线性子流形（线性子空间）Ｍ１，
Ｍ２，…，Ｍｋ逼近。一般情况下，这种假设都是合理的，只要线
性子流形的数量足够多，则它们可以无限逼近 Ｍ。流形 Ｍ可
以通过它的偏移量 μｉ和标准正交基向量 Ｖｉ来表示。流形上
的每一块被它子空间上的坐标参数化，如一个图像块ｐ的参数
化可以表示成：

ψ（ｐ）＝（ｉ
＾
，α
＾
）＝ａｒｇｍｉｎ

ｉ，α
‖ｐ－μｉ－Ｖｉα‖２ （６）

通过两步在训练集中学习这种参数化流形。对于所训练

图像块的集合 Ｄ＝｛ｘｉ｝，把所有的图像块聚成 ｋ类（实验中 ｋ
取１００），每个聚类中心都与子空间的偏移量 μｉ相关联。在每
次聚类时，先计算出每个图像块的本征维数，然后使用ＰＣＡ变
换建立最优正交基。对于每一个测试的图像块，流形上与它最

近的图像块通过两步建立：ａ）通过计算它与所有聚类中心的
距离，得到与它距离最近的聚类中心；ｂ）一旦这个最近聚类中
心被建立，就可以把图像块投影到与最近的聚类中心相对应的

那个聚类子空间上［１０］。例如，对于一个测试的图像块 ｐ，通过

·０６１４· 计 算 机 应 用 研 究 　 第２９卷



式（７）计算最近的聚类中心：

ｉ
＾
＝ａｒｇｍｉｎ

ｉ
‖ｐ－ｕｉ‖

α
＾
＝ＶＴｉ^（ｐ－ｕｉ^

{
）

（７）

投影算子通过式（８）进行建立：

ＰｒｏｊＭ（ｐ）＝ｕｉ^＋Ｖｉ^α
＾

（８）

其中，α
＾
由式（７）计算得到。通过这种参数化流形学习的方法

就可以求出每个图像块在其所在的流形空间上的投影。

'


&

　重构算法实现

基于参数化流形学习的压缩传感重构算法实现步骤如下：

ａ）训练非线性流形 Ｍ，然后用相似度矩阵稀疏化的谱聚
类方法对Ｍ进行聚类，把Ｍ分成Ｊ个子流形（本实验中取Ｊ＝
１００），即有Ｍ＝Ｍ１∪Ｍ２∪…∪ＭＪ。

ｂ）对非线性流形Ｍ进行随机投影，得到投影后的非线性
流形ＭＰ，即有ＭＰ＝ＭＰ１∪ＭＰ２∪…∪ＭＰＪ。

ｃ）对要测试的图像Ｘ进行分块处理，然后进行投影，得到
每一块ｘ的观测值 ｘｐ，根据参数化流形学习的方法，采用式
（７）（８）把ｘｐ向非线性流形 ＭＰ上进行投影，得到每个观测值

在ＭＰ上的投影值ｘ
１
ｐ。

ｄ）将ｘ１ｐ向集合Ｃ＝｛ｘ
１
ｐ：‖ｙ－Φｘ

１
ｐ‖

２
２≤ε１｝投影得到

ｘ２ｐ＝ｘ１ｐ＋ΦＴ（ｙ－Φｘ１ｐ）

ｅ）把ｘ２ｐ重新组合成新的图像 Ｘ１，再对 Ｘ１进行分块处理，

把它分成具有重叠的图像块，得到每一块 ｘ３ｐ，用参数化流形学

习的方法把ｘ３ｐ向非线性流形Ｍ上进行投影，得到投影值ｘ
４
ｐ。

ｆ）把ｘ４ｐ重新组合成新的图像Ｘ２，再对Ｘ２进行分块处理得

到ｘ５ｐ，令ｘ
５
ｐ→ｘ

１
ｐ，转到 ｄ）迭代循环。实验中设置循环次数为

１２０次，最后得到重构的图像 珔Ｘ＝Ｘ２。

(

　实验结果

为了比较算法的性能，本章选择尺寸为５１２×５１２的标准
二维图像Ｌｅｎａ和尺寸为２５６×２５６的标准二维图像ｈｏｕｓｅ进行
实验。

图２是采用基于参数化流形学习的压缩传感重构方法
（以下简称参数化方法）和压缩传感重构算法中效果比较好的

ＳＬ０方法［１１］分别对Ｌｅｎａ图像进行重构的对比结果。实验中为
了便于观察，只是显示了 Ｌｅｎａ图像局部区域的放大效果。比
较图２（ｂ）（ｃ）可以清楚地看到，在抽样率为０．２时，采用 ＳＬ０
方法重构的图像具有明显的块效应，重构的图像也比较模糊；

采用参数化方法重构的图像的块效应得到明显的改善，同时也

比采用ＳＬ０方法重构的图像清晰。比较图２（ｄ）（ｅ），在抽样率
为０．３时，随着抽样率的增加，重构图像变得清晰，应用ＳＬ０方
法重构的图像依然具有块效应，采用参数化算法重构图像的块

效应得到改善。在图２（ｇ）中，当抽样率为０．４时，采用参数化
方法基本上消除了分块重构图像的块效应，同时重构的图像也

变得非常清晰。

图３是对ｈｏｕｓｅ图像采用参数化方法与 ＳＬ０方法重构效
果的比较。比较图３（ｂ）和（ｃ）可以明显地看到，采用ＳＬ０方法
重构的ｈｏｕｓｅ图像的边缘区域非常模糊，具有明显的锯齿效
应；而采用参数化方法重构的图像比较清晰，锯齿效应得到很

大的改善，特别是对于屋顶的右侧部分边缘区域基本消除了锯

齿效应。比较图３（ｄ）（ｅ），在抽样率为０．３时也具有相似的效

果。从图３（ｇ）中可以看到，当抽样率为０．４时，采用参数化方
法基本上消除了重构图像边缘区域的锯齿效应，重构的图像变

得非常清晰。

表１是实验中对Ｌｅｎａ和ｈｏｕｓｅ图像分别采用参数化方法
和ＳＬ０方法进行重构，在不同抽样率下的重构图像的 ＰＳＮＲ。
从表１中的数据可以清楚地看到，采用参数化方法重构的图像
比采用ＳＬ０方法重构的图像的 ＰＳＮＲ值提高了很多。以 Ｌｅｎａ
图像为例，在抽样率为０．２时，ＰＳＮＲ提高了２ｄＢ；在抽样率为
０．３时，ＰＳＮＲ提高了１．３４ｄＢ；在抽样率为０．４时，ＰＳＮＲ提高
了０．６９ｄＢ；在抽样率为０．５时，ＰＳＮＲ提高了０．７４ｄＢ。对于
尺寸为２５６×２５６的ｈｏｕｓｅ图像，在抽样率为０．２时，ＰＳＮＲ提高
了２．４９ｄＢ；在抽样率为０．３时，ＰＳＮＲ提高了１．８３ｄＢ；在抽样
率为０．４时，ＰＳＮＲ提高了１．１３ｄＢ；在抽样率为０．５时，ＰＳＮＲ
提高了０．８４ｄＢ。在各种情况下，采用参数化方法与采用 ＳＬ０
方法相比，ＰＳＮＲ值都得到了明显的提高，从而充分验证了参
数化算法的有效性。

表１　两种重构方法ＰＳＮＲ的比较 ／ｄＢ

图像 方法
抽样率

２０％ ３０％ ４０％ ５０％

Ｌｅｎａ
ＳＬ０ ２９．６５ ３２．６０ ３４．４３ ３６．１８

参数化方法 ３１．６５ ３３．９４ ３５．１２ ３６．９２

ｈｏｕｓｅ
ＳＬ０ ２９．７７ ３２．７３ ３４．６６ ３６．９０

参数化方法 ３２．２６ ３４．５６ ３５．７９ ３７．７４

)

　结束语

本文研究了图像块流形模型和图像块本身所具有的低维

流形特性，然后对训练的图像块进行聚类，提出了图像块在流

形上投影的新的计算方法，即参数化流形学习方法；并把参数

化流形学习方法同压缩传感相结合，提出了一 （下转第４１７９页）
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表３　改进ＭＭＡＳ及本文算法结果比较

ＣＩ／ＣＴ１比
方案总费用

改进ＭＭＡＳ 本文算法
费用节省／％

１０／１０ ５２１１．２ ４２９２．５７ １７．６３

１０／７ ４８７７．８４ ３７３７．１１８ ２３．３９

１０／４ ４５４４．４８ ３２５７．１２ ２８．３３

１０／１ ４２１１．１２ ２１８３．２６ ４８．１５

　　由表２和表３可得，在相同 ＣＩ／ＣＴ１比的情况下，将本文算
法与仅仅用改进ＭＭＡＳ算法求解的结果相比，当ＣＩ／ＣＴ１取１０／
１０、１０／７、１０／４、１０／１时，总费用分别节省了１７．６３％、２３．３９％、
２８．３３％、４８．１５％；也可以由图４得，随着 ＣＩ／ＣＴ１比值从１０／１０
到１０／１逐渐增大，本文算法节省的费用也逐渐上升。在实际
运用中，根据不同公司、不同车间的ＣＩ／ＣＴ１比，可以求得不同的
配送方案，高频次小批量配送或大批量低频次配送，令配送的

整体费用最小。综上，本文的算法对于解决循环配送问题是有

效的，结果优于改进的ＭＭＡＳ。

)

　结束语

本文主要研究了车间物料循环配送规划问题，建立基于

ｂｉｌｅｖｅｌ规划数学模型，并以基于２ｏｐｔ改进的ＭＭＡＳ的双层迭
代算法求解物料循环配送量、周期和路径，针对不同公司或不

同车间的具体情况，以库存费用和运输费用的比值为因子，对

算法结果进行分析。相比于ＩＭＭＡＳ，本算法引进了线旁库存，
首创性地提出了确定配送周期的策略，结合下层车辆路径模型

进行迭代求解，结果表明费用节省显著，显示了本算法的优越

性，为实际物料配送等提供了实用价值。进一步地，可以针对

更大规模的问题，结合供应链上下游，快速解出最优配送周期、

配送量和最优配送路径。
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