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基于特征值分解的循环平稳

离散时间信号的盲分离

邱意敏，周　力
（安徽工程大学 电气工程学院，安徽 芜湖 ２４１０００）

摘　要：盲分离的目的是从观测到的混叠信号中恢复出各个未知的源信号，现今的很多方法都是利用了信号时
域表示的某些统计特性来解决这个问题。从信号频域分析的角度提出了一种利用信号的循环平稳特性来处理

离散时间信号的频域盲分离方法。该方法构造两个二阶统计矩阵的乘积，并对该乘积矩阵进行特征值分解，从

而实现源信号的分离；同时，还对特征值分解的条件进行了分析。该方法在低维信号的情况下可以取得相当满

意的分离效果，仿真结果表明该方法具有良好的性能。
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　　众所周知，独立源瞬时混叠信号的盲分离可利用源信号的
非高斯性、时间相关性或非平稳性来实现。在文献［１］中，将
观测到的信号拆分为两个子区间，然后在这两个子区间内对数

据的协方差矩阵联合对角化。文献［２］应用的也是类似的算
法，只是从两个协方差矩阵推广到了多个协方差矩阵。文献

［３］利用神经网络消除了任意时刻输出零延时的互相关性来
实现盲分离。文献［４］中提出的方法是基于信号非平稳性的
最大化，非平稳性可以通过一组混叠信号的交叉累积量来度

量。以上提到的这些方法都是在时域中进行盲分离的方法，并

且对相应统计量的估计要求它们在一定的时间区间内保持不

变。这就意味着源信号关于该统计量是分段平稳的［５］，但是

这种假设并不适用于实际的信号。

本文提出了一种在频域中利用零均值、互不相关的实值源

信号循环平稳性的盲分离方法，这种方法更加实际。此方法构

造两个二阶统计量矩阵的乘积，并对该乘积矩阵进行特征值分

解以实现信号分离；同时，还对特征值分解的条件进行了分析。

仿真结果表明，这种频域盲源分离方法具有良好的性能。

"

　问题描述

一个无噪且混叠信号和源信号数目相同的线性瞬时混叠

的盲分离模型可以表述如下［６，７］：

ｘ（ｎ）＝Ａｓ（ｎ）　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１）

其中：ｘ（ｎ）＝［ｘ１（ｎ），ｘ２（ｎ），…，ｘＫ（ｎ）］
Ｔ和 ｓ（ｎ）＝［ｓ１（ｎ），

ｓ２（ｎ），…，ｓＫ（ｎ）］
Ｔ分别是观测信号序列和源信号序列，Ａ是

一个未知的混叠矩阵。假设源信号是零均值的实值信号，混叠

矩阵Ａ是非奇异的，且式（１）中的源信号向量 ｓ（ｎ）的各个成

分ｓｉ（ｎ）是相互独立的，即
Ｅ［ｓｉ（ｎ１）ｓｊ（ｎ２）］＝０　ｉ≠ｊ，ｎ１，ｎ２ （２）

整个混合过程如图１所示。

盲分离的目标是找到一个分离矩阵（混合矩阵的逆估计）

Ｗ，其包含了排列和比例的不确定性［８］。换句话说，本文想要

得到
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ｙ＝ＷＡｓ＝Ｇｓ （３）

使得全局矩阵Ｇ接近一个置换矩阵。

&

　频域分离算法

这里提出的方法适用于以下情形：只能获得一组观测信号

的实现，源信号是循环平稳的，从而混叠信号也是循环平稳的。

因此，在每个循环平稳周期内的混叠信号可被看做是观测信号

的一组独立的实现。在这种情况下，通过将观测信号拆分为若

干个时间区间，并且每个区间都是循环平稳周期的整数倍，这

样就可得到若干个混叠信号的实现。这种情况在现实中较为

常见，例如在无线通信中，数字调制信号通常就是循环平稳

的［９］。

针对循环平稳信号提出的盲分离算法步骤如下：

ａ）拆分观测信号。如果源信号 ｓｉ是循环平稳的，并且循

环平稳周期为ＴＳｉ，那么观测信号也是循环平稳的，各个观测信

号间的公共循环平稳周期Ｔ等于ＴＳｉ的最小公倍数。将循环平

稳的观测信号ｘｉ（ｎ）拆分为Ｌ个子区间，第Ｌ个子区间中的分

量记为ｘｉ，ｌ（ｎ），ｌ＝１，２，…，Ｌ。因此，选择的子区间最好是公共

周期Ｔ的整数倍。

如果ＴＳｉ是未知的，可以利用一些预处理的方法从观测信

号中估计出公共的循环平稳周期；如果ＴＳｉ不是整数，可使得一

个子区间包含多个公共的循环周期，因为最后一个不完整的周

期对时间平均值的影响可忽略不计。本文仅考虑ＴＳｉ是整数的

情形，这样就能通过Ｌ＝Ｎ／ｋＴ得到子区间的数量，这里的 ｋ是
整数。

ｂ）作傅里叶变换。对随机过程ｓｉ（ｎ）和ｘｉ（ｎ）作傅里叶变

换，如下所示：

Ｓｉ（ω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｓｉ（ｎ）ｅ－ｊωｎ

和

Ｘｉ（ω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘｉ（ｎ）ｅ－ｊωｎ （４）

这里分别定义 Ｓ（ω）＝［Ｓ１（ω），Ｓ２（ω），…，ＳＫ（ω）］
Ｔ和

Ｘ（ω）＝［Ｘ１（ω），Ｘ２（ω），…，ＸＫ（ω）］
Ｔ。从式（１）中可以得到

Ｘ（ω）＝ＡＳ（ω） （５）

根据零均值源信号Ｓｉ（ω）的不相关性可以得到

Ｅ［Ｓｉ（ω１）Ｓｊ（ω２）］＝Ｅ［Ｓｉ（ω１）Ｓｊ（ω２）］＝０

ｉ≠ｊ，ω１，ω２ （６）

其中：Ｓ（ω）是Ｓ（ω）的共轭复数。

在实际计算中，对每个 ｘｉ，ｌ（ｎ）均作傅里叶变换，以得到

Ｘｉ，ｌ（ω）（ｌ＝１，２，…，Ｌ）。对于每个子区间 ｌ，形成向量

Ｘｌ（ω）＝［Ｘ１，ｌ（ω），Ｘ２，ｌ（ω），…，ＸＫ，ｌ（ω）］
Ｔ，此向量包含该子区

间中所有观测信号的傅里叶变换。

ｃ）计算观测信号的统计量矩阵。根据文献［１０］可以定义

复杂向量Ｓ（ω）协方差矩阵和伪协方差矩阵分别为 ＲＳ（ω）和

ＱＳ（ω），它们可以通过下式得到

ＲＳ（ω）＝Ｅ［Ｓ（ω）ＳＨ（ω）］

和

ＱＳ（ω）＝Ｅ［Ｓ（ω）ＳＴ（ω）］ （７）

其中：ＳＴ（ω）和ＳＨ（ω）分别表示Ｓ（ω）的转置矩阵和Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
转置矩阵。

频域范围内的盲源分离方法的实现需要对观测信号的频

域函数求期望。在得到矩阵Ｘｌ（ω）后，可以通过对Ｌ个子区间

上所有的Ｘｌ（ω）Ｘ
Ｈ
ｌ（ω）和Ｘｌ（ω）Ｘ

Ｔ
ｌ（ω）求平均，分别计算出观

测信号Ｘ（ω）的协方差矩阵ＲＸ（ω）和伪协方差矩阵ＱＸ（ω）：

ＲＸ（ω）＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｘｌ（ω）ＸＨｌ（ω）

和

ＱＸ（ω）＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｘｌ（ω）ＸＴｌ（ω） （８）

ｄ）特征值分解。在该步中需要计算出矩阵 Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ
（ω）的特征向量。

从式（５）中可以得到
ＱＸ（ω）＝Ｅ［Ｘ（ω）ＸＴ（ω）］＝

ＡＥ［Ｓ（ω）ＳＴ（ω）］ＡＴ＝

ＡＱＳ（ω）ＡＴ （９）

和

ＲＸ（ω）＝Ｅ［Ｘ（ω）ＸＨ（ω）］＝

ＡＥ［Ｓ（ω）ＳＨ（ω）］ＡＨ＝

ＡＲＳ（ω）ＡＴ （１０）

这里，考虑Ａ是实数矩阵，ＲＳ（ω）是非奇异的，例如，如果

Ｅ［｜Ｓｉ（ω）｜
２］≠０，ｉ，然后用式（１０）的逆矩阵左乘式（９）：

Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）＝

（ＡＲＳ（ω）ＡＴ）－１ＡＱＳ（ω）ＡＴ＝

（ＡＴ）－１Ｒ－１Ｓ （ω）ＱＳ（ω）ＡＴ （１１）

其中，根据上一节中对源信号的假设，Ｒ－１Ｓ （ω）ＱＳ（ω）是一个

对角矩阵。在此情况下对Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）进行特征值分解：
Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）＝ＶΛＶ－１ （１２）

其中：Λ是由特征值组成的对角矩阵，Ｖ的列向量是相应的特
征向量。

比较式（１１）和（１２）发现，式（１１）也是 Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）的

特征值分解式，且对角线各元素就是 Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）特征值。
如果每个特征值的代数重数为１，那么每个特征值对应的特征
空间的维数也为１。也就是说，如果矩阵 Ｒ－１Ｘ （ω）ＱＸ（ω）有 Ｋ
个明显的特征值，即

Ｅ［Ｓ２ｉ（ω）］
Ｅ［｜Ｓｉ（ω）｜２］

≠
Ｅ［Ｓ２ｊ（ω）］
Ｅ［｜Ｓｊ（ω）｜２］

　ｉ≠ｊ （１３）

那么包含在排列和比例不确定性的情况下，Ｖ列与（ＡＴ）－１的
列相等，也即Ｖ＝（ＡＴ）－１ＤＰ１，其中，Ｄ是对角矩阵，Ｐ１是置换

矩阵。同时，ＶＴ＝ＰＴ１Ｄ
ＴＡ－１＝ＰＤＡ－１也成立，其中 Ｐ＝ＰＴ１是

一个置换矩阵。因此，可以将式（１３）当做识别条件。如果在
某频率点ω１这个识别条件满足，那么对 Ｒ

－１
Ｘ （ω１）ＱＸ（ω１）进

行特征值分解可得到矩阵 Ｖ，它的转置矩阵 ＶＴ在包含排列和
比例不确定性的情况下等于分离矩阵Ａ－１。

当Ａ是实值矩阵时，计算矩阵ＶＴ的实数部分，能得到
ＶＴ＝ＰＤＡ－１＝Ｐ（ＤＲ＋ｊＤＩ）Ａ－１ （１４）
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这里，Ｄ＝ＤＲ＋ｊＤＩ是一个复值对角矩阵，其中实数部分为ＤＲ，

虚数部分为ＤＩ。显然，Ｒ｛Ｖ
Ｔ｝＝ＰＤＲＡ

－１。从而可以得到分离

矩阵Ｗ和矩阵Ａ－１是等价的，即
Ｗ＝ＰＤＲＡ－１＝Ｒ｛ＶＴ｝ （１５）

因此，就能用下式估计出源信号（包含排列和比例不确定性）：

ｓ
＾
（ｎ）＝Ｗｘ（ｎ）＝Ｒ｛ＶＴ｝ｘ（ｎ）＝

ＰＤＲＡ－１ｘ（ｎ）＝ＰＤＲｓ（ｎ） （１６）

ｅ）选择分离频率。
定理１　如果平稳源信号的数目超过１个，那么将无法通

过所提出的特征值分解的方法实现信号的分离。

证明　很容易证明若 ｓ（ｎ）是一个实数平稳源信号，其傅
里叶变换是Ｓ（ω），那么对于 ω≠ｋπ，ｋ是整数［１１］，Ｅ［Ｓ２（ω）］
＝０。因此，对于实值平稳源信号ｓｉ（ｎ）和ｓｊ（ｎ）则有

Ｅ［Ｓ２ｉ（ω）］
Ｅ［｜Ｓｉ（ω）｜２］

＝
Ｅ［Ｓ２ｊ（ω）］
Ｅ［｜Ｓｊ（ω）｜２］

　ｉ≠ｊ （１７）

因为式（１７）的两边均等于０。进一步说，当ω＝ｋπ时，ｅ－ｊｋπｎ

是实数，故实数信号的傅里叶变换也是实数，那么就有 Ｅ［Ｓ２ｉ
（ｋπ）］＝Ｅ［｜Ｓｉ（ｋπ）｜

２］的结论，进而式（１７）的两边均等于１。
上述定理指出应用上述算法的必要条件是至多有一个源

信号是平稳的，否则，条件式（１３）不能被满足。因此，得到分
离频率ω１的一个约束条件，即ω１≠ｋπ。

接下来讨论分离频率可行的选择。从离散时间信号的傅

里叶变换式的定义可知式（１８）成立。

Ｅ［Ｓ２（ω）］＝ ∑
∞

ｎ１＝－∞
∑
∞

ｎ２＝－∞
Ｅ［ｓ（ｎ１）ｓ（ｎ２）］ｅ

－ｊω（ｎ１＋ｎ２） （１８）

如果ｓ（ｎ）是一个周期为ＴＳ的循环平稳信号，它的自相关
函数是以ＴＳ为周期的周期函数，则能得到

Ｅ［Ｓ２（ω）］＝

∑
∞

ｎ１＝－∞
∑
∞

ｎ２＝－∞
Ｅ［ｓ（ｎ１＋ＴＳ）ｓ（ｎ２＋ＴＳ）］ｅ

－ｊω（ｎ１＋ｎ２） （１９）

使用新的变量ｍ１＝ｎ１＋ＴＳ和ｍ２＝ｎ２＋ＴＳ，式（１９）可以写成
Ｅ［Ｓ２（ω）］＝

∑
∞

ｍ１＝－∞
∑
∞

ｍ２＝－∞
Ｅ［ｓ（ｍ１）ｓ（ｍ２）］ｅ－ｊω（ｍ１－ＴＳ＋ｍ２－ＴＳ） （２０）

也即

Ｅ［Ｓ２（ω）］（１－ｅｊ２ωＴＳ）＝０ （２１）

因此，如果ｓ（ｎ）是循环平稳信号，那么等于非零值时是满
足条件 ｅｊ２ωＴＳ＝１的解，也就是 ω＝ｋπ／ＴＳ＝ｋωＳ／２，其中 ｋ是
整数。

对于具有循环平稳频率ωｓｉ的Ｋ个循环平稳源信号ｓｉ（ｎ），

条件式（１３）成立仅当 ω１＝ｋωｌ／２，其中 ｋ是整数，ωｌ是其余
Ｋ－１个循环平稳频率的最小公倍数。这是因为，如果 ω１≠

ｋωｌ／２，则至少有两个不同的 ｉ能满足 Ｅ［Ｓ
２
ｉ（ω１）］＝０，因此式

（１３）的两边均等于零。
从上面的讨论中可得分离频率ω１可能的取值范围为

ω１＝ｋωｌ／２和ω１≠ｋπ （２２）

但并没有指明哪个是最佳选择。分析矩阵ＱＸ（ω）的元素可能
会得到较好的ω１。根据以上的讨论可知，应避免使矩阵的元

素为零的频率，因为在这些频率下，可能会出现 Ｅ［Ｓ２ｉ（ω）］＝
０，ｉ。这里一个比较好的方法是选择那些使得统计量矩阵元

素具有较大绝对值的频率点。

'

　仿真结果

在本章中，通过一些计算机仿真实验来验证提出的方法效

果和性能。

'


"

　两个源信号的情形

考虑以下两个源信号：一个是正弦波 ｓ１（ｎ）＝２ｓｉｎ（ω０ｎ），

另一个是方波ｓ２（ｎ）＝ｓｉｇｎ（ｓｉｎ（０．５ω０ｎ）），ω０＝π／８。混合矩

阵是Ａ＝
１ ０．８
０．( )６ １

。选择ω１＝ω０，应用本文提出的算法，仿

真结果如图２所示。

从图２中可以看出，当源信号通过混合矩阵 Ａ时，将生成
高度的混合观测信号。对观测信号实施盲分离以后，将得到一

个与源信号波形相似的分离信号。由于对角矩阵 Ｄ的存在，
它们的幅度有所不同。但在实际应用中，信号的波形往往是最

为重要的，故在Ｋ＝２情况下，本算法是有效的。

'


&

　两个以上源信号的情形

源信号分别为 ｓ１（ｎ）＝２ｓｉｎ（ω０ｎ），ｓ２（ｎ）＝２ｃｏｓ

（０．５ω０ｎ），ｓ３（ｎ）＝ｓｉｇｎ（ｓｉｎ（２ω０ｎ）），混合矩阵为

Ａ＝

１ ０．９ ０．７

０．７ １ ０．８

０．５ ０．







６ １

从图３可以看出，仿真不仅能得到与图２相同的结果，而
且还能发现由于算法中存在置换矩阵Ｐ，分离信号是以不同的
序列作为源信号。至此，本算法对多个源信号也能得到相同的

结果。由于篇幅原因这里不作赘述。

'


'

　算法的性能

本节从两个方面来评价算法的性能，即信号干扰比（ＳＩＲ，

单位ｄＢ）和全局矩阵Ｇ。
３３１　ＳＩＲ的计算

分离信号的ＳＩＲ归一化后可通过以下函数计算：

ＳＩＲ＝１Ｋ∑
Ｋ

ｉ＝１
１０ｌｇ

Ｅ［ｓ２ｉ］

Ｅ［（ｓ
∧

ｉ－ｓｉ）２］
（２３）

其中Ｋ是源信号的数目。下面考虑一些常见类型的合成信号
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作为源信号。这些信号都是由一个确定信号 μｉ（ｎ）乘以一个
随机信号ｇｉ（ｎ）形成的，其中，随机信号ｇｉ（ｎ）是相互独立的零
均值和单位方差的独立同分布的高斯信号。下面分三种情况

作讨论：

ａ）当Ｋ＝２时（Ｋ是源信号的数目），μ１（ｎ）＝２ｓｉｎ（ω０ｎ），

μ２（ｎ）＝ｓｉｇｎ（ｓｉｎ（０．５ω０ｎ）），ω０＝π／８。
ｂ）当 Ｋ＝３时，μ１（ｎ）＝２ｓｉｎ（ω０ｎ），μ２（ｎ）＝２ｃｏｓ

（０．５ω０ｎ），μ３（ｎ）＝ｓｉｇｎ（ｓｉｎ（２ω０ｎ）），ω０＝π／８。
ｃ）当 Ｋ＝４时，μ１（ｎ）＝２ｓｉｎ（ω０ｎ），μ２（ｎ）＝２ｃｏｓ

（０．５ω０ｎ），μ３（ｎ）＝ｓｉｇｎ（ｓｉｎ（２ω０ｎ）），μ４（ｎ）＝ｓａｗｔｏｏｔｈ（ω０ｎ），

ω０＝π／８。

重复实验１００次相当于１００个不同值的随机变量信号。

对于每次实验，输出信号的信号干扰比可通过式（２３）算出。

然后计算１００次实验在上述三种情况下ＳＩＲ的均值和标准差，

结果如表１所示。
表１　盲分离算法的ＳＩＲ

比较项 Ｋ＝２ Ｋ＝３ Ｋ＝４

均值 ３３．８ １８．４ ５．１

标准差 ７．８ ４．３ １．３

　　从表１可以看出，在Ｋ＝２和Ｋ＝３时，本算法具有良好的

性能，但应该指出，ＳＩＲ的均值、标准差随着 Ｋ的增大而减小。

因此，当源信号的数量增多时，性能下降。

３３２　对Ｇ的分析
为了从全局矩阵 Ｇ的角度评价本算法的性能，可以计算

性能指标函数ＰＩ

ＰＩ＝ １
２Ｋ（Ｋ－１）×

∑
Ｋ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｊ＝１

｜ｇｉｊ｜
ｍａｘ
ｋ
｜ｇｉｋ｜( )－１ ＋∑

Ｋ

ｊ＝１
∑
Ｋ

ｉ＝１

｜ｇｉｊ｜
ｍａｘ
ｋ
｜ｇｋｊ｜( )[ ]－１ （２４）

其中：ｇｉｊ是矩阵Ｇ中的元素；ｍａｘｋ ｜ｇｉｋ｜是矩阵 Ｇ第 ｉ行元素的

最大值；ｍａｘ
ｋ
｜ｇｋｊ｜是矩阵Ｇ第ｊ列元素的最大值

［１２］。当实现完

全分离时，性能指标 ＰＩ应该等于零。实际中，性能指标在

１０－２左右就会有很好的性能。

在这里，考虑上文中提到的两种情况，即计算当源信号的

数目分别是２和３时的性能指标，结果如图４所示，图中全局

矩阵Ｇ用 Ｈｉｎｔｏｎ图来表示。在 Ｈｉｎｔｏｎ图中，每个方块的面积
表示矩阵元素绝对值的大小，每个方块的颜色表示元素的符号

（蓝色代表正值，红色代表负值）（见电子版）。对于成功完成

的分离过程，每行、每列只能有一个主导方块。从图４中可以
观测到本算法是有效的。

(

　结束语

本文利用时域范围内的循环平稳信号在频域上的特性，提

出一种新的基于特征值分解的盲源分离算法。由于在实际中

处理的信号通常是离散信号，故本文主要考虑的是离散信号，

但本算法同样可以用来处理连续的时间信号。此外，本算法不

需要源信号的方差在多个子区间内保持不变，而这个条件在很

多其他文献中提出的基于方差循环平稳的分离方法中是必不

可少的。仿真结果证明，当算法应用于小维数源信号混合模型

时具有良好性能。
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