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基于相关向量机的小世界神经元网络拓扑估计

郝崇清，王　江，邓　斌，魏熙乐
（天津大学 电气与自动化工程学院，天津 ３０００７２）

摘　要：采用相关向量机从含噪时间序列中估计小世界神经元网络的节点动力学方程和拓扑结构。在具有多
项式结构或能以幂级数展开的动力学系统中，将未知方程写成统一多项式形式，原动力学方程的项在统一多项

式中是稀疏的，利用稀疏贝叶斯学习估计出稀疏项从而实现动力学方程和拓扑结构的估计。利用该方法对ＦＨＮ
小世界神经元网络进行节点动力学方程和拓扑估计，结果表明，该方法能快速准确地估计节点动力学方程结构

和网络拓扑，对动力学方程系数和网络耦合强度有很高的估计精度，而且对噪声有强鲁棒性。
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　引言

对于一个非线性动力学系统，当给定系统结构的情况下估

计系统的动力学参数，常用的方法有自适应同步、状态估计

等［１，２］。由非线性动力学系统构成的复杂网络中，网络节点的

动力学和网络拓扑决定了网络的宏观行为，研究网络节点的不

同动力学和不同拓扑情况下网络的动力学演化机制是近来研

究的热点［３］。然而网络节点的动力学和网络拓扑往往是未知

的，动力学未知包括方程结构和参数都未知，这为深入研究网

络的动力学行为带来了困难，因此，估计和辨识网络节点方程

和拓扑结构具有重要意义。

由系统的输出时间序列估计和辨识节点动力学和拓扑是

动力学研究的逆问题。对于多项式结构或者可以通过幂级数

展开成多项式结构的动力学系统，首先指定系统方程的统一形

式，即将方程的全局重建变成一个线性回归问题，利用回归系

数与结构项的对应关系从而同时得到方程的结构和参数。

Ｇｏｕｅｓｂｅｔ等人［４］将未知方程写成自治多项式结构的统一形式

进行估计；Ｌｕ等人［５］给出了含有观测噪声的自治多项式结构

的估计；Ｂｅｚｒｕｃｈｋｏ等人［６］提出非自治微分方程结构的估计方

法，其多是利用最小二乘法估计多项式系数，然后利用多项式

系数与方程结构的对应关系得到系统的方程。然而这种估计

方法收敛速度慢且统一多项式的零项与非零项均存在较大稳

态误差。为了预测系统的突变及网络动力学特性，Ｗａｎｇ等
人［７，８］提出了一种基于压缩传感的动力系统方程估计和网络

拓扑结构估计方法，但该方法对噪声的鲁棒性不强。

由于统一结构的多项式项中非零项个数远大于零项，所以

这是一种稀疏结构的多项式形式；而相关向量机是求解噪声环

境下此种结构稀疏解的有效方法，即映射到以稀疏贝叶斯学习

为基础的相关向量机（ＲＶＭ）［９］框架下进行估计。相比于支持
向量机（ＳＶＭ）结构风险最小化的学习机，ＲＶＭ是基于贝叶斯
框架下的学习机，由于不受Ｍｅｒｃｅｒ条件的限制，可以构建任意
核函数，通过假设权值服从均值为零的正态分布，将权值过小
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的项置为零，克服了ＳＶＭ容易过拟合的缺点。

"

　网络动力学方程和拓扑重建

假定网络节点动力学方程形式如下：

ｘ
·
＝Ｆ（ｘ，Ａ）

其中：ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒ
ｎ为系统状态变量；Ａ为系统参数；

Ｆ（ｘ，Ａ）＝（Ｆ１（ｘ，Ａ１），Ｆ２（ｘ，Ａ２），…，Ｆｎ（ｘ，Ａｎ））为平滑向量函
数。假设系统各变量均可观测，则每个系统变量可以表示成统

一形式：

ｘ
·

ｉ＝∑Ｎｌ１，ｌ２，…，ｌｄ＝０（ａｉ）ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ∏
ｄ
ｊ＝１ｘｌｊｊ

其中：ｄ为变量的最高幂指数，系数值（ａｉ）ｌ１，ｌ２，…，ｌｄ为向量 Ａｉ的

元素，写成向量形式为 ｘ
·

ｉ＝Ｆｉ（ｘ，Ａｉ）＝φＡ
Ｔ
ｉ，φ＝∑

Ｎ
ｌ１，ｌ２，…，ｌｄ＝０

∏ｄ
ｊ＝１ｘ

ｌｊ
ｊ。选择适当的幂指数ｄ时，由于缺少相关项，Ａｉ中的大

部分元素为零，即其是稀疏的。当系统在某参数 Ａ下演化时，
获得 ｎ个系统状态变量的 μ个测量值［ｘ（ｔ１），ｘ（ｔ２），…，

ｘ（ｔμ）］
Ｔ，对于第ｉ个方程 Ｆｉ由观测量［ｘｉ（ｔ１），ｘｉ（ｔ２），…，ｘｉ

（ｔμ）］
Ｔ和采样频率求得

χ
·

ｉ＝［ｘ
·

ｉ（ｔ１），ｘ
·

ｉ（ｔ２），…，ｘ
·

ｉ（ｔμ）］
Ｔ

同时求得矩阵Φ的 μ个行向量Φ ＝［φ（ｔ１），φ（ｔ２），…，

φ（ｔμ）］
Ｔ，由此获得如下等式：

χ
·

ｉ＝ΦＡＴｉ＋ｅ （１）

其中：Ａｉ为由系数（ａｉ）ｌ１，ｌ２，…，ｌｄ组成的向量；ｅ为测量噪声。利
用相关向量机可以估计出 Ａｉ的值。由于 Ａｉ与系统各项存在
对应关系，估计出系统每个方程 Ａｉ的值便可估计出整个系统
的方程。

当由Ｋ个节点组成网络时，为简单起见，假设节点间仅通

过第一个变量存在耦合，对第ｉ个节点［ｘ
·

１］ｉ表示成

［ｘ
·

１］ｉ＝［Ｆ１（ｘ，Ａ１）］ｉ＋∑Ｋｊ＝１，ｊ≠ｉＣｉ，ｊ（［ｘ１］ｊ－［ｘ１］ｉ） （２）

其中：ｉ＝１，２，…，Ｋ，Ｃｉ，ｊ为第 ｉ个节点与第 ｊ个节点的耦合强
度。对式（２）所包含的节点变量进行分组，把含有第 ｉ个节点
的所有变量分成一组，这样可将式（２）分成 Ｋ组，即写成如下
Ｋ组式子的和：

［Ｆ１（ｘ，Ａ）］ｉ－∑Ｋｊ＝１，ｊ≠ｉＣｉ，ｊ［ｘ１］ｉ
Ｃｉ，１［ｘ１］１
Ｃｉ，Ｋ［ｘ１］










Ｋ

（３）

对其中的每一组均可按照前面介绍的方法进行估计方程结构和

参数，利用第一组和其他变量的估计可得出第ｉ个节点的方程，
其余各组估计出与第ｉ个节点相连的节点号及耦合强度，对网
络中所有节点均执行该估计方法，便得到网络的拓扑结构。

&

　相关向量机方法

将式（１）重新写为如下形式：
ｙ＝Φｘ＋ｅ （４）

其中：ｅ～Ｎ（０，σ２ＩＮ）；ＲＶＭ根据 ｘ在某基下是稀疏的、数据 ｙ
是可测量的等先验知识，估计ｘ的后验密度函数。Ｋ次测量下
的似然函数可以写为

Ｐ（ｙ｜ｘ，σ２）＝（２πσ２）－Ｋ／２ｅｘｐ（－‖ｙ－Φｘ‖２／２σ２） （５）

式（５）可以通过最大似然估计求解 ｘ，但该方法容易引起过学
习，本文引入基于稀疏贝叶斯学习的 ＲＶＭ方法求解该问题，

该方法首先对稀疏向量 ｘ的每一个元素赋予一个零均值的高
斯先验模型

Ｐ（ｘ｜α）＝∏Ｎｉ＝１Ｎ（ｘｉ｜０，α－１ｉ ） （６）

其中：αｉ为高斯密度函数的逆方差；α称为超参数；σ
２也可称

为超参数。对α和噪声方差σ２＝β－１定义一个 Ｇａｍｍａ分布的
超先验，即

Ｐ（α｜ａ，ｂ）＝∏Ｎｉ＝１Ｇａｍｍａ（αｉ｜ａ，ｂ）

Ｐ（β｜ｃ，ｄ）＝∏Ｎｉ＝１Ｇａｍｍａ（βｉ｜ｃ，ｄ）

由此得到ｘ的最终先验为
Ｐ（ｘ｜ａ，ｂ）＝∏Ｎｉ∫∞０Ｎ（ｘｉ｜０，α－１ｉ ）Ｇａｍｍａ（αｉ｜ａ，ｂ）ｄαｉ

积分∏Ｎ
ｉ∫∞０Ｎ（ｘｉ｜０，α

－１
ｉ ）Ｇａｍｍａ（αｉ｜ａ，ｂ）ｄαｉ为 ｔ分布，通过选

择恰当的ａ和 ｂ，ｔ分布在 ｘｉ＝０附近产生尖峰，因此先验使得
由上式描述的先验是稀疏先验。在已知ｙ、α和σ２的情况下，

Ｐ（ｘ｜ｙ，α，σ２）＝Ｐ（ｘ，ｙ，α，σ
２）

Ｐ（ｙ，α，σ２）
＝Ｐ（ｙ｜ｘ，α，σ

２）Ｐ（ｘ，α，σ２）
Ｐ（ｙ｜α，σ２）Ｐ（α，σ２）

＝

Ｐ（ｙ｜ｘ，α，σ２）Ｐ（ｘ｜α，σ２）Ｐ（α，σ２）
Ｐ（ｙ｜α，σ２）Ｐ（α，σ２）

＝Ｐ（ｙ｜ｘ，σ
２）Ｐ（ｘ｜α）

Ｐ（ｙ｜α，σ２）

Ｐ（ｙ｜ｘ，σ２）Ｐ（ｘ｜α）／∫Ｐ（ｙ｜ｘ，σ２）Ｐ（ｘ｜α）ｄｘ （７）

将式（５）和（６）代入式（７），积分后得 Ｐ（ｘ｜ｙ，α，σ２）服从
多元高斯分布Ｎ（μ，Σ），其中：

μ＝σ－２ΣΦＴｙ

Σ＝（σ－２ΦＴΦ ＋Ａ）－１

Ａ＝ｄｉａｇ（α０，α１，…，αＮ）

下面对α和σ２进行估计，由于
Ｐ（α，σ２｜ｙ）∝Ｐ（ｙ｜α，σ２）Ｐ（α）Ｐ（σ２）

求得α和σ２的最大后验密度，即
（αＭＰ，σ２ＭＰ）＝ａｒｇｍａｘα，σ２Ｐ（ｙ｜α，σ

２）

而

Ｐ（ｙ｜α，σ２）＝∫Ｐ（ｙ｜ｘ，σ２）Ｐ（ｘ｜α）ｄｘ＝

（２π）－Ｎ／２｜Ω｜－１／２ｅｘｐ（－ｙＴΩ－１ｙ／２） （８）

其中：Ω＝σ２ＩＮ＋ΦＡ
－１ΦＴ。

对式（８）取对数
ｌｎＰ（ｙ｜α，σ２）＝－（Ｎｌｎ２π＋ｌｎ｜Ω｜＋ｙＴΩ－１ｙ）／２ （９）

利用ＥＭ算法对式（９）进行迭代求解
αｎｅｗｉ ＝γｉ／μｉ

（σ２）ｎｅｗ＝‖ｙ－Φμ‖２／Ｎ－∑Ｎｉ＝０γｉ

其中：γｉ＝１－αｉΣｉ，ｉ，Σｉ，ｉ为 Σ中对角线上的第 ｉ个值。给定 α
和σ２的初值，可以通过迭代更新就能逼近αＭＰ和σ

２
ＭＰ。得到ｘ

的后验密度函数后，取后验估计的均值为 ｘ的点估计，迭代若
干次后大部分αｉ趋于无穷大，即对应的ｘｉ趋于零，其他趋于有
限值ｘｉ就称之为相关向量。

'

　小世界神经元网络拓扑估计

考虑ＦＨＮ神经元模型作为网络节点，节点间通过膜电压
形成ｇａｐ连接构造成一个小世界网络，其数学描述为

ｘ
·

ｉ＝１００ｘｉ－３３．３３ｘ３ｉ－１００ｙｉ＋∑ｊθｉｊ（ｘｊ－ｘｉ）

ｙ
·

ｉ＝ｘｉ＋０．２ （１０）

其中：θｉｊ为第ｉ个和第ｊ个节点的耦合强度，当ｉ、ｊ间有连接时
θｉｊ＝１，否则为零。小世界网络的最邻近边数为ｋ＝４，重连概率
为ｐ＝０．１，网络节点数为 ２０，网络类型为 ＮＷ型小世界网
络［１０］，即以随机加边的方法构造的网络模型。网络拓扑结构

如图１所示。
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利用输出时间序列估计网络拓扑时，统一多项式的最高幂

指数取为３，式（１０）的第一个等式写成统一多项式时共有３２０
项，非零项个数很少向量显然是稀疏的，即使是各节点全连接

时仍是稀疏的。当各节点的输出时间序列中含有强度为

０．００２的高斯噪声且采样点数为３０００时，网络中第１２个节点
Ｎ１２处统一多项式系数估计值如图２所示。图２中三个较大的
值为式（１０）的第一个方程的系数估计值，其中 －１００．０４７２对
应－１００ｙ１２项，－３３．３５７９对应 －３３．３３ｘ

３
１２项。由于 Ｎ１２与其他

六个节点相连，所以式（１０）的第一个方程中如果将 ｘ１２对应的
项进行合并则应为９４ｘ１２，其估计值为９４．２２５。以同样方式估
计式（１０）的第二个方程，便得到了节点的动力学方程以及与
其耦合的节点。由于系数值与耦合强度数值上差异很大，所以

将三个大的系数值置为零后重新显示于图２左上方。

虽然式（１０）中第二个方程并没有与其他节点耦合，如果
仍将其写成第一个方程的统一多项式形式显然也是可以的，并

且非零项非常稀疏，这里考虑相对不稀疏的情况，即不考虑耦

合的情况，此时统一多项式只有１６项，分别为
ｘ０ｙ０＋ｘ０ｙ１＋ｘ０ｙ２＋ｘ０ｙ３＋
ｘ１ｙ０＋ｘ１ｙ１＋ｘ１ｙ２＋ｘ１ｙ３＋
ｘ２ｙ０＋ｘ２ｙ１＋ｘ２ｙ２＋ｘ２ｙ３＋

ｘ３ｙ０＋ｘ３ｙ１＋ｘ３ｙ２＋ｘ３ｙ３

其估计结果如图３所示。

图３中的第一项对应 ｘ０ｙ０即常数项，第五项对应 ｘ１ｙ０即
ｘ，显然图２中也是这么对应的。例如第１７８项为－１００．０４７２，
每个节点都能写成１６项，显然１７８是第１２个节点的第２项，
即对应ｘ０ｙ１。

下面研究噪声对估计误差的影响。对单个节点的估计而

言，多项式的非零项或非零项误差有的大于零有的小于零，要比

较所有非零项与所有零项的估计误差和时，显然直接用绝对误

差会噪声相互抵消，不能充分展示估计误差的真实大小，这里定

义噪声的估计误差为绝对误差的绝对值的和，即Ｅ＝∑
ｉ
｜ｅｉ｜，其

中ｅｉ为第ｉ个零项或非零项的绝对误差。图４为第１２个节点
零项与非零项的估计误差，噪声强度小于０．００４时估计误差很
小，估计得到的动力学方程和其连接的节点很准确，这里的估计

误差可看做误差能量，显然误差能量越小，估计精度越高。其余

节点都可得到类似结论。

对每一个节点执行系数估计就得到该网络的拓扑结构，其

邻接矩阵如图５所示。图中矩阵外的数值代表节点编号，矩阵
中的非零值代表估计得到的两节点间的耦合强度，与图１描述
的拓扑结构一致，并且耦合强度非常接近真实值。

(

　结束语

本文应用相关向量机方法实现了小世界神经元网络的节

点动力学和拓扑结构估计。以 ＦＨＮ神经元模型为节点、节点
间通过膜电压相互电耦合为连边构成的小世界网络为例，通过

将耦合方程写成非零项稀疏的统一多项式，利用相关向量机估

计得到稀疏解，从而获得节点动力学方程和网络拓扑。结果表

明，节点动力学方程结构和网络拓扑均可被准确地估计出来，

动力学方程参数和耦合强度也有很高的估计精度，且估计结果

对噪声有强鲁棒性。同时，上述结论对网络规模具有鲁棒性，

即网络节点数的多少对动力学结构和拓扑估计准确性无影响。

本文的研究还表明，该估计策略对 Ｌｏｒｅｎｚ和 Ｒｓｓｌｅｒ等混沌系
统同样有效。

参考文献：

［１］ ＨＵＡＮＧＤｅｂｉｎ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｂａｓｅｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆａｌｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ
ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｓｆｒｏｍｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＥ，２００４，６９
（６）：０６７２０１． （下转第４０９６页）
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值高于ＰＣＳＫＭ方法，这是因为当数据维数较高时，数据降维过
程有效地保持了数据的信息特征，同时忽略了部分冗余信息，提

高了聚类的性能。最后，与其他三种方法相比，ＭＦＡＳＳＣ在五个
数据集上取得最高的ＲＩ值。一方面是因为ＭＦＡ在降维过程中
充分利用其类别信息来保持数据的信息特征；另一方面，说明半

监督聚类中的监督信息对聚类性能的改善效果显著。

'

　结束语

本文提出一种基于间隔Ｆｉｓｈｅｒ分析的半监督聚类算法，算
法使用ＭＦＡ对样本进行半监督降维，然后在低维空间中对数
据进行半监督聚类，再利用聚类结果指导降维，重复执行降维

和聚类过程，直到收敛为止。实验结果表明，该方法能够有效

处理高维数据，同时充分利用有监督信息，有效地提高了聚类

性能。

　　在半监督聚类算法中，监督信息越多越有助于提高算法的
性能，但获得监督信息的代价较大。如何选择有利的监督信息

来提高算法性能成为接下来的研究方向。
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