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有限体积格子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方法的
算法改进及性能分析
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摘　要：有限体积格子Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方法（ＬＢＭ）能够将标准ＬＢＭ的应用范围扩展到非结构网格，但是比起标准的
ＬＢＭ这个方法需要更多的内存用量和计算量。针对此问题采用了优化计算顺序、简化计算方程的方法对有限体
积ＬＢＭ算法进行改进。科学的分析和实验的结果表明，改进后的算法能够在不增加计算量的基础上减少内存
用量，在一些情况下还可以大量减少计算时间。
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　引言

格子Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方法（ＬＢＭ）从介观的层次对流体流动进
行描述，它通过构造碰撞和迁移的演化机制，让介观层次中的

流体微团进行演化计算，然后通过对微团状态的统计得到宏观

物理参数。这种以简单数学模型对复杂物理系统实现仿真的

机制使ＬＢＭ具有许多常规数值方法所没有的优点，如程序结
构简洁、边界处理方便和易于大规模并行计算等。正是由于具

有这些独特的优势，ＬＢＭ吸引了越来越多的学者对其进行深
入研究：ａ）在物理方面，扩展其适用的流体类型［１，２］；ｂ）在网格
技术方面，少网格限制，提高计算精度［３～６］；ｃ）在计算机技术方
面，减少计算时间和内存使用量［７～１１］。

由于标准的ＬＢＭ，即ＬＢＧＫ模型［１２］，只适用于不可压缩流

动和不太高的雷诺数，为了解决这些问题，学者们提出了适用

于不可压缩流动问题的多能量级模型［１］和适用于高雷诺数问

题的大涡模拟模型［２］。另外，此模型在网格方面有固有的缺

点，如网格划分必须对称均匀和计算精度不可调等，因此有限

差分ＬＢＭ［３］、有限体积 ＬＢＭ［４，５］和多块网格［６］的技术被提出

以解决这类问题。ＬＢＭ具有天生并行性，所以如非阻塞通

信［７］、ＧＰＵ辅助计算［８］等并行计算技术被应用以减少计算时

间；在减少内存使用量方面，也有迁移算法［９］、交换算法［１０］和

向量存储法［１１］等被相继提出。

但是，目前提出的减少计算时间和内存使用量的方法都是

针对ＬＢＧＫ模型，在有限体积 ＬＢＭ模型上并没有类似的方法
被提出，本文将提出改进有限体积ＬＢＭ模型的代码优化方法。

"

　有限体积
<L:

由于标准的ＬＢＭ只适用于正六边形、正方形等对称均匀
的网格，并且所有网格的形状和大小必须一致，从而使此方法

的应用受到了很多限制。另一方面，以积分守恒方程为基础的

有限体积法适用于非结构网格，而且非结构网格在处理复杂边

界和调节精度方面所受的限制要远小于规则网格。因此，不少

学者将有限体积法的思想融入 ＬＢＭ中，以减少其在网格方面
所受到的限制，于是有限体积 ＬＢＭ被提出来了。此方法可以
分为两类：ａ）将速度、密度等物理量存储在控制单元节点上的
格点法，如文献［４］所述；ｂ）将物理量存储于控制单元中心的
方法，如文献［５］所述。本文所描述与改进的对象是后者。
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使用ＢＧＫ近似将Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程中的碰撞项简化后，再从
速度空间将其离散可得到离散ＢｏｌｔｚｍａｎｎＢＧＫ方程：

ｆα
ｔ
＋ｅα×ｆα＝－

１
τ
［ｆα（ｘ，ｔ）－ｆ

ｅｑ
α（ｘ，ｔ）］ （１）

其中：τ是弛豫时间，用于描述粒子分布函数 ｆα从非平衡态向

平衡态趋近的变化过程；ｆｅｑα（ｘ，ｔ）是平衡态分布函数，其具体形
式与离散速度模型的构造有关。本文中的速度离散模型采用

ＤｄＱｍ系列模型［１２］。根据减少可压缩性误差的 ＨｅＬｕｏ模
型［１３］，此系列速度离散模型采用如下形式的平衡态分布函数：

ｆｅｑα＝ｗα ｐ＋ｐ０
ｅα×ｕ
ｃ２ｓ
＋
（ｅα×ｕ）

２

２ｃ４ｓ
－ｕ

２

２ｃ２( )[ ]
ｓ

（２）

在这种模型中，流体的宏观压力、宏观速度和宏观密度定

义如下：

ｐ（ｘ，ｔ）＝∑
α
ｆα（ｘ，ｔ） （３）

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
α
ｆα（ｘ，ｔ）ｅα／ｐ０ （４）

ρ（ｘ，ｔ）＝ｐ（ｘ，ｔ）／ｃ２ｓ （５）

以二维问题为例，假设流体区域被离散成如图１所示的拥
有任意形状和尺寸的三角形单元。

在离散单元内对式（１）左右两侧求积分并化简后，可得到
如下方程：

ｄ
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Ｃ
α，ｉ＋Ｌ

Ａ
α，ｉ （６）
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１
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∑
ｍ
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ｅｑ
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其中：ＬＡ和ＬＣ分别代表对流通量和碰撞项；Ωｉ表示任一单元
ＡＢＣ，其边界和面积分别是Ωｉ和Ａｉ，单元的每条边及其边长分
别使用ｌｉｍ和Δｌｉｍ（ｍ∈｛ｉ，ｊ，ｋ｝）表示。本文中时间的离散方式
采用显示的一阶前向差分，在ｔ＋Δｔ时刻分布函数的值可由式
（９）求出：

ｆｔ＋Δｔα，ｉ ＝ｆ
ｔ
α，ｉ＋ΔｔＬ（ｆ

ｔ
α，ｉ） （９）

单元边上的数值通量可以采用如下方法进行计算：

珔Ｆ（ｆα，ｉｍ）＝ｆα，ｉ ×ｅα×ｎｉｍ （１０）

ｆα，ｉ ＝
ｆα，ｉ＋

１
２Φｉｍ（ｆα，ｍ－ｆα，ｉ）　　ｅα×ｎｉｍ＞０

ｆα，ｍ＋
１
２Φｉｍ（ｆα，ｉ－ｆα，ｍ） ｅα×ｎｉｍ≤{ ０

（１１）

其中：ｎｉｍ是垂直于Ωｉ且指向Ωｉ外侧的单位向量；ｉ代表边ｌｉｍ
的迎风质心。有限体积ＬＢＭ中豫弛时间的计算方法与标准的
ＬＢＭ不同，计算方法如下：

τ＝ｖ／ｃ２ｓ （１２）

本文中使用的边界处理方式为非平衡反弹格式［５，１４］。

#
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计算方法的改进

#


"

　原算法的计算方法

根据式（６）可知有限体积 ＬＢＭ的核心计算过程可分为计
算对流通量和计算碰撞项两部分。对于任意单元的对流通量，

其计算过程又可以分为三步：ａ）对于任意一个粒子分布函数
计算出它在一条边上的数值通量；ｂ）将每条边的数值通量乘
以Δｌｉｍ／Ａｉ后求和，这时得到的是这个粒子分布函数的对流通
量；ｃ）对一个单元中的所有粒子分布函数执行前两步。

为了完成这些计算过程，需要引入两个函数：ａ）根据式

（１０）和（１１）计算数值通量的函数 Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ，它的参
数分别用于索引单元信息、单元中的分布函数和单元中边的信

息；ｂ）根据式（８）计算单元中分布函数的碰撞项的函数 Ｃｏｍ
ｐｕｔｅ＿Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ。假设一个单元有 ｓ条边和 ｑ个分布函数，这样
核心计算过程可用伪代码表示如下：

ｆｏｒ（α＝０；α＜ｑ；α＋＋）
｛ｆｏｒ（ｍ＝０；ｍ＜ｓ；ｍ＋＋）

　　｛Ｌａｄｖｅｃｔｉｖｅ＋＝
　　　Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ（ｉ，α，ｅｄｇｅｉｍ）×Δｌｉｍ／Ａｉ；　｝　｝
　　ｆｏｒ（α＝０；α＜ｑ；α＋＋）
　　｛ｆｎｅｘｔ＝ｆ＋
　　Δｔ·（Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ（ｉ，α）＋Ｌａｄｖｅｃｔｉｖｅ）；　｝

在此计算过程中所有单元是逐个独立演进的，这样会引入

两处额外的内存使用：ａ）在计算当前单元的边上的数值通量
时需要依靠相邻单元中的粒子分布函数，并且由时间离散方式

可知这些粒子分布函数都必须处于同一时间层，所以，为了保

证原粒子分布函数不被覆盖，需要将新计算出的粒子分布函数

与原粒子分布函数分别存储；ｂ）在计算对流通量时每条边被
包含它的单元各使用了一次，而边长、单位法向量和邻接单元

等边的信息是包含于单元信息中的，这样造成了边信息的重复

存储。

#


#

　改进的计算方法

以前相邻的两个单元各自计算关于它们临边的数值通量，

现在这些计算将交由其中一个单元执行。假设每个单元需要

计算ｓｎ条边上的数值通量，则改进方法的伪代码如下：
ｆｏｒ（α＝０；α＜ｑ；α＋＋）
｛ｆｏｒ（ｍ＝０；ｍ＜ｓｎ；ｍ＋＋）

　　｛Ｌｉａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］＋＝
　　　Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ（ｉ，α，ｅｄｇｅｉｍ）×Δｌｉｍ／Ａｉ；

　　　Ｌｍａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］＋＝
　　　Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ（ｍ，α，ｅｄｇｅｉｍ）×Δｌｉｍ／Ａｍ；　｝　｝
　　ｆｏｒ（α＝０；α＜ｑ；α＋＋）
　　｛ｆ＝ｆ＋
　　Δｔ×（Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ（ｉ，α）＋Ｌｉａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］）；　｝

这样既可以保证两个相邻单元的粒子分布函数在被用于

计算数值通量时处于同一时间层，又可以使被相邻单元重复使

用和存储的边信息现在只需被使用和存储于一个单元中。所

以在信息存储方面，新算法可以只存储一个时间层的粒子分布

函数，并且边信息的存储量也可以减至原来的一半。然而新算

法也需要增加一部分存储结构。在原算法中，任意单元中所有

粒子分布函数的对流项在程序处理此单元时可以完整地被计

算得出，因此如原算法的伪代码所示只需要一个临时变量表示

对流项即可。在新算法中，单元中粒子分布函数的对流通量既

有相邻单元计算出的部分，又有本单元计算出的部分，为了保

证先计算出的数据不丢失，需要把对流项的存储结构加入到每

个单元的数据结构中。具体的存储结构将在本文第３章被详
细对比。

原算法在求任意单元的对流通量时都需要执行ｓ×ｑ次函
数Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ。尽管在新算法中计算每条边的数值通
量时需要多执行一次Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ，但是由于被重复使用
的边信息现在只需要使用一次，所以边数 ｓｎ平均到每个单元
后只相当于原算法的一半，这样在计算量方面新算法与原算法
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是持平的。

然而通过进一步的简化方程可以减少计算量。首先，由于

在ＤｄＱｍ离散速度模型中 ｅ０＝（０，０），因此 珔Ｆ（ｆ０，ｉｍ）≡０，这样
ｅ０处的对流通量计算可以省去。其次，通过建立 珔Ｆ（ｆα，ｊｉ）与
珔Ｆ（ｆα，ｉｊ）之间的简单映射关系，能够减少函数 Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃ
ｔｉｖｅ的使用次数。如图２所示，对于单元 ｉ，如果有 ｅα×ｎｉｊ＞０，
则α处的粒子分布函数相对于边ｌｉｍ的数值通量可以表示为

珔Ｆ（ｆα，ｉｊ）＝［ｆα，ｉ＋
１
２Φｉｊ（ｆα，ｊ－ｆα，ｉ）］×ｅα×ｎｉｊ （１３）

其中：Φ由ｉ处分布函数的重构方式［５，１５］决定。另一方面，对

于单元ｊ会有ｅα×ｎｊｉ＜０，所以：

珔Ｆ（ｆα，ｊｉ）＝［ｆα，ｉ＋
１
２Φｊｉ（ｆα，ｊ－ｆα，ｉ）］×ｅα×ｎｊｉ （１４）

使用式（１３）减去（１４），并利用Ｆ（ｆα，ｉｊ）去表示Ｆ（ｆα，ｊｉ）能够
得到

Ｆ（ｆα，ｊｉ）＝

１
２Ｆ（ｆα，ｉｊ）ΔΦ－Ｆ（ｆα，ｉｊ）

１－１２ΔΦ
（１５）

其中：ΔΦ＝Φｉｊ－Φｊｉ。如果使用片段常数法
［５，１５］作为重构方

式，则Φｉｊ＝Φｊｉ＝常数，进而式（１５）可以化简为 珔Ｆ（ｆα，ｊｉ）＝－珔Ｆ
（ｆα，ｉｊ）。所以原来需要被执行两次的计算数值通量的函数
Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ可以只被执行一次，另一次计算可以被取反
操作所代替。具体的伪代码表述如下：

ｆｏｒ（α＝１；α＜ｑ；α＋＋）
　　｛ｆｏｒ（ｍ＝０；ｍ＜ｓｎ；ｍ＋＋）

　　｛Ｌｉａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］＋＝
　　　Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄｖｅｃｔｉｖｅ（ｉ，α，ｅｄｇｅｉｍ）Δｌｉｍ；

　　　Ｌｍａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］＋＝－Ｌ
ｉ
ａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］；　｝　｝

　　ｆｏｒ（α＝０；α＜ｑ；α＋＋）
　　｛ｆ＝ｆ＋
　　Δｔ（Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ（ｉ，α）＋Ｌｉａｄｖｅｃｔｉｖｅ［α］／Ａｉ）；　｝

第二种深入改进可以减少近一半的对流通量计算，但是也

把分布函数的重构方式限定在片段常数插值和片段线性插

值等［５，１５］。

$

　性能分析及实验

对于每个单元的数据存储结构，有四部分信息需要被存储

在每个单元里面，分别是单元的几何信息、边的几何信息、粒子

分布函数以及宏观物理量。以Ｄ２Ｑ９离散速度模型为例，单元
的数据结构及其所需的物理空间如表１所示，其中数据所占用
空间的单位是机器字。

在原算法中所需要计算的边数为 ｓ，而在新算法中这个数
目可以看做是ｓ／２。尽管新算法需要额外的空间用于存储对
流项数据，但是通过省去存储当前时间步的粒子分布函数，同

样大小的空间可以被节约。另外，由于调用函数 Ｃｏｍｐｕｔｅ＿Ａｄ

ｖｅｃｔｉｖｅ的次数减少了，所以用在函数调用与切换上的内存用量
也会比原算法少。表２将列举在实验算例中新算法分别能减
少的内存使用量。设原算法的内存使用量为 Ｍ０，新算法的内
存使用量为Ｍ１。

表１　单元的数据结构

数据结构的组成 数据类型 占用空间 总占用空间

单元的几何信息

中心坐标

边界类型

面积

边数

ｄｏｕｂｌｅｘ，ｙ
ｉｎｔｂｃ

ｄｏｕｂｌｅａｒｅａ
ｉｎｔｓｉｄｅｓ

４
１
２
１

８

边的几何信息

长度

单位法向量

相邻单元

ｄｏｕｂｌｅｌｅｎｇｔｈ
ｄｏｕｂｌｅｎ＿ｘ，ｎ＿ｙ
ｉｎｔｎｅｉｇｈｂｏｒ

２
４
１

７×边数

粒子分布函数

当前时间步（原算法）

下一时间步

对流项（新算法）

ｄｏｕｂｌｅｆ［９］
ｄｏｕｂｌｅｆｎｅｘｔ［９］
ｄｏｕｂｌｅｆａｄｖｅｃ［９］

１８
１８
１８

３６

宏观物理参量

压力

密度

速度

ｄｏｕｂｌｅｐ
ｄｏｕｂｌｅｒｈｏ
ｄｏｕｂｌｅｕｘ，ｕｙ

２
２
４

８

表２　内存用量比较

计算用例
离散速度模型

和网格类型
网格数量 Ｍ０／Ｂｙｔｅ Ｍ１／Ｂｙｔｅ

二维方腔
Ｄ２Ｑ９三角形 ２２０００ １３７５４ｅ＋０８ １３６６３ｅ＋０８
Ｄ２Ｑ９四边形 １００００ １３３５７ｅ＋０８ １３３３５ｅ＋０８

三维方腔
Ｄ３Ｑ１９四面体 １０７８６７ ２１５２８ｅ＋０８ １８７３６ｅ＋０８
Ｄ３Ｑ１９六面体 ２７０００ １５７２６ｅ＋０８ １４６１７ｅ＋０８

圆柱绕流
Ｄ２Ｑ９三角形 ２７４４２ １３９３１ｅ＋０８ １３８０３ｅ＋０８
Ｄ２Ｑ９四边形 １２３２１ １３４７９ｅ＋０８ １３３９１ｅ＋０８

　　计算用例选取雷诺数为１０００流场尺寸分别１００×１００和
３０×３０×３０的顶盖驱动方腔流以及雷诺数为２０流场尺寸为
２５０×５０的圆柱绕流。改进算法和原算法均使用片段常数插
值方法，这种方法Φ≡０。网格的生成选用 Ｇａｍｂｉｔ软件包，程
序运行的软件环境为 ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２００８，硬件环境为
ＩＢＭＨＳ２１刀片服务器。每个算例的迭代次数为５００００。新算
法与原算法在计算时间上的对比如表３所示。设原算法的计
算时间为Ｔ０，新算法的计算时间为Ｔ１。

表３　计算时间比较

计算用例
离散速度模型

和网格类型
网格数量 Ｔ０／ｓ Ｔ１／ｓ

二维方腔
Ｄ２Ｑ９三角形 ２２０００ １６５４００ １１１７４１
Ｄ２Ｑ９四边形 １００００ ５８７３２ ４３５４５

三维方腔
Ｄ３Ｑ１９四面体 １０７８６７ ２２１４５０３ １４２２９７７
Ｄ３Ｑ１９六面体 ２７０００ ４４４８４６ ３４３９４３

圆柱绕流
Ｄ２Ｑ９三角形 ２７４４２ ２０９５７５ １４２６１９
Ｄ２Ｑ９四边形 １２３２１ ８２７８４ ５８８３０

　　在文中列举的几种常用的离散速度模型和网格模型上新
算法都取得了不错的实验效果，但是新算法在其他离散速度模

型和网格模型上也能降低内存使用量和减少计算时间，这是由

于新算法是通过减少每个单元所需要存储和使用的边实现优

化效果的，所以无论是什么计算模型，只要存储相互邻接的单

元新算法都可以改善内存使用量以及计算时间。

%

　结束语

通过本文的分析和实验可以确定：新算法在离散速度模型

和网格模型方面具有广泛的适用性，并且在降低内存使用量和

减少计算时间方面能取得令人满意的效果。但是计算时间的大

量减少是以特定的数值通量计算方法为条件的，如片段常数插

·８０７３· 计 算 机 应 用 研 究 　 第２９卷



值和片段线性插值等。对于其他计算方法如移动最小二乘［１６］、

最大压缩和最大扩散等，目前还只是可以降低内存使用量，但无

法节省大量的计算时间。扩展新方法以使其可以在更多的重构

方式下减少计算时间是未来的研究重点。
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［１５］ＳＵＣＣＩＳ．ＬａｔｔｉｃｅＢｏｌｔｚｍａｎｎｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｂｅｙｏｎｄ
［Ｍ］．Ｏｘｆｏｒｄ：ＣｌａｒｅｎｄｏｎＰｒｅｓｓ，２００１．

［１６］ＮＯＧＵＥＩＲＡＸ，ＣＯＬＯＭＩＮＡＳＩ，ＣＵＥＴＯＦＥＬＧＵＥＲＯＳＯＬ，ｅｔａｌ．
Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｅｒｏａｃｏｕｓｔｉｃｓｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ｇｒｉｄｓｗｉｔｈａｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｆｉｎｉｔｅｖｏｌｕｍｅｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１０，２３４（７）：２０８９
２０９７．

（上接第３６８７页）较长，但是仍在人们的容忍范围内。对于低维

数据集，ＢＫＭＳＶＭＤＴ算法的分类精度基本上接近于基于 ＳＶＭ
的其他两种算法。因此相对于ＮＬＳＶＭ算法和ＳＶＭ决策树法，
ＢＫＭＳＶＭＤＴ算法应用在高维数据集上有更好的效果，具有更
强的竞争力。

%

　结束语

本文在分析了ＳＶＭ决策树和二分 Ｋ均值算法的基础上，
将其相互结合，应用于解决高维空间数据分类的问题，并通过

实验证明了其具有较高的分类精度。在该算法中，首先利用

ＰＣＡ将高维数据集变换成低维数据集，在低维数据集上执行二
分Ｋ均值聚类方法将数据分成簇，再利用 ＳＶＭ决策树算法在
高维数据集上分类，利用其结果构造低维数据空间，再在低维

空间上进行二分Ｋ均值聚类，这个过程反复进行下去，不断优
化前面的分类结果，直至得到最优结果。该方法有效地解决了

高维数据空间产生的维灾难问题，通过降维方法使适用于低维

数据集中的数据挖掘算法能够更好地发挥效用。与先前的一

些算法比较，ＢＫＭＳＶＭＤＴ算法改进了它们的一些缺点。对一
些标准高维数据集的实验结果也证明了 ＢＫＭＳＶＭＤＴ算法的
有效性。
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