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摘　要：针对非光滑损失问题提出一种新的坐标下降算法，采用排序搜索的方式求解子问题解析解。分析了算
法的时间复杂度，并给出了三种提高收敛速度的实用技巧。实验表明算法对正则化Ｈｉｎｇｅ损失问题具有良好的
性能，达到了预期的效果。
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　　统计机器学习算法无论是在理论还是应用上都取得了极
为丰硕的成果［１］。当前对机器学习问题的研究一般在损失

函数＋正则化项的框架下进行，这是对统计机器学习理论框
架的有效拓展。近几年来，机器学习所处理的问题逐渐呈现

出大规模高维的特点。关于解大规模数据的线性方法不断

涌现，其中较为优秀的算法当属坐标下降（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ，
ＣＤ）算法［２，３］，取得了Ｏ（ｌｏｇ（１／ε））的超线性收敛速度。

ＣＤ算法通过逐个优化解向量的每一维特征（坐标），实
现一次外循环；内循环中，在优化某一坐标时，固定权向量中

的其余ｎ－１维坐标不动，对该维坐标求解单变量子问题。
ＣＤ算法之所以能够获得如此快的收敛速度，主要有三个原
因：ａ）单变量子问题可以精确求取解析解（ｃｌｏｓｅｄｆｏｒｍｓｏｌｕ
ｔｉｏｎ），既不需要跟梯度算法一样作梯度逼近，也不需要搜索
最优步长；ｂ）批处理遍历完所有维数后对权向量作一次更
新，相比而言，ＣＤ算法每作一次坐标更新相应的权向量也得
到更新，ＣＤ算法更新（ｆｒｅｓｈ）信息更快［４］；ｃ）计算一个坐标的
方向导数比计算函数值或全梯度简单得多，著名学者 Ｎｅｓｔｅ
ｒｏｖ认为如果没有廉价（ｃｈｅａｐ）的坐标方向导数，ＣＤ算法也就
失去了其实际意义［５］。

１９９２年 Ｌｕｏ等人［６］对可微凸目标函数讨论了坐标下

降算法的收敛性；文献［７］对光滑问题进一步研究，得到了
超线性的收敛性。针对信号领域的 Ｌ１正则化最小二乘回
归（ＬＡＳＳＯ）问题，文献［８］提出了用坐标下降加以求解的
办法。近几年，坐标下降算法的强大优势才得以充分地发

掘［９，１０］。针对 ＬＡＳＳＯ问题，文献［８］指出如果能够合理地

实现坐标下降算法，将可以得到比当前主流算法快得多的

算法。２００８年，ＬｉｎＣＪ研究小组成功地将坐标下降算法引
入机器学习领域［２，３］，取 得了比 Ｐｅｇａｓｏｓ［１１］、割 平面方
法［１２］、信赖域方法［１３］更好的理论结果和实验效果。文献

［２］讨论了 Ｌ２正则化 ＋可微损失函数原始问题的坐标下
降算法。该方法将目标函数的正则化项与损失函数看做一

个整体，对单变量子问题用牛顿法近似求解，通过线搜的方

法保证了目标函数的单减性，并借助文献［６］的收敛分析
获得了超线性的收敛速度。文献［３］讨论了 Ｈｉｎｇｅ损失和
Ｌ２损失（改进的最小二乘损失）ＳＶＭ对偶问题的坐标下降
算法。该方法就对偶形式的子问题关于单变量进行线性展

开，在盒约束域中求解。随后文献［１４］讨论了 ＳＶＭ对偶问
题（有线性约束的光滑目标函数优化问题）的坐标下降算

法，文献［１５］讨论了 Ｌ１正则化的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ和最小二乘损失
的坐标下降的随机算法。

分析上文不难发现，以上研究工作的共同点在于研究损失

函数是光滑的（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续可导），这就可以直接将函数进行
一阶或二阶近似展开求解子问题。而机器学习中最常见的

Ｈｉｎｇｅ损失是非光滑且次可微，使得绝大多数基于梯度的方法
难以直接应用。文献［３］求解了Ｌ２正则化 ＋Ｈｉｎｇｅ损失问题，
虽然对偶目标函数迅速收敛，但在某些数据库（样本个数远大

于维数）不一定保证原问题目标函数的收敛。同时，很多非光

滑损失的原问题没有对偶形式，如Ｌ１正则化Ｈｉｎｇｅ损失情况。
因此，如何求解非光滑损失函数的坐标下降算法是一个值得关

注而又亟需解决的问题。
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　坐标下降算法简介

以二分类为例，对于独立同分布的训练样本集 Ｓ＝｛（Ｘ１，

ｙ１），…，（Ｘｍ，ｙｍ）｝∈Ｒ
ｎ×｛＋１，－１｝，求解下述凸优化问题：

ｍｉｎ
Ｗ
Ｆ（Ｗ）＝∑ｍｉ＝１ｆｉ（Ｗ）＋Ｐ（Ｗ） （１）

其中：Ｗ∈Ｒｎ是优化问题的解向量；损失函数 ｆ（Ｗ）＝∑ｍ
ｉ＝１

ｆｉ（Ｗ）表示由所有样本造成的损失，用于控制模型的训练精
度。本文主要讨论非光滑损失函数为 Ｈｉｎｇｅ（Ｌ１）损失：ｆｉ（Ｗ）
＝ｍａｘ｛０，１－ｙｉ（〈Ｗ，Ｘｉ〉）｝；Ｐ（Ｗ）＝‖Ｗ‖σ

ｐ称为正则化项，

用于避免模型的过拟合。‖·‖σ
ｐ表示 ｌｐ范数的 σ次方。本

文主要研究Ｌ１正则化项：Ｐ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖１和 Ｌ２正则化项：
Ｐ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖２

２两种情况。通过调整参数λ，可以得到兼有
训练精度和泛化能力的模型。

坐标下降算法将Ｗ的每一维看成是一个坐标，根据选取
优化坐标方式的不同，坐标下降算法有许多形式，如循环坐标

下降（ｃｙｃｌｉｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ，ＣＣＤ）和随机坐标下降（ｓｔｏｃｈａｓ
ｔｉｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ，ＳＣＤ）等算法。循环坐标下降就是按照次
序依次循环优化解向量的每一维；随机坐标下降算法则是随机

选取一维坐标并对其进行优化。以原始坐标下降算法为例，其

迭代的过程分为内循环和外循环两部分［２］。迭代过程从起始

点Ｗ ０开始依次迭代出Ｗ １，Ｗ ２，…，Ｗ ｋ。从Ｗ ｋ到Ｗ ｋ＋１的

过程称为一次外循环。Ｗ ｋ＋１通过更新Ｗ ｋ的ｎ个变量来实现
一次外循环，每一次外循环包含ｎ次内循环。

每次内循环生成Ｗ ｋ，ｊ∈Ｒｎ（ｊ＝１，…，ｎ），且 Ｗ ｋ，１＝Ｗ ｋ，

Ｗ ｋ，ｎ＋１＝Ｗ ｋ＋１，Ｗ ｋ，ｊ＝［ｗｋ＋１１ ，…，ｗ
ｋ＋１
ｊ－１，ｗ

ｋ
ｊ，…，ｗ

ｋ
ｎ］
Ｔ（ｊ＝２，…，

ｎ）首尾相接。对于Ｗ ｋ，ｉ到Ｗ ｋ，ｊ＋１的更新，通过求解如下单变

量子问题得到：

ｍｉｎ
ｚ
Ｗ ｋ，ｊ＝［ｗｋ＋１１ ，…，ｗｋ＋１ｊ－１，ｗｋｊ＋ｚ，ｗｋｊ＋１，…，ｗｋｎ］Ｔ＝

ｍｉｎ
ｚ
　ｆ（Ｗ ｋ，ｊ＋ｚｅｊ）　 ｅｊ＝［０，…，１，…，０］Ｔ （２）

具体算法流程如算法１所示。
算法１　坐标下降算法
ｓｔａｒｔｗｉｔｈａｎｙｉｎｉｔｉａｌＷ ０

ｆｏｒｋ＝０，１，…（ｏｕｔｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ）
　　ｆｏｒｊ＝１，２，…，ｎ（ｉｎｔｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ）
　　　ｆｉｘｗｋ＋１１ ，…，ｗｋ＋１ｊ－１，ｗｋｊ＋１，…，ｗｋｎａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ
　　　ｓｏｌｖｅｔｈｅｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍ（２）

以光滑损失为例，介绍一种常见的求解方法。令ａｊ（ｚ）＝ｆ
（Ｗ ｋ，ｊ＋ｚｅｊ），式（２）的单变量子问题可以写成如下形式：

ｍｉｎ
ｚ
　ａｊ（ｚ）＋Ｐ（Ｗ ｋ，ｊ＋ｚｅｊ） （３）

对式（３）的损失项用二阶近似展开：

ｍｉｎ
ｚ
　ａｊ′（０）ｚ＋

１
２ａｊ＂（０）ｚ

２＋ｐ（ｗｋ，ｊｊ ＋ｚ）－ｐ（ｗｋ，ｊｊ） （４）

这里ａｉ″（０）是ａｉ′（０）在０处的（次）梯度。子问题变成一
个关于单变量的二项式，式（４）最小值即为当前子问题的解析
解。文献［２］针对Ｌ２损失（光滑），用牛顿法（Ｎｅｗｔｏｎｍｅｔｈｏｄ）
近似求解了子问题。

#

　损失坐标下降算法推导

由于Ｈｉｎｇｅ损失是非光滑且非连续可导的，故式（４）无法
成立。因而在非光滑情况下求解式（１）的子问题，就不能直接
使用式（４）的二阶近似展开的方式。本章从一种新的角度来
求解非光滑损失的坐标下降问题，主要讨论 Ｌ２正则化项 ＋

Ｈｉｎｇｅ损失和Ｌ１正则化项 ＋Ｈｉｎｇｅ损失两种情况子问题的算
法推导，并针对子问题的具体形式给出直接排序搜索求解子问

题的方法。

#


"

　
<#

正则化项
MNOGP/

损失

当Ｐ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖２时，式（１）变成
ｍｉｎ
Ｗ
Ｆ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖２＋∑ｍｉ＝１ｍａｘ（０，１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉） （５）

将ｍａｘ（）函数写成绝对值项加非绝对值项之和的形式，代
入式（５）得

Ｆ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖２＋∑
ｍ

ｉ＝１
［
１
２｜１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉｜＋

１
２（１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉）］

（６）

固定ｎ－１维，处理当前的第ｊ维，式（６）变换为

Ｆ（ｗｊ）＝
１
２｛２λｗ

２
ｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
｜１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉｜＋∑

ｍ

ｉ＝１
（１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉）｝（７）

其中：１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉＝１－ｙｉ（ｗ１ｘ
１
ｉ＋… ＋ｗｊｘ

ｊ
ｉ＋… ＋ｗｎｘ

ｎ
ｉ）＝［１

－ｙｉ（ｗ１ｘ
１
ｉ＋…＋ｗｎｘ

ｎ
ｉ）］－ｙｉｗｊｘ

ｊ
ｉ－ｙｉｘ

ｊ
ｉ＝Ａ

ｊ
ｉ，表示第 ｊ维第 ｉ样

本的一次项系数，１－ｙｉ（ｗ１ｘ
１
ｉ＋… ＋ｗｎｘ

ｎ
ｉ）＝Ｂ

ｊ
ｉ表示常数项系

数，将Ａｊｉ和Ｂ
ｊ
ｉ代入式（７）得

Ｆ（ｗｊ）＝２λｗ２ｊ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ ＋∑

ｍ

ｉ＝１
（Ａｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ）＝

２λｗ２ｊ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉｗｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ｂｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ （８）

再令Ｓｉ（ｗｊ）＝ Ａｉｗｊ＋Ｂｉ，Ｓｉ（ｗｊ）为 Ｓｉ（ｗｊ）在 ｗｊ处的次
梯度，满足

Ｓｉ（ｗｊ）＝

－Ａｊｉ　　　　ｉｆＡｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ＜０

［－Ａｊｉ，Ａｊｉ］ ｉｆＡｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ＝０

Ａｊｉ ｉｆＡｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ
{

＞０

对式（８）ｗｊ求偏导，令Ｓｉ（ｗｊ）＝ｓｉ（ｗｊ），可得

Ｆ（ｗｊ）＝４λｗｊ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓｉ（ｗｊ）

Ｆ（ｗｊ）是关于 ｗｊ的二次凸函数，Ｆ（ｗｊ）＝０为全局最优
值，此时最优解ｗｊ 可通过下式求得：

ｗｊ ＝｛ｗｊ｜４λｗｊ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓｉ（ｗｊ）＝０｝ （９）

由于ｓｉ（ｗｊ）在－Ｂ
ｊ
ｉ／Ａ

ｊ
ｉ＝ｕ

ｊ
ｉ处出现阶跃，Ｆ（ｗｊ）函数趋势

如图１所示。从图１可以发现，Ｆ（ｗｊ）与 ｗｊ轴的交点处所对
应的ｗｊ 就是当前解析解的值。

#


#

　
<"

正则化项
MNOGP/

损失

当Ｐ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖１时，式（１）变换为

ｍｉｎ
Ｗ
Ｆ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖１＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｍａｘ（０，１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉） （１０）

由于Ｐ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖１，根据２１节的方法无法直接求出
式（１０）的解析解。在ＲＤＡ［１６］算法的启发下，式（１０）增加辅助

项
βτ
τ
ｈ（Ｗ），并随着迭代次数满足单调递减性。

·９８６３·第１０期 吴卫邦，等：一种非光滑损失坐标下降算法 　　　



ｍｉｎ
Ｗ
Ｆ（Ｗ）＝λ‖Ｗ‖１＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｍａｘ（０，１－ｙｉ〈Ｗ，Ｘｉ〉）＋

βτ
τ
ｈ（Ｗ）

（１１）

其中：τ为迭代次数；｛βτ｝是非负、不减的序列；ｈ（Ｗ）为任意强

凸函数，为便于分析本文取 ｈ（Ｗ）＝１２‖Ｗ‖
２。因此求 ｗｊ

的值转换为求解式（１１）子问题解析解的问题。据式（５）～（７）
可得

Ｆ（ｗｊ）＝λ ｗｊ ＋∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ ＋∑

ｍ

ｉ＝１
（Ａｊｉｗｊ＋Ｂｊｉ）＋

βτ
τ
×１２ｗ

２
ｊ

为便于计算，这里将正则化项｜ｗｊ｜看做｜Ａｉｗｊ＋Ｂｉ｜的一种

特殊形式，令Ａｊ０＝λ，Ｂ
ｊ
０＝０，ｓ０（ｗｊ）＝｜λｗｊ｜，则

Ｆ（ｗｊ）＝
βτ
τ
ｗｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝１
ｓｉ（ｗｊ）＋ｓ０（ｗｊ）＝

βτ
τ
ｗｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝０
ｓｉ（ｗｊ）

此时最优解ｗｊ 可通过下式求得：

ｗｊ ＝｛ｗｊ｜
βτ
τ
ｗｊ＋∑

ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ＋∑

ｍ

ｉ＝０
ｓｉ（ｗｊ）＝０｝ （１２）

#


$

　直接排序求精确解

前两节均给出了 ｗｊ 的解析解的形式，但由于次梯度

ｓｉ（ｗｊ）的存在，无法直接求得 ｗｊ 的值。下面用排序的方法递

推搜索Ｆ（ｗｊ）＝０处所对应的 ｗｊ 的值。以 Ｌ２正则化项 ＋
Ｈｉｎｇｅ损失为例，具体操作步骤如下：

ａ）初始化。
（ａ）给定权向量Ｗ＝０；
（ｂ）计算第ｊ维所有样本的常数系数 Ａｊｉ（ｉ＝１，…，ｍｊ），根

据式（９）令 Ｃｊ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ａｊｉ，计算次梯度项的最小系数 Ｄｊ＝ｍｉｎ∑

ｍ

ｉ＝１

ｓｉ（ｗｊ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
－｜Ａｊｉ｜。

ｂ）计算第ｊ维中所有样本的一次项系数Ｂｊｉ（ｉ＝１，…，ｍｊ），

并得出阶跃点ｕｊｉ＝－Ｂ
ｊ
ｉ／Ａ

ｊ
ｉ。

ｃ）对ｕｊｉ从小到大排序［ｖａｌｕｅ，ｉｎｄｅｘ］＝ｓｏｒｔ（ｕ
ｊ
ｉ）。ｖａｌｕｅ＝

｛ｕｊｉｎｄｅｘ（１），ｕ
ｊ
ｉｎｄｅｘ（２），…，ｕ

ｊ
ｉｎｄｅｘ（ｍｊ）｝，满足 ｕ

ｊ
ｉｎｄｅｘ（１）≤ｕ

ｊ
ｉｎｄｅｘ（２）≤…≤

ｕｊｉｎｄｅｘ（ｍｊ），ｉｎｄｅｘ是ｖａｌｕｅ在原序列ｕ
ｊ
ｉ映射的序号。

ｄ）按照阶跃点从小至大的顺序搜索Ｆ（ｗｊ）＝０处所对应

的ｗｊ 的值。
ｅ）根据算法１，依次计算各维，ｊ＝１，…，ｎ，执行步骤 ｂ）～

ｄ），直到满足某种收敛条件停止。
第ｊ维解析解精确求解流程伪代码如下：
ｆｏｒｉ＝１ｔｏｍｊ
ｍｉｎｆ＝４λｖａｌｕｅ（ｉ）＋Ｃｊ＋Ｄｊ
ｍａｘｆ＝ｍｉｎｆ＋２ Ａｊｉｎｄｅｘ（ｉ）

　　ｉｆ　ｍｉｎｆ　＞０
　　ｗｊ＝－（Ｃｊ＋Ｄｊ）／４λ　终止
　　ｅｌｓｅ
　　ｉｆ　ｍａｘｆ≥０
　　ｗｊ＝ｖａｌｕｅ（ｉ）　终止
　　ｅｌｓｅ
　　Ｄｊ＝Ｄｊ＋２ Ａｊｉｎｄｅｘ（ｉ）
　　ｅｎｄ
　　ｅｎｄ

ｎｅｘｔ

从上面的步骤可以发现，步骤 ａ）初始化求的值可以存储
至内存中，后面的算法可以直接调用。整个算法的时间复杂度

主要集中在步骤ｃ）的排序上，为了减少计算时间，提高算法的

执行效率，本文引入红黑树（ｒｅｄｂｌａｃｋｔｒｅｅ）进行排序。红黑树
是一种自平衡二叉查找树，是在计算机科学中用到的一种数据

结构，其典型用途是实现关联数组。它是在１９７２年由 Ｂａｙｅｒ
发明的，被称为对称二叉 Ｂ树，现在的名字是 Ｇｕｉｂａｓ等人于
１９７８年写的一篇论文中获得的。它是复杂的，但其操作有着
良好的最坏情况运行时间，并且在实践中是高效的，可以在

Ｏ（ｌｏｇｍ）时间内进行查找、插入和删除，这里的ｍ是树中元素
的数目。

由于大规模数据一般都是稀疏的，这里定义 珚ｍ为各维样
本的平均数目。通过分析可以知道在最坏的情况下执行一次

内循环的时间复杂度为Ｏ（珚ｍｌｏｇ珚ｍ）。

$

　算法的加速技巧

上一章中给出一次内循环的时间复杂度的上界为Ｏ（珚ｍ×
ｌｏｇ珚ｍ），这个时间开销还是比较大的。因此，根据算法的自身
性质给出三种加速的技巧，使算法能够快速地收敛。

$


"

　分段技巧

根据Ｆ（ｗｊ）的单调性和图１可知，Ｆ（ｗｊ）与 ｗｊ轴的交点

必在某一个区域中，ｗｊ 的值可在某一区域中求取，而其他的
区域跟ｗｊ 的关系不大。因此，确定 ｗｊ 所在的区域以及区域
两边端点的值，并在较小的区域内进行排序求解，就是分段所

要做的工作。令第ｊ维的样本数为ｍｊ，具体操作流程如下：
ａ）１～ｍｊ中产生任意随机正整数，ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ＝ｍｏｄ（ｒａｎｄ

（Ｍ），ｍｊ）＋１为分段的节点序号，其中ｒａｎｄ（Ｍ）是一个较大的
随机数，满足ｒａｎｄ（Ｍ）＞ｍｊ。

ｂ）判断所有节点ｕｊｉ中比ｕ
ｊ
ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ小的值和对应的序号，将

得到的结果存储到ｌｅｆｔ＿ｖａｌｕｅ和ｌｅｆｔ＿ｉｎｄｅｘ的数组中，记录左分
段节点的数目ｌｅｆｔ＿ｃｏｕｎｔ，并计算左分段区域右端点值Ｄ＿ｍｉｄ＝
Ｄｊ＋２∑

ｌｅｆｔ＿ｃｏｕｎｔ
ｉ＝１ Ａｊｉｎｄｅｘ（ｉ） ，这里下标ｉｎｄｅｘ表示ｕ

ｊ
ｉ中比ｕ

ｊ
ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ小

的序号，满足｛ｉｎｄｅｘ（ｉ）｜ｕｊｉｎｄｅｘ（ｉ）＜ｕ
ｊ
ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ｝；再把ｕ

ｊ
ｉ中剩下的值

和对应的序号作为右分段，存储到ｒｉｇｈｔ＿ｖａｌｕｅ和ｒｉｇｈｔ＿ｉｎｄｅｘ的
数组中，这样就把Ｆ（ｗｊ）分成了两段。

ｃ）确定 ｗｊ 大概位置。计算左分段的右端点值 ＬＲ＝
４λｕｊｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ＋Ｃｊ＋Ｄ＿ｍｉｄ，分两种情况进行讨论：

（ａ）如果ＬＲ≥０表示ｗｊ 的位置在左分段区域，则把 ｌｅｆｔ＿
ｖａｌｕｅ、ｌｅｆｔ＿ｉｎｄｅｘ及Ｄ＿ｍｉｄ值存储到临时数组ｔｅｍｐ＿ｖａｌｕｅ、ｔｅｍｐ＿
ｉｎｄｅｘ及ｔｅｍｐ＿ｍｉｄ中，以供下一次的分段或排序使用。

（ｂ）如果 ＬＲ＜０，又分两种情况讨论：①如果 ＬＲ＋２
｜Ａｊｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ｜≥０，则表示 ｗｊ 在 ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ节点的阶跃处的直线
上，此时 ｗｊ ＝ｕ

ｊ
ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ，所有内循环终止；②如果 ＬＲ＋２

Ａｊｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ ＜０，说明 ｗ

ｊ 的位置在右分段区域，把 ｒｉｇｈｔ＿ｖａｌｕｅ、

ｒｉｇｈｔ＿ｉｎｄｅｘ及Ｄ＿ｍｉｄ的值存储到需要排序的临时数组 ｔｅｍｐ＿
ｖａｌｕｅ、ｔｅｍｐ＿ｉｎｄｅｘ及ｔｅｍｐ＿ｍｉｄ中。

ｄ）反复执行步骤ａ）～ｃ），最后按照某一标准停止，如分段
执行的次数或排序的规模等。最后按照２３节中排序搜索策
略求解ｗｊ 的值。

分段的好处在于，充分利用各个区域之间相互独立并对

ｗｊ 不产生影响的性质，无须对某一维的所有节点进行完全排
序。简单计算一下这种分段技巧的时间复杂度。为了便于分

析，假设每次都在节点的中间位置分段，即ｍｉｄ＿ｉｎｄｅｘ＝珚ｍ／２，分
段过程执行ｌ次。第一次执行分段需要的时间复杂度为 珚ｍ，第
二次为珚ｍ／２，依次类推第 ｌ次为 珚ｍ／２ｌ，形成一个等比数列。因
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此分段需要总共的时间复杂度为Ｏ（２［１－（１／２）ｌ］珚ｍ），且上界

是Ｏ（２珚ｍ）。此时排序的时间复杂度为Ｏ
珚ｍ
ｌｌｏｇ

珚ｍ
ｌ＋２

珚( )ｍ。
按照上面的理论计算，可以发现 ｌ值越大，时间复杂度就

越低，但在程序实际执行过程中并不能保证算法收敛的时间越

快。这是因为分段技巧中存在一系列的赋值、判断等运算，占

用了一定的时间开销。因此，针对不同的数据库可以找到一个

临界值ｌ，确保算法以最快的速度收敛。不管怎样，这种分段技
巧在降低时间复杂度是非常可观的，能够大大提高算法的执行

效率。

$


#

　线搜方式求精确解

直接排序搜索求解析解的方法其时间开销是比较大的，本

节提出一种线搜的策略缩小排序的节点数，减少时间复杂度，

同时保证解析解是精确解。

Ｆ（ｗｊ）是单调增函数，要寻找Ｆ（ｗｊ）＝０的点，只要找到
两个点ａ、ｂ，使得Ｆ（ａ）≤０，Ｆ（ｂ）≥０，那么 ｗｊ∈［ａ，ｂ］。取
初始点为当前值 ｗｊ，步长 ｄ，ｋ≥１的正整数，计算Ｆ（ｗｊ）。分
三种情况讨论：

ａ）当Ｆ（ｗｊ）＝０，则ｗｊ ＝ｗｊ，终止本次内循环；
ｂ）当Ｆ（ｗｊ）＞０，则计算Ｆ（ｗｊ－ｄ），直到Ｆ（ｗｊ－ｋｄ）

Ｆ（ｗｊ－（ｋ－１）ｄ）＜０；
ｃ）当Ｆ（ｗｊ）＜０，则计算Ｆ（ｗｊ＋ｄ），直到Ｆ（ｗｊ＋ｋｄ）

Ｆ（ｗｊ＋（ｋ－１）ｄ）＜０。
这样只要针对ｕｊｉ∈［ｗｊ－ｋｄ，ｗｊ－（ｋ－１）ｄ］或者ｕ

ｊ
ｉ∈［ｗｊ＋

（ｋ－１）ｄ，ｗｊ＋ｋｄ］进行排序就可以了。
分析线搜策略的时间复杂度：计算导数Ｆ（ｗｊ）的时间复

杂度是Ｏ（珚ｍ），假定用 ｋ次计算就满足了线搜停止标准，线搜
所产生的时间复杂度为Ｏ（ｋ珚ｍ）。经过线搜后需要排序的节点
被限定在一个更小的区域内，其需要排序的个数 ｍ０＜珚ｍ。因
此时间复杂度为Ｏ（ｋ珚ｍ＋ｍ０ｌｏｇｍ０）。如果ｋ和ｍ０远小于 珚ｍ，
那么这种线搜策略就比较高效。

$


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　非精确线搜方式求近似解

前面子问题的各维 ｗｊ 都是精确解，并且都使用到了排

序，时间复杂度较高。在文献［２］的启发下用 珘ｗｊ近似解来代替
ｗｊ 的精确解，以达到降低时间复杂度的目的。

如果当前的值为 Ｆ（ｗｊ），只要找一个比 Ｆ（ｗｊ）小的值即
可。算法具体实现如下：同样设初始点为当前值 ｗｊ，优化后的
值为 珘ｗｊ，并预先设置步长ｄ，ｋ≥１的正整数，计算Ｆ（ｗｊ）。

ａ）当Ｆ（ｗｊ）＝０，则 珘ｗｊ＝ｗｊ，终止本次内循环。
ｂ）当Ｆ（ｗｊ）＞０，则计算Ｆ（ｗｊ－ｄ）。
如果Ｆ（ｗｊ－ｄ）＜Ｆ（ｗｊ），则 珘ｗｊ＝ｗｊ－ｄ；
如果Ｆ（ｗｊ－ｄ）≥Ｆ（ｗｊ），则计算Ｆ（ｗｊ－δｄ），δ∈（０，１），

直至找到Ｆ ｗｊ－
δ
ｋ( )ｄ＜Ｆ（ｗｊ）的点，此时 珘ｗｊ＝ｗｊ－δｋｄ，停

止计算。

ｃ）当Ｆ（ｗｊ）＜０，则计算Ｆ（ｗｊ＋ｄ）。
如果Ｆ（ｗｊ＋ｄ）＜Ｆ（ｗｊ），则 珘ｗｊ＝ｗｊ＋ｄ；
如果Ｆ（ｗｊ＋ｄ）≥Ｆ（ｗｊ），则计算Ｆ（ｗｊ＋δｄ），δ∈（０，１），

直至找到Ｆ ｗｊ＋
δ
ｋ( )ｄ＜Ｆ（ｗｊ）的点，此时 珘ｗｊ＝ｗｊ＋δｋｄ，停

止计算。

这样就能确保Ｆ（珘ｗｊ）＜Ｆ（ｗｊ），其时间复杂度仅为Ｏ（ｋ珚ｍ）。
本文处理的是大规模稀疏数据。大规模高维机器学习问

题的数据来源具有一定的结构特点：ａ）样本是独立同分布，在
绝大多数情形下，少部分样本已足以反映样本集合的统计规

律；ｂ）样本是稀疏的，绝大部分属性是０，各维中对应的样本的
个数也是不确定的，少则一两个，多则几千乃至几万个。因此，

在计算的时候应该区别处理这些问题，对于样本（节点）个数

少的维数直接用红黑树排序求解，对于样本个数多的维数可以

同时灵活使用上面三种技巧。

%

　数值实验

本文通过实验验证理论分析的正确性并证明算法的性能。

本实验在 ＳｕｎＵｌｔｒａ４５工作站（１６ＧＨｚＵｌｔｒａＳＰＡＲＣⅢｉ处理
器，４ＧＢ内存，Ｓｏｒｌａｒｉｓ１０操作系统）上实现。大规模数据的坐
标优化方法在 ＬＩＢＬＩＮＥＡＲ平台上实现。ＬＩＢＬＩＮＥＡＲ是由 Ｌｉｎ
ＣＪ教授带领的工作组编写完成的开源代码 （ｈｔｔｐ：／／
ｗｗｗｃｓｉｅｎｔｕｅｄｕｔｗ／～ｃｊｌｉｎ／），它既是可以独立运行的软件
系统，又是可以借以继续开发新算法的平台。该平台设计了科

学合理的数据结构，用多种语言进行实现，可以高效处理数据

和安排内存开销，受到了众多国家教育科研机构的青睐。本实

验采用标准Ｃ／Ｃ＋＋语言实现，可以方便地跨平台运行。
本文用到四个大规模数据库，即ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ、ＣＣＡＴ、ａ９ａ和

ｃｏｖｔｙｐｅ，它们都属于文本分类库，如表１所示。四个数据库可
在 ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗｃｓｉｅｎｔｕｅｄｕｔｗ／～ｃｊｌｉｎ／ｌｉｂｓｖｍｔｏｏｌｓ／ｄａｔａｓｅｔｓ／进
行下载。

表１　大规模库描述

数据集 训练样本 测试样本 维数

ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ ２９８８２ ３２４８７ ９９７５７
ＣＣＡＴ １００００ ９９９６ １３５５１９１
ａ９ａ ２４７０３ ７８５８ １２３
ｃｏｖｔｙｐｅ ５２２９１１ ５８１０１ ５４

　　实验中所有的大规模数据库的调谐参数均取λ＝１／ｍ。一
般情况下，随机坐标下降算法的性能一般要优于其对应的循环

坐标下降算法性能，但为获得稳定可靠的实验结论，本文采用

循环的坐标方法进行实验比较。讨论的坐标下降算法可以分

为三种：

ａ）直接排序求取原问题的精确解ｗｊ（ｐｒｉｍａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅ
ｓｃｅｎｔ，ＰＣＤ），只使用红黑树排序与分段技巧，直接对子问题的
解析解进行精确求解；

ｂ）线搜方式求原问题的精确解 ｗｊ（ｐｒｉｍａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅ
ｓｃｅｎｔｗｉｔｈｅｘａｃｔｌｉｎｅｓｅａｒｃｈ，ＰＣＤＥＬ），使用红黑树排序与分段
技巧，并采取３２节中的线搜方法求精确解；

ｃ）非精确线搜方式求原问题的近似解 珘ｗｊ（ｐｒｉｍａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｄｅｓｃｅｎｔｗｉｔｈｎｏｎｅｘａｃｔｌｉｎｅｓｅａｒｃｈ，ＰＣＤＮＥＬ），使用红黑树排序与
分段技巧，并采取３３节中的非精确线搜方法近似求解析解。

本文实验的主要目的在于比较上述三种不同求解方式对

收敛速度的影响并考察算法的单调性。

１）Ｌ１损失Ｌ２正则化的实验比较
考虑Ｌ１损失和Ｌ２正则化项（Ｌ１ＲＬ２）。由于 Ｌ２正则化

项具有强凸、一阶可微等性质，求解此类问题的算法比较多。

最有效的原始算法有批处理 ｃｏｍｉｄ（ｂａｔｃｈｃｏｍｉｄ）［１７］和批处理
ＲＤＡ（ｂａｔｃｈＲＤＡ）［１６］。文献［３］中对偶坐标下降（ＤＣＤ）能够
有效求解 Ｌ１ＲＬ２的问题，其实验表明 ＤＣＤ速度超过许多优
化方法，如Ｐｅｇａｓｏｓ、ＴＲＯＮ和ＳＶＭｐｅｒｆ。这里选择ＰＣＤ、ＰＣＤＥＬ、
ＰＣＤＮＥＬ与循环对偶坐标下降算法（ＣＤＣＤ）、ｂａｔｃｈＲＤＡ和
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ｂａｔｃｈＣｏｍｉｄ进行比较。本实验采用习惯性的方法计算 Ｆ（Ｗｔ）
并记录对应的ＣＰＵ时间，实验结果如图２～５所示。

２）Ｌ１损失Ｌ１正则化的实验比较
考虑Ｌ１损失和Ｌ１正则化（Ｌ１ＲＬ１）的情况。由于Ｌ１Ｒ

Ｌ１问题的损失函数和正则化项都是非光滑次可微，且正则化
项又是一般凸次可微，很少文献或算法讨论过 Ｌ１ＲＬ１问题，
在文献［１８］中也没有涉及到此类情况。目前，没有公开报道
非光滑损失加的坐标下降算法，为了验证算法的有效性，实验

选择与ｂａｔｃｈｃｏｍｉｄ以及ｂａｔｃｈＲＤＡ相比较，实验结果如图６～
９所示。

３）实验结论及分析
从实验中可以发现以下三点现象：

ａ）ＰＣＤ、ＰＣＤＥＬ和ＰＣＤＮＥＬ与ｂａｔｃｈｃｏｍｉｄ、ｂａｔｃｈＲＤＡ及
ＣＤＣＤ的收敛速度相当，但是 ＰＣＤ、ＰＣＤＥＬ和 ＰＣＤＮＥＬ在原
问题中目标函数都是单调递减的，而其他算法不具有严格的单

调性。

ｂ）ＰＣＤ、ＰＣＤＥＬ与 ＰＣＤＮＥＬ之间收敛速度满足 ＰＣＤ≤
ＰＣＤＥＬ≤ＰＣＤＮＥＬ，目标函数值之间存在 ＰＣＤＮＥＬ≤ＰＣＤ
ＥＬ≤ ＰＣＤ。

ｃ）当ｍ＜ｎ时，在ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃｓ和ＣＣＡＴ库上，ＰＣＤ和ＤＣＤ
相比收敛速度相当；当 ｍ＞＞ｎ，在 ａ９ａ和 ｃｏｖｔｙｐｅ库上，ＰＣＤ比
ＤＣＤ表现出更加优越的性能。这说明当样本个数远大于维数
时，ＤＣＤ就显得力不从心，甚至在某些数据库中原始问题的目
标函数都不能够收敛。

从目标函数值来看，实验中可以得到 ＰＣＤＮＥＬ≤ＰＣＤ
ＥＬ≤ＰＣＤ的规律。从第３章算法分析可知 ＰＣＤＥＬ≤ ＰＣＤ都
是精确求子问题的解析解，只是ＰＣＤＥＬ相比ＰＣＤ用了线搜策
略，计算复杂度有所降低，但实际每一步解析解的值跟ＰＣＤ一
样，因此两个算法收敛后目标值是相等。

相比ＰＣＤＥＬ和ＰＣＤ每一步的精确求解，ＰＣＤＮＥＬ每一
次迭代均是近似解，但是它所得到的目标值一般情况下均小于

前两种算法。原因在于ＣＤ算法是一种近似算法，通过固定解
向量中的ｎ－１个坐标不动，对某一个坐标求解单变量子问题。
虽然每一步都得到子问题的精确解对于单变量而言是最优的，

而对于全局变量并不一定是最优的，在很多情况下把每一步优

化得最好反而会影响全局解的最终结果。

基于上述实验比较，说明了 ＰＣＤ解大规模非光滑原始问
题的正确性与高效性，也进一步论证了相关的算法分析。
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本文以求解大规模机器学习问题为背景，针对机器学习中

非光滑损失问题，提出了一种新的求解Ｈｉｎｇｅ损失的坐标下降
算法。分别对Ｌ２／Ｌ１正则化项 ＋Ｈｉｎｇｅ损失子问题的求解进
行了详细的推导，采用排序搜索方式求解析解。在此基础上又

提出三种加速策略提升算法的计算效率，最后通过实验验证了

算法的正确性和高效性。在实验中发现线搜步长 ｄ的选择对
算法的收敛速度影响较大，因此下一步将探索线搜的改进

策略。
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最后，将融合后的领域本体统一转换为 ＯＷＬ格式存入数
据库便于日后分析挖掘。

在本实例中，由于构建的领域本体规模较小，采用 ＭｙＳＱＬ
数据库。在 ＭｙＳＱＬ数据库中建立 Ｓｍａｒｔｐｈｏｎｅｓ＿ｄｂ数据表，在
Ｐｒｏｔéｇé中，选择Ｆｉｌｅ菜单下“ＣｏｎｖｅｒｔＰｒｏｊｅｃｔｔｏＦｏｒｍａｔ…”，在弹
出的对话框中选择 ＯＷＬＤａｔａｂａｓｅ，填入相关信息，并用 ＪＤＢＣ
将Ｐｒｏｔéｇé与ＭｙＳＱＬ相连接。
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本文结合受控词表和分众分类法的优势，生成本体模块的

标签资源；系统地研究了粒度理论并独立提出微商空间理论，

应用于模块化本体知识融合领域，消除本体模块之间的异构

性。融合后的领域本体具有简洁性和语义一致性。然而目前

的研究工作还有待完善，基于微商空间的本体模块一致性检

验、本体模块间的推理等将是下一阶段的研究工作。
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