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基于 ＧＡ的颗粒复合材料细观胞元重构研究
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摘　要：对利用实验方法和数值方法得到的颗粒复合材料细观胞元模型进行力学分析时，由于计算量非常大，
很难考虑其细观结构的全部信息。为了得到适用于仿真计算的细观结构模型，在随机颗粒堆积算法建立细观胞

元模型的基础上，通过设计遗传算法（ＧＡ）重构出了具有各态历经性、统计均匀性和各向同性的最小胞元模型。
通过体积分数为４０％的二相随机颗粒复合材料的重构算例，验证了算法的有效性。结果表明，重构后的新胞元
不仅在结构尺寸上大大减小，而且具有比原始胞元更好的统计特性，为进一步研究颗粒复合材料的宏观性能提

供了条件。
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　引言

已有研究表明，颗粒复合材料的宏观性能依赖于其细观结

构，通过细观仿真建立与真实复合材料细观结构具有相同统计

特征的细观胞元模型，为复合材料宏观性能的研究提供了有效

途径。目前，基于数字图像处理［１］和基于数值仿真［２，３］是建立

细观胞元模型的两个主要方法。基于数字图像处理的方法对

数字图像处理技术要求较高，细观胞元结构太大，且很难生成

三维模型。而数值仿真方法可方便地生成二维和三维的细观

胞元模型，具有更好的适用性。Ｋｏｃｈｅｖｅｔｓ和 Ｋｎｏｔｔ等人［２，４］提

出了一个基于分子动力学的随机颗粒堆积算法，实验证明其算

法可生成圆／球形颗粒胞元模型。但是，为了能够真实地代表
复合材料的细观结构，用该方法所建立的细观模型要求具有足

够大的尺寸，导致细观仿真耗时太长而难以实现。因此，如何

重构具有最小胞元尺寸的细观胞元模型已成为当前研究的重

点和难点。

本文首先引入Ｔｏｒｑｕａｔｏ［５］用 ｎ点概率函数描述两相随机
非均质复合材料细观形态的优点，量化分析了颗粒堆积算

法［６，７］所建立周期性胞元模型（ＰＵＣ）的统计特征；然后基于遗
传算法实现了细观胞元的重构，有效克服了颗粒堆积算法建立

ＰＵＣ尺寸太大的问题；为消除极小量的重叠和其对最优目标
性能的影响，引入了罚函数及重叠优化；最后通过对体积分数

为４０％的二相随机颗粒复合材料进行重构，验证了本文算法
的有效性。

"

　细观胞元统计特性的基本原理

ｎ点概率函数可用来描述随机非均质颗粒复合材料的细
观形态，从统计意义上反映复合材料细观结构的特点。本文进

一步通过ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟将两点概率函数应用于定性描述细
观结构和重构ＰＵＣ的研究中。

"


"

　一点和两点概率函数［
H

，
I

］

为描述复合材料细观结构的统计特征，考虑由大量随机颗

粒细观结构组成的集合体构成样本空间 Φ。一点及两点概率
函数分别表示为

Ｓｒ（ｘ）＝〈Ｉｒ（ｘ，α）〉 （１）
Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）＝〈Ｉｒ（ｘ，α）Ｉｓ（ｘ′，α）〉 （２）

其中：ｘ是细观结构中随机选取的一点；α为样本空间的样本
数；Ｓｒｓ表示在点ｘ、ｘ′处同时发现第 ｒ、ｓ相的概率；符号〈·〉表
示样本平均，即

〈Ｉｒ（ｘ）〉＝∫ΦＩｒ（ｘ，α）ｐ（α）ｄα （３）
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Ｉｒ（ｘ，α）＝
１　ｘ∈Ｄｒ（α）

０　ｘ∈Ｄｒ（α{ ）
（４）

其中：ｐ（α）代表在样本空间Φ里α的概率密度；Ｄｒ（α）代表被
第ｒ相占据的区域。

通常，计算式（１）（２）定义的概率函数非常困难。但是，如
果所描述的材料细观结构具有各态历经性、统计均匀性和各向

同性时，式（１）（２）可简化为
Ｓｒ（ｘ）＝Ｓｒ＝ｃｒ （５）

Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）＝Ｓｒｓ（ｘ－ｘ′）＝Ｓｒｓ（‖ｘ－ｘ′‖） （６）

其中：ｃｒ为复合材料中第 ｒ相的体积分数；‖ｘ－ｘ′‖表示点 ｘ
和ｘ′的距离。特别地，两点概率函数Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）的极限情况为

ｌｉｍ
‖ｘ－ｘ′‖→０

Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）＝δｒｓＳｒ＝δｒｓｃｒ （７）

ｌｉｍ
‖ｘ－ｘ′‖→∞

Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）＝ｃｒｃｓ （８）

其中：δｒｓ为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数，定义为

δｒｓ＝
１　ｒ＝ｓ
０　ｒ≠{ ｓ

（９）

式（７）表明不可能在同一点同时发现两个相，且一点概率
函数是两点概率函数在两点趋于零时的极限值，因此两点概率

函数包含了一点概率函数。式（８）说明当两点足够长时，点 ｘ
和ｘ′具有统计无关性。

"


#

　概率函数的
:-G5/ 63J;-

模拟

对式（３）所示的方程，利用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值积分方法计算
细观结构的一点及两点概率函数，有

Ｓｒ（ｘ）＝
１
Ｖ∫ＶＩｒ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍＭ→∞

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｉｒ（ｘ[ ]） （１０）

Ｓｒｓ（ｘ，ｘ′）＝
１
Ｖ∫ＶＩｒ（ｘ）Ｉｓ（ｘ′）ｄｘ＝

ｌｉｍ
Ｍ→∞

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｉｒ（ｘ）Ｉｓ（ｘ′[ ]） （１１）

其中：点ｘ和ｘ′是结构中随机分布的点；Ｍ是投点次数，趋于无穷。
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ算法的主要思想是在结构内重复置入距离为 ｒ＝
‖ｘ－ｘ′‖的两个点并计算这两点落入各相的概率。如图１所示。

在计算结构两点概率函数时，可以通过 ｓａｍｐｌｉｎｇｔｅｍｐ
ｌａｔｅ［１０］方法代替“投针”过程。如图２所示，该方法将模板的中
心随机置入结构中，分别统计模板中心点及径向点所在的相即

可。如果细观结构具有统计各向同性，位于同一模板圆周内的

点可以进行平均。

#

　
(C6

各态历经性、统计均匀性和各向同性验证

为了证明概率函数式（５）（６）适用于颗粒堆积算法所建立
的细观胞元模型中，本章将对ＰＵＣ的各态历经性、统计均匀性
和各向同性进行验证。以四相复合材料为例，通过颗粒堆积算

法产生颗粒数为７０，结构实际尺寸为８００μｍ×８００μｍ，体积
分数约为４０％的圆形颗粒细观胞元。

#


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　各态历经性的验证

各态历经性假设要求：

Ｃｒ≈Ｓｒ，且Ｓｒ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｓｉｒ （１２）

当通过一点概率函数计算而来的样本平均Ｓｒ与体积平均
Ｃｒ的误差小于１％时，可以设想介质具有各态历经性。其中 ｎ
代表所有胞元的数量，Ｃｒ代表每一个相位的平均体积分数。独
立一阶概率函数Ｓｉｒ是通过５００００次的随机抛掷计算得到的。
表１列出了估计得到的 Ｓｉｒ、Ｓｒ和Ｃｒ，从表中可以看到满足各态
历经性要求。

表１　六个体积分数约为４０％一点概率函数
（Ｐ：颗粒，ｐａｃｋ：胞元，Ｍ：基体）

Ｓｉｒ ｐａｃｋ１ ｐａｃｋ２ ｐａｃｋ３ ｐａｃｋ４ ｐａｃｋ５ ｐａｃｋ６ Ｓｒ Ｃｒ

Ｐ１ ０２７７５ ０２７００ ０２８７８ ０２７２０ ０２８２２ ０２８４５ ０２７９０ ０２８５７

Ｐ２ ００８７３ ００８４５ ００８５３ ００８０７ ００８３４ ００８４４ ００８４３ ００８６９

Ｐ３ ００１７８ ００１８４ ００１７０ ００１６７ ００１６７ ００１４７ ００１６８ ００１７３

Ｍ ０６１７４ ０６２７１ ０６０９９ ０６３０６ ０６１７７ ０６１６４ ０６１９９ ０６１０１

#


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　统计均匀性的验证

统计均匀性表示了一个给定方程的平移不变性，一点概率

函数可以在不同的坐标系中进行评估。将原始坐标从（０，０）
平移到（－Ｌ，－Ｌ）、（－Ｌ／２，－Ｌ／２）、（－Ｌ／４，－Ｌ／４）、（Ｌ／４，
Ｌ／４）、（Ｌ／２，Ｌ／２）和（Ｌ，Ｌ）来计算一点概率函数，胞元的长度为
２Ｌ。表２列出了在以上坐标系中的一点概率函数值及其标准
差，可以看到一点概率函数在不同坐标系中的标准差均小于

２％，可以设想介质具有统计均匀性。
表２　不同坐标系下的一点概率函数

（Ｐ：颗粒，Ｍ：基体）
Ｓｒ （－Ｌ，－Ｌ）（－Ｌ／２，－Ｌ／２）（－Ｌ／４，－Ｌ／４）（Ｌ／４，Ｌ／４） （Ｌ／２，Ｌ／２） （Ｌ，Ｌ） 标准差

Ｐ１ ０２７９１ ０２８１４ ０２７４６ ０２７７８ ０２７８４ ０２７７７ ００１９３
Ｐ２ ００８８０ ００８９１ ００８６７ ００８７８ ００８７４ ００８７８ ００００９
Ｐ３ ００１７５ ００１７４ ００１８３ ００１７７ ００１８２ ００１７０ ００００２

Ｍ ０６１５３ ０６１２１ ０６２０４ ０６１６７ ０６１５９ ０６１７４ ００１６３

#


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　各向同性的验证

利用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ算法模拟计算结构的两点概率函数，计
算中投点数分别取５００、２０００、５０００和１００００，环向点数均为
１００；对于四相材料，共有４２＝１６个两点概率函数。这里只给
出基体—基体标准差（Ｓｍｍ）作比较，其他的标准差分布类似，
如图３所示。从图３中可以看出，几个投点数模拟下，标准差
都小于２％，所以该复合材料具有各向同性。随着模拟次数的
增加，标准差逐渐降低，在 Ｎ＞５０００时趋于稳定，此时标准差
小于１％。

$

　基于
91

的
(C6

细观重构

本章将在所建立的细观模型的基础上，基于遗传算法［１１］

重构具有与其相同统计特征的最小胞元模型。该模型的两点

概率函数与原来胞元的两点概率函数相一致，具有良好的几何

代表性。

$


"

　基于
91

重构
(C6

的基本方法

遗传算法是用于优化问题的智能算法，针对不同的实际问

题有着不同的应用空间。遗传算法具有收敛速度快、寻优效果

好的特点，具体过程如下：

ａ）给定进化代数计数器ｇｅｎ；
ｂ）确定编码方案，随机产生初始种群Ｐ０；
ｃ）构造适应度函数，计算种群的适应值；
ｄ）引进最优保留策略，将当前种群中适应度最高的个体

完整地复制到下一代群体Ｐｔ中；
ｅ）对新种群进行选择、交叉、变异等遗传操作；
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ｆ）采用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，在Ｐｔ中插入新的个体；
ｇ）ｇｅｎ＝ｇｅｎ＋１，返回ｅ），直到满足终止条件；
ｈ）对遗传算法得到的最优解进行解码。
对于目前的 ＰＵＣ重构，群中的每一个个体都是单元晶胞

中粒子的可能配置，由真值染色体 Ｚ＝｛ｚ１，ｚ２，…，ｚ２Ｎ－１，ｚ２Ｎ｝表
示，Ｐｔ是最优化问题的一组可能解：

ｚ２ｉ－１＝ｘｉ，ｚ２ｉ＝ｙｉ　ｉ＝１，２，…，Ｎ （１３）

其中：ｘｉ和ｙｉ是ｘ、ｙ坐标系中第ｉ个粒子的中心坐标。
１）编码方案与初始化
本文采用的编码方式是实数编码，与二进制编码相比，实

数编码不需要进行解码，改善了遗传算法的复杂性，提高了运

算效率；同时避免了进制转换时引起的误差，求解精度高。确

定了编码方案便可对初始种群中每一个个体的所有颗粒坐标

连成一串进行编码，如式（１３）所示，并设定进化计数器ｇｅｎ。
２）适应度函数
适应度函数在遗传算法的搜索过程中起着极为关键的作

用，群体的适应值分布直接决定了遗传算法的收敛速度。遗

传算法的最优控制问题实质上是求适应度函数的最大值问题，

而ＰＵＣ重构的最优解是寻求两点概率函数差异的最小值，从
而需要将最优解问题转变为求最大值问题。另外，重构过程中

可能出现颗粒重叠，这是不希望得到的结果，应对重叠情况的

适应度值进行惩罚。因此，构造如下的适应度函数：

Ｆ（ｘ）＝Ｃｍａｘ－（ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）） （１４）

其中：ｆ１（ｘ）是两点概率分布函数；ｆ２（ｘ）是重叠罚函数；Ｃｍａｘ是
一个较大的实数。如何确定 ＰＵＣ重构中的适应度函数，下面
将进行详细描述。

３）选择、交叉和变异
选择算子是从当前种群中选择一些比较优良的个体，并将

其复制到下一代群体中。本文采用随机竞争选择法，每次按轮

盘赌选择机制选取一对个体，然后让这两个个体进行竞争，适

应度高的被选中，如此反复，直到选满为止。

交叉算子能产生一些较好的新个体，寻优的搜索过程主要

通过它来实现，由于是实数编码，本文采取两点算术交叉。

假设在两个个体 ＸｔＡ与 Ｘ
ｔ
Ｂ之间进行算术交叉，则交叉运

算后所产生的两个新个体为

Ｘｔ＋１Ａ ＝αＸｔＢ＋（１－α）ＸｔＡ
Ｘｔ＋１Ｂ ＝αＸｔＡ＋（１－α）Ｘ{ ｔ

Ｂ

（１５）

其中：α为［０，１］间的随机数。
变异算子可改善遗传的局部搜索能力，维持种群的多样

性，防止出现早熟现象。本文采用非均匀变异法。

假设对个体ＸｔＡ进行非均匀变异，则变异后所产生的新个
体为

Ｘｔ＋１Ａ ＝ＸｔＡ＋（Ｌｕｐ－ＸｔＡ）×α×（１－ｇｅｎ／ｍａｘｇｅｎ）２或 （１６）

Ｘｔ＋１Ａ ＝ＸｔＡ－（ＸｔＡ－Ｌｌｏｗ）×α×（１－ｇｅｎ／ｍａｘｇｅｎ）２ （１７）

其中：Ｌｕｐ和Ｌｌｏｗ分别代表Ｘ取值区间上限和下限；α为［０，１］间
的随机数；ｍａｘｇｅｎ为最大进化次数。
４）增加新个体
本文采用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则：

Δｆ＝ｆ（Ｘｔ＋１Ａ ）－ｆ（ＸｔＡ） （１８）

若Δｆ＞０，则接受新解，并用上一代最优解替换当代最差
解；若Δｆ＜０，则按概率ｐ＝ｅｘｐ（－Δｆ／ｇｅｎ）接受新解，并用当代
最优解替换当代最差解。ｇｅｎ为当前进化次数，开始时候可能
接受较差的恶化解，随着 ｇｅｎ的增大，接受恶化解的概率逐渐
减小；最后在ｇｅｎ趋于ｍａｘｇｅｎ时，就不再接受恶化解了。若不

接受新解，则保持上一代最优解不变，用当代最优解替换当代

最差解。

$


#

　适应度函数的确定

式（８）说明当两点概率函数投点间的距离大于一定值时
呈现统计无关性，因此可以确定出重构 ＰＵＣ的原始长度规
模Ｈｉｎｉｔ。
$


#


"

　两点概率分布函数
对于一个给定Ｈｉｎｉｔ的ＰＵＣ，体积分数为Ｃｉ，粒子半径为ｒｉ，

相位ｉ的粒子数为Ｎｉ，Ｈ代表ＰＵＣ的最小尺寸，通过如下的目
标函数可以使体积分数的差异最小：

Ｇ（Ｈ）＝ ∑
ｎｐ

ｉ＝１
（Ｃｉ－

Ｎｉπｒ２ｉ
Ｈ２
）槡
２ （１９）

其中：ｎｐ是复合材料中粒子相位的个数。这个最优问题可以
得到解析解来获得最优的ＰＵＣ尺寸规模为

ｄＧ
ｄＨ＝０Ｈ＝

π∑ｎｐｉ＝１Ｎ２ｉｒ４ｉ
∑ｎｐｉ＝１Ｎｉｒ２ｉＣ槡 ｉ

（２０）

通过式（２０）确定了 ＰＵＣ的最优长度规模后，颗粒中心的
最优位置就可以通过求下面的目标函数的最小参数值来确定，

基于两点的概率分布为

Ｆ（ｘＮ）＝∑
ｍ

ｒ＝１
∑
ｍ

ｓ＝１
‖Ｓｒｓ－Ｓｒｓ‖Ｌ２＝

∑
ｍ

ｒ＝１
∑
ｍ

ｓ＝１
∫Ｈ０（Ｓｒｓ－Ｓｒｓ）２ｄ槡 ｒ （２１）

其中：ｘＮ＝｛ｘ１，ｙ１，…，ｘＮ，ｙＮ｝
Ｔ是颗粒中心位置向量，ｘｉ和 ｙｉ

分别是第ｉ个粒子的 ｘ、ｙ坐标；ｍ是复合材料相位的总数，等
于ｎｐ＋１；Ｓｒｓ是原始细观结构计算所得到的两点概率函数；Ｓｒｓ
是ＰＵＣ计算所得到的两点概率函数。

但是式（１７）没有包含颗粒的重叠情况，判断 ＰＵＣ中没有
重叠，解向量ｘＮ应该遵循：

（ｘｉ－ｘｊ）２＋（ｙｉ－ｙｊ）槡
２≥ｒｉ＋ｒｊ

ｉ＝１，…，Ｎ；ｊ＝ｉ＋１，…，Ｎ （２２）

其中：Ｎ代表粒子总数，ｒｉ和 ｒｊ分别是第 ｉ和第 ｊ个粒子的半
径。在重构过程中，应当避免颗粒间重叠情况的发生。

$


#


#

　重叠罚函数
根据一对粒子中心的距离，可以将重叠分为两类：ａ）部分

重叠，即粒子中心的距离小于两者半径之和；ｂ）完全重叠，即
粒子中心的距离小于任何一个半径。用Ｎｐ代表部分重叠事件
数目，Ｎｃ代表完全重叠事件数目，可能解中的重叠数量通过系
数η来描述：

η＝

２
Ｎｐ
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ＋１

Ａｏｖｅｒｌａｐ
（Ａｉ＋Ａｊ）

　　　　　Ｎｃ＝０

２
Ｎｐ
∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝ｉ＋１

Ａｏｖｅｒｌａｐ
（Ａｉ＋Ａｊ）

＋０５ Ｎｃ{ ＞０
（２３）

其中：Ａｉ和 Ａｊ分别代表颗粒 ｉ和 ｊ的面积；Ａｏｖｅｒｌａｐ代表重叠面
积。当出现某个颗粒的中心刚好在另一个颗粒的圆周上的极

限情况时，重叠系数 η被认为是０４５。因为完全重叠是不希
望出现的情况，所以应该给予惩罚，当出现完全重叠时重叠系

数η自动加上０５。
根据由参数η所给出的重叠数量，建立了一个惩罚方程：

ｐ＝

０　　　　　η＝０

η( )ｗ
λ

０＜η＜ｗ

１０ η≥
{

ｗ

（２４）

其中：ｗ代表重叠的较高中断，η超过ｗ则ｐ＝１；λ是０＜η＜ｗ
下补偿函数的指数。
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所以，通过两点概率分布函数式（２１），和重叠罚函数式
（２４），可得出适应度函数为

Ｆ（ｘＮ）＝Ｃｍａｘ－ ∑
ｍ

ｒ＝１
∑
ｍ

ｓ＝１
∫Ｈ０（Ｓｒｓ－Ｓｒｓ）２ｄ槡 ｒ＋( )ｐ （２５）

$


$

　重叠问题优化

在上述ＧＡ操作过程中，仅仅通过重叠罚函数将无法完全
消除颗粒重叠。为了得到合适的解，确保算法的收敛速度，需

对发生重叠的颗粒进一步优化。本文引入一种简单的重叠优

化方法，通过几何运算来调整每对重叠颗粒的坐标，使其沿着

重叠的相反方向移动，并满足如下关系式：

（ｘ′ｉ－ｘ′ｊ）２＋（ｙ′ｉ－ｙ′ｊ）槡
２＝ｒｉ＋ｒｊ （２６）

其中：（ｘ′ｉ，ｙ′ｉ）和（ｘ′ｊ，ｙ′ｊ）分别为一对重叠颗粒优化后的中心
坐标；ｒｉ和ｒｊ为颗粒的半径。

%

　重构算例

首先通过颗粒堆积算法生成一个体积分数为４０％、包含
７０个颗粒、结构实际尺寸为８００μｍ×８００μｍ的单一尺寸二相
复合材料作为ＧＡ的原始种群，其两点概率函数如图４所示。
从图４中可以得出，当两点概率函数取样模板半径ｒ＞０５５（实
际尺寸为２２０μｍ）时，两点概率函数呈现统计无关性。因此
ＰＵＣ原始大小Ｈｉｎｉｔ为４４０μｍ、包含２２个颗粒，其最优大小由式
（２０）计算得到为４３８μｍ。

然后用第三章描述的遗传算法进行重构。这里遗传算法

作用的对象是２０个初始种群，且均由颗粒堆积算法直接产生。
当迭代次数达到１００００或公差（由最坏个体和最好个体适应
度的差决定）达到００１５而且保持至少１０００次的迭代时，仿
真结束。罚函数的重叠较高中断 ｗ取为 ００５，指数 λ设为
５０。表３列出了目前遗传算法参数值。

表３　遗传算法的相关参数值

参数名称 参数符号 参数值

初始种群大小 Ｐ０ ２０
最大进化次数 ｍａｘｇｅｎ ５００
交叉概率 Ｐｃ ０３
变异概率 Ｐｍ ０７

　　图５（ｂ）是重构后 ＰＵＣ细观胞元，没有重叠，而且尺寸减
小为原始胞元图５（ａ）的３０％。图６（ａ）描述了原始群的两点
概率函数平均值与初始种群的对比结果，为了便于比较只选择

了部分个体，其余个体有相同趋势；图６（ｂ）展示了原始群与重
构ＰＵＣ的比较结果，显而易见，重构后的ＰＵＣ与原始种群的两
点概率函数相吻合，而且曲线更稳定，因此具有更好的统计

特性。

&

　结束语

ａ）利用一点和两点概率函数对复合材料细观结构的统计
特性进行描述，证明了随机颗粒堆积算法生成的细观胞元模型

的各态历经性、统计均匀性和各向同性。

ｂ）基于遗传算法实现了对体积分数为４０％的颗粒复合材
料细观胞元模型重构，通过结果分析比较，证明新的胞元模型

可以代替原始模型作为研究对象。

ｃ）下一步将针对更高体积分数颗粒复合材料，解决消除
颗粒重叠耗时太多的问题。
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