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约束自适应 Ｌｏｏｐ曲面细分
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摘　要：自适应细分已经被广泛应用于曲面细分领域以减少不需要的细分次数和细分面数。但是目前自适应
细分都存在不同细分层次之间的裂缝拟合问题，造成了不同细分层次之间的曲面无法光滑连接，对此提出一种

基于中分面的约束应细分方法。该方法的主要思想是通过对深度较高区域的１邻域三角形平分，根据产生裂缝
的个数，将插入点与其１邻域的网格相连，从而降低高细分区域与低细分区域的深度差，达到不同细分程度光滑
过度的细分效果。
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　　细分曲面是通过重复定义一系列控制网格取极限时得到
的。由Ｃａｔｍｕｌｌ和Ｃｌａｒｋ在１９７８年提出，该方法可以使用同一
种简单的算法最终产生一个光滑的实体模型，其算法复杂度

低、算法效率高、造型效果好而被广泛应用于模型造型和动画

造型中。本文使用Ｌｏｏｐ细分［１］方法作为本文算法改进的基础

方法。

一般的细分方法是用同一种算法对整个实体进行造型，例

如Ｌｏｏｐ细分方法，每次细分都会将每个面一分为四，一个有
１０００个面的模型仅仅经过两次细分，面的数量就会增加到
１６０００个，这就产生了以下问题：ａ）由于面的数量增加过快，
需要大量的存储空间来存储点面信息，并且大大增加了计算

量；ｂ）在一个模型中有些区域不需要太高程度的细分，而有些
区域需要进一步细分以体现局部细节特征，如果使用统一的细

分次数就会造成一部分区域没有必要而另一部分区域细分程

度不够的情况。对此人们提出了自适应细分，它能根据具体要

求去仅细分模型中的某一部分，从而产生一个最佳细分网格。

自适应细分需要解决两个问题［２］：ａ）选择细分区域；ｂ）消
除邻面之间因具有不同细分程度而产生的裂缝。因为这些裂

缝防止适当的渲染和表面处理，从而在视觉上产生凹凸不平的

非光滑现象。其中一种算法由 Ａｍｒｅｓｈ等人提出［３］，主要思想

是根据面的裂缝数量分割三角，有几个裂缝就将三角形一分为

几；另一种方法叫红—绿网格法［４］，主要思想是如果只有一个

裂缝则将三角形一分为二，否则就将三角形一分为四。

本文主要解决细分算法中的第二个问题，提出一种新的自

适应细分算法，确保相邻面的细分深度差至多为１，使用本文
算法可以使在模型的整个细分过程中，维持选择区域内的顶点

的连续性，当选择区域被重复细分时，不会产生突然的深度变

化。另外，新增加的边可以消除整个网格中的裂缝的蔓延。这

样产生的细分曲面的深度变化是逐渐的，细分曲面就是光

滑的。
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曲面细分

Ｌｏｏｐ曲面细分是一种基于三角网格１～４细分，由Ｌｏｏｐ在
１９８７年提出，主要思想是在三角形的每条边上插入新顶点，并
将其两两相连，使每个三角形分裂成４个小三角形，所以细分
一次后，三角形个数将增加４倍。几何规则是重新计算网格上
所有顶点的位置，一般起着光顺的作用。对控制网格上的顶

点，由于细分的进行，顶点的位置在不断地更新，最后收敛到

细。其拓扑分裂规则如图１所示。
新顶点的几何规则如下：

ａ）内部奇点，如图１（ａ）所示，设有两个三角形（Ｖ０，Ｖ１，Ｖ２）
和（Ｖ０，Ｖ１，Ｖ３）共享边为Ｖ０Ｖ１，则Ｖ０Ｖ１上的新顶点位置为

ＶＥ＝
３
８（Ｖ０＋Ｖ１）＋

１
８（Ｖ２＋Ｖ３）
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ｂ）内部偶点，如图１（ｂ）所示，设 Ｖ的边临点 Ｖ０，Ｖ１，…，
Ｖｎ－１，ｎ＝｜ＶＥ｜，相应顶点的位置为

Ｖｖ＝（１－ｎβｎ）Ｖ＋βｎ∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｖｉ

其中， βｎ＝
１
ｎ（
５
８－（

３
８＋

１
４ｃｏｓ

２π
ｎ）

２）

ｃ）边界奇点，如图１（ｃ）所示。

ＶＥ＝
１
２（Ｖ０＋Ｖ１）

ｄ）边界偶点，如图（ｄ）所示。

ＶＶ＝
１
８（Ｖ０＋Ｖ１）＋

３
４Ｖ

在取极限情况下，Ｌｏｏｐ细分除顶点处是 Ｃ１连续外，其他
地方是Ｃ２连续的。

"

　自适应细分

为了尽可能减少细分面的数量，在自适应细分中，仅选择

一个固定区域的网格进行重复细分，自适应细分要解决的三个

问题是：ａ）细分区域选择；ｂ）顶点的计算；ｃ）裂缝消除。

"


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　区域选择

区域的选择是根据特定的因素，这种因素及可以是用户自

定义或者基于专门种类。选择标准：用户可以选择网格中的一

个部分作为细分区域，这些部分是需要进一步细分以便可以显

示具体的细节特征，此时，用户可以选择顶点或者三角网格进

行细分，如果选择的是顶点，任何三角网格都至少有两个顶点

被细分。图２显示的是用户定义的兔子模型区域。面的曲率
是另一个选择标准：计算所有顶点的高斯曲率，确定高曲率的

区域，这些区域需要进一步细分。二面角也可用来表示面的曲

率，尽管二面角并不能像高斯曲率那样精确，但是在计算更高

效，是面曲率中的重要行列式。另一个选择标准是面与极限面

的距离程度，距离越远则越需要再次细分。

"
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　顶点的计算

本文引入平坦度的概念，使用ε表示，设εＴ是给定平坦度

的阈值，计算顶点Ｖ处的平坦度，设Ｖ是ｎ个面的公共顶点，ｎｉ
是这ｎ个面的法向量，则Ｖ处的平坦度为

εＭ（ｖ）＝ｍａｘ｛ａｒｃｃｏｓ（ｎｉ，ｎｊ）：１≤ｉ≠ｊ≤ｎ｝

当顶点的εＭ（ｖ）＜εＴ时，则称该点为死点，死点不可生成

新顶点；如果边的两个端点都满足εＭ（ｖ）＜εＴ时，则称这条边
是死边，死边不可插入新边点；一个面有两条以上的边为死边，

则该面称为死面，死面不可再细分。除此之外的面都是可分

的。整个模型细分情况按以下步骤进行：

ａ）遍历模型的所有三角形，计算三角形的单位法向量；
ｂ）计算所有顶点的平坦度，根据εＭ（ｖ）大小标记出所有死

点、死边和死面；

ｃ）对于死点则不再生成新的顶点，与该点相连的所有边
称为死边，死边上也不再生成新边点，具有两条及以上死边的

面称为死面，死面也不再参与细分；

ｄ）对于死点、死边和死面之外的情况，按Ｌｏｏｐ细分的几何
原则生成新点；

ｅ）重复以上步骤，直到满足细分要求为止。

"


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　裂缝消除

自适应细分中的裂缝是在不同细分深度之间的三角网格

之间产生的［５］，如果网格需要再次被编辑或细分，就必须消除

这些裂缝，本节指出了当前裂缝消除算法中存在的问题，而这

些问题是本文的算法可以解决的。

有人在自适应细分中使用限制面的概念，在该算法中，网

格被存储为树型数据结构，叶子表示最后细分深度，但不是在

细分后立刻处理裂缝。裂缝的消除是在算法的实现阶段处理

的，细分前，面裂缝通过限制父邻面直到所有顶点都完成邻居

来消除，这种方法确保了在细分过程中使用了当前平均规则，

细分之后，面不需要则被丢弃，在渲染过程中，裂缝即被消除

了，参见文献［３］。本文的算法扩展了文献［３］，去消除细分中
的裂缝，但本文选择了一个更大的细分区域，而不是一个指定

的维护限制网格，原因是文献［３］的方法存在两个缺点：
ａ）当重复细分时，选择区域会产生了一系列高价顶点，当

面被平分去消除裂缝时，高价顶点会产生一个长而狭窄的面。

ｂ）在经过大量细分步骤后，在邻面三角网格之间的细分
深度就会不同，这将导致连接处和表面曲率突变。周围产生凹

凸图选择区域。

为了克服文献［３］中算法的缺陷，本文使用一个限制网
格［６］，因为可以增加细分过程中普通顶点的存留数量，限制网

格就是细分区域的１邻域三角网格，每个三角网格与选择区
域都共享一条边界边，当选择区域按Ｌｏｏｐ规则细分一次后，选
择区域的每一个三角网格上都会插入一个新边点，这个新边点

会产生一个裂缝，将新点与１邻域三角网格的对顶点相连，这
样细分区域和非细分区域通过连接线相连，使细分深度有一个

平稳过渡，从而达到较好的光滑渲染效果。如果选择的区域被

再次细分，邻域面会立即被标记出来，如果顶点的任何邻接点

没有被选中，那就要被逐渐选择，具备两个或更多个标记顶点

的面参加细分，其他面不变，在这种算法中边界情况会被自动

处理。细分示意图如图３所示。
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　局部修改的约束求解

如果在完成对模型细分后，要对模型的某一个局部区域进

行修改，如果没有对局部区域修改的有效操作，就只能重新细

分。这显然是非常复杂的。本文提出一种基于约束求解的局部

修改方案，通过对修改域的约束控制，使需要移动的点通过周围

约束点的控制可以根据需要任意移动。从而达到修改细分模型

局部区域的目的。在阐述约束方案前首先进行如下定义。

定义１　对象点。需要进行修改的点，用Ｑ表示。
定义２　约束点。控制对象点的所有点的集合，即对象点

通过约束点的约束求解达到按需移动的目的，记为Ｃｉ。
定义３　变形路径。对象点的移动方向及位移，记为 ｄ

（Ｑ）。
定义４　影响域。所有对象点的集合。Ｒｉ是影响域的

半径。

修改细分模型同样使用上述细分方法，当对象点的坐标、

约束点、变形路径和影响域确定后，就能根据需要对网格进行

局部修改。值得注意的是，为了能保证修改的任意性，需要能

对细分的任意层次进行修改。

如果对象点Ｑ位于影响域内，则该点通过约束点变形，相
反，如果该点位于影响域外，则不变形。对象点受到多个约束

点的影响，约束点为Ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｎｃ）。其中 ｎｃ是约束点的
数量。因此可以定义约束的数学表达式，即对象点的变形路径

ｄ（Ｑ）。
设Ｑ是需要变形的对象点，ｄ（Ｑ）是对象点的约束变形量。

则有

Ｑ∈Ｒｎ：ｄ（Ｑ）＝∑
ｎｃ

ｉ＝１
Ｍｉｆ

～
ｉ（Ｑ）Ｍｉｆｉ（Ｑ） （１）

其中：Ｍｉ为满足约束集合的约束点的逆矩阵；ｆ
～
ｉ是 Ｑ的变形

函数，Ｑ由ｉ个约束点控制，即

ｆ
～
ｉ（Ｑ）＝Ｂｉ（

‖Ｑ－Ｃｉ‖
Ｒｉ

）

实现过程：

ａ）建立立局部坐标系，确定对象点的空间坐标。
ｂ）定义相应约束条件（Ｃｉ，Ｒｉ，ｎｃ）。
ｃ）判断是否需要在当前层次变形。如果需要则按照式

（１）计算变形量；如果不需要则转到步骤ｃ）。
ｄ）用户需要在第ｋ＋ｎ层上变形，则对当前对象继续细分

ｎ次，同时计算约束条件。满足条件后转到步骤ｂ）。
反复使用上述实现方法，直到满足需要为止。可以看出该

方法具有定义简单、容易实现的优点，不必通过复杂的模型重

建就能任意修改细分模型。

$

　算法结果分析

在Ｗｉｎｄｏｗｓ下使用 ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２００８和 ＯｐｅｎＧＬ对基于
约束自适应Ｌｏｏｐ曲面细分方法进行编程分析，本文给出两个
细分例子，对一个初始人头和一个齿轮模型应用各种细分，对

细分结果进行比较，各种细分情况下的网格数据和细分次数如

表１所示，细分的初始网格和细分效果如图４、５所示。从两幅
图片看，自适应细分的优势非常明显。可以在保证细分质量的

同时大大减少细分面数。

表１　约束自适应细分

模型 初始面片数
传统Ｌｏｏｐ细分

面片数 次数

自适应细分

面片数 次数

人头 ４８０１
１９２０４ １ １３４４２ １

７６８１６ ２ ３０１５１ ２

齿轮 ２０００
８０００ １ ５９６３ １

３２０００ ２ １１３５７ ２

/

　结束语

本文给出了一种约束自适应的 Ｌｏｏｐ曲面细分方法，给出
了该方法的拓扑和几何细分规则，并提出了裂缝消除方法。因

为面在选择区域内并且和直接邻域面有着相同的细分深度，所

以面的连接性不会突然改变。与选择区域离得越近的面会先

被重复细分，细分深度越高，相反，离选择区域远的地方细分深

度低，这样就可以解决细分深度的突然变化和渲染走样的问

题，本文的算法用抗混叠方法来建立细分深度平稳过渡，从一

个地区到另一个区域。应用这种方法要比非自适应 Ｌｏｏｐ细
分［７］有更好的光滑性和更少的细分面数。
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