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摘　要：给出０１背包问题的数学模型，修改传统二进制编码为格雷码混合遗传算法，使用贪心算法来解决约
束问题，对每个个体使用价值密度来衡量，提高了算法搜索效率，同时使用精英保留机制来加速算法收敛的速

度。最后通过数值实验证明了算法的有效性。
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　　近些年，背包问题吸引了很多理论和实际工作者对此问题
进行深入的研究。主要是由于在工业上很多的实际应用，如资

金运算、货仓装载、存储分配等，都是典型的应用例子［１～３］。

０１背包问题是一类组合优化问题，迄今已有４０多年的研
究历史，可广泛应用于碎片收集、作业调度、资金预算和货物装

箱等领域；０１背包是一类 ＮＰ问题，传统方法如持续松弛法、
动态规划法、解析法、穷举法、分支界限法和一些近似算法等，

一般仅能获得问题的近似最优解。近年来，不少学者将稳健的

遗传算法应用于０ｌ背包问题的求解［４～８］，在问题求解质量方

面收到了较好的效果。解决背包问题的关键在于两方面：

ａ）约束条件的处理，目前比较流行的是采用惩罚函数的方式
处理约束条件，当问题规模较大时，这种方法尽管可行，但搜索

效率很低，因此本文在约束条件处理上将贪心法与遗传算法相

结合，利用启发式搜索思想来提高效率；ｂ）种群收敛速度和范
围的处理，传统的二进制编码遗传算法中，种群收敛速度较慢，

而且很容易陷入局部收敛，本文采用格雷码和遗传算法相结

合［９，１０］，使用精英保留机制［１１］，提出了格雷码混合遗传算法，

保持了种群在后期的多样性，避免种群过早地陷入局部收敛，

提高了问题的求解质量和算法效率。

!

　背包问题的数学模型

背包问题是一个 ０１规划问题，假设有 ｎ个物品，每个物

品的重量和价值分别记为ｗｉ、ｐｉ（ｉ＝１，…，ｎ），背包能承受的最
大重量是ｃ，当物品ｉ被选择进入背包时，ｘｉ＝１，否则，ｘｉ＝０；背

包的总重量记为∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ，总价值记为 ∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉｘｉ。本文的目标旨在

得到一个最优解ｘｉ（ｉ＝１，…，ｎ），能使得总价值最大，同时又
不超过背包的重量限制。背包问题的数学模型可描述如下：

ｍａｘｉｍｉｚｅ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｘｉ

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ∑
ｎ

ｉ＝１
ｗｉｘｉ≤ｃ

ｘｉ＝１０　ｉ＝１，…，ｎ
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　传统算法在求解背包问题中存在的问题

解决背包问题的传统方法有动态规划法、解析法和穷举

法。动态规划算法通常用于求解具有某种最优解性质的问题，

在这类问题中，可能会有许多可行解，每一个解都对应于一个

值，本文希望找到具有最优解（最大值或最小值）的那个解。

设计一个动态规划算法，通常可按以下几个步骤进行：

ａ）找出最优解的性质，并刻画其结构特征。
ｂ）递归地定义最优值。
ｃ）以自底向上的方式计算出最优值。
ｄ）根据计算最优值时得到的信息，构造一个最优解。
步骤ａ）～ｃ）是动态规划算法的基本步骤。在只需求出最

优值的情况下，步骤ｄ）可以省略；若需要求出问题的一个最优
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解，则必须执行步骤ｄ）。此时，在步骤 ｃ）中计算最优值时，通
常需记录更多的信息，以便在步骤 ｄ）中根据记录的信息快速
构造出一个最优解。

动态规划法存在的一个问题是算法需要时间太多，当背包

容量ｃ＞２ｎ时，动态规划法需要Ω（ｎ２ｎ）的计算时间。
解析法是通过求解使目标函数梯度为零的一组非线性方

程来进行搜索，一般而言，若目标函数连续可微，解的空间方程

比较简单，解析法还是可以使用。但是，当方程的变量有几十

或者几百个就无能为力了。

穷举法，即在一个连续的有限空间或离散无线搜索空间

中，计算空间中每个点的目标函数值，且每次计算一个。显然，

这种方法效率太低且鲁棒性不强，许多实际问题所对应的搜索

空间很大，不允许一点一点地慢慢求解。
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　格雷码混合遗传算法求解背包问题
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　遗传编码

３１１　二进制编码
采用二进制ｎ维解矢量 Ｘ作为解空间参数的遗传编码，

串Ｔ的长度等于ｎ。ｘｉ＝１表示该物体装入背包，ｘｉ＝０表示不
装入背包。例如Ｘ＝｛０，１，１，０，１，０，１｝表示２、３、５、７这四个物
体被选入包中。

３１２　格雷编码
使用传统的二进制编码时，ＧＡ的局部搜索能力较差，相

邻整数的二进制编码可能具有较大的 Ｈａｍｍｉｎｇ距离。例如，
３１和３２的二进制分别表示为０１１１１１和１０００００，因此算法的
解要从３１改进到３２必须改变所有的位，这种缺陷将降低遗传
算子的搜索效率。二进制编码的这一缺陷称为 Ｈａｍｍｉｎｇ悬
崖。为此，人们提出用格雷码（Ｇｒａｙｃｏｄｅ）来对个体编码。格
雷码是这样一种编码，其连续的两个整数所对应的编码值之间

仅仅只有 一个码位是不相同的，其余码位完全相同，如３１和
３２的格雷码分别表示为０１００００和１１００００。二进制编码和格
雷码之间的对应关系是：

假设有二进制串〈α１，…，αｎ〉，对应的 Ｇｒａｙ串为〈β１，…，
βｎ〉，则从二进制编码到Ｇｒａｙ编码的变换为

βＫ＝
α１ 如果Ｋ＝１

αＫαＫ－１ 如果 Ｋ{ ＞１

从Ｇｒａｙ编码到二进制编码的变换为

αｋ＝∑
ｋ

ｉ＝１
βｉ（ｍｏｄ２）

在遗传算法中，群体多样性对于保证搜索的全局性及提高

搜索效率是至关重要的，而一直困扰着遗传算法的早熟收敛问

题是因群体多样性的逐步丧失而导致的，因此，如果在交叉和

变异的遗传操作中，每隔一定的代数变换使用一次格雷码编

码，可以对多样性的逐步丧失有一定的减缓作用。

格雷码的主要优点是便于提高遗传算法的局部收索能力，

变异和遗传操作也易于实现，符合最小字符集原则，便于用模

式定理对算法进行理论分析。
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　约束条件的处理

如何处理约束条件是解决背包问题的关键，这里结合启发

式搜索算法贪心法来处理背包问题的约束条件。贪心法是指

将物品按价值密度ｐｉ＝ｖｉ／ｗｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）的值降序排列，然
后依据该顺序将相应的物品放入背包中，直到超出背包的容量

为止。

由于在编码的过程中会产生很多不满足约束条件的无效染

色体，对于这些不满足约束条件的基因编码串，本文利用贪心法

的思想，优先装入ｖｉ／ｗｉ较大且ｘｉ＝１的物品，直到背包的容量
限制装不下为止。对于基因编码中指示应装入而实际上已装不

下的物品，修改其基因编码串中对应的ｘｉ为０，由此可产生一些
新的基因编码串，这些新的编码串相对来说是较好的。

#
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　遗传算子的设计

ａ）选择。采用轮盘赌选择方法，先计算种群中各个个体

所对应的适应度总和∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ，再计算出每一个个体的相对适应度

大小ｆｉ／∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ＝１，即为每一个个体遗传到下一代种群中的概率，

每一个概率的值组成一个区域，全部的概率和为１，最后再产
生一个 ０～１之间的随机数，依据该随机数出现在上述哪个区
域来确定各个个体被选中的次数。另外，还采用了精英保留机

制，强行将上一代的最优个体直接保留进入下一代。这样，每

进化一代，下一代的最优个体一定不劣于上一代的最优个体。

ｂ）交叉。采用单点交叉，交叉点 ｋ的范围为 ［１，ｎ－１］，
以随机产生的交叉点为分界相互交换分界点后面的代码串，由

此产生两个新的个体。

ｃ）变异。采用单点变异，变异位ｋ的范围为 ［１，ｎ－１］，对
系统随机产生的变异位进行翻转，即如果该位原来为 １，则变
为 ０，原来为 ０，则变为 １，由此产生新个体。

#
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　混合遗传算法流程

本文所提出的混合遗传算法的流程如图１所示。
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　仿真实验

结合实例，将基本遗传算法、贪心遗传算法与格雷码混合

遗传算法进行比较。实例中的问题规模为８０个变量，背包最
大的承受重量ｃ＝１５０５ｋｇ。

表１　含有８０个变量的背包问题数据表

ｐｉ

３５０３４０３１０３０５３００２９５２９０２８７２８５２８３
２８０２７５２７２２７０２６８２６５２６０２５５２５１２４５
２４０２３５２３０２２７２２０２１５２１２２０７２０３２０２
２００１９８１９６１９３１９０１８４１８２１８１１７７１７５
１６０１５７１５５１５４１４３１４０１３７１３３１３２１２８
１２５１１７１１０１０５１０１９２８３７７７５７３
７２７０６９６６６０５８４５４０３８３６
３３３１２７２３２０１９１０９４１

Ｗｉ

１３５１３３１３０１１１２８１２３２０７５９６６
１０５４３１８５３７９０２２８５９８０
７０３１２５３７４１９７８５５７５３１７
２０１７６０３５５７３５６１４０８５０
３２４０７２３５１００２７１９２８１０
２２２７３０１１５７４１２２９１４
１９２１２３８８９１４７６８１０８１０１２
４２１１２０３７１７４３２１１０６７

Ｃ １５０５
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　　表 １中列出了 ８０个变量的背包问题测试数据，实验中
遗传算法运行参数的选取为：种群大小 ｐｏｐｓｉｚｅ＝２００；交叉概
率ｐｃｒｏｓｓ＝０．６；变异概率 ｐｍｕｔａｔｉｏｎ＝０．１；终止代数 ｍａｘｇｅｎ＝５００。
表２～４给出了实验结果。

表２　ＧＡ实验结果

最优解 总重量 总价值 次数

０００１００１１１１ １５０５ ９１２０ ７

０１１１１０１１１１

１１１１１００１１１

１１１１１１１１１１

１１０１０１１１１１

１０１１１１０１１０

１００００００００１

００００００００００

表３　ＧＡ＋贪心法实验结果

最优解 总重量 总价值 次数

０００１００１１１１ １５０５ ９１６９ ８

０１１１１０１１１１

１１１１１００１１１

１１１１１１１１１０

１１０１０１１１１１

１１１１１１０１１１

１１００００００００

００００００００００

表４　ＧＡ＋贪心法＋格雷码实验结果

最优解 总重量 总价值 次数

０００１００１１１１ １５０５ ９２０６ １０

０１１１１０１０１１

１１１１１００１１１

１１１１１１１１１１

１１０１０１１１１１

１１１１１１０１１１

１１１０００００１０

００００００１０００

　　观察表２～４可知，格雷码混合遗传算法得到的最优解性
能好于ＧＡ和贪心ＧＡ，并且格雷码混合遗传算法可以得到性
能稳定的最优解。

实验结果表明，ＧＡ法收敛速度慢、效率低；ＧＡ结合贪心

算法的方法，其收敛性有较大提高；而本文提出的格雷码混合

遗传算法则取得了非常好的效果，加快了收敛速度，很好地解

决了早熟收敛问题。
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格雷码混合遗传算法大大降低了迂回搜索的空间，提高了

搜索效率，减缓了早熟收敛的发生。虽然使用格雷码会使迭代

过程中的计算量有一定的增加，但加快了获得最优解的速度。

数字仿真实验表明，格雷码混合遗传算法在求解 ０１背包问题
中确实具有良好的收敛性和较高的搜索效率。该算法在求解

组合优化问题上是一种较好的方法。
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通过本文的研究发现，改进算法对 ＩＤ３算法是有效的，在
以后的工作中也可以利用这些改进算法的思路去改进其他算

法，如Ｃ４．５算法、贝叶斯算法等。
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