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摘　要：针对布料动态模拟中快速稳定求解的瓶颈问题，提出了一种局部自适应的混合积分方法。在每一时间
步长，网格中质点利用自身模拟参数求解一稳定的判断准则，据此自适应判定该质点相连弹簧不同弹性力部分

引起的运动方程采用何种数值积分求解，从而有效提高了模拟效率且可以并行计算。另外，针对线性方程组的

特点，用快速超松弛迭代法代替传统的共轭梯度法来求解，进一步提高了系统的性能表现。实验表明，该方法具

有近似线性的复杂度，便于并行计算，并有良好的稳定视觉效果。
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　引言

布料是一种典型的柔性物体，布料动态模拟一直是计算机

动画领域的研究热点，它在网络游戏、三维虚拟服装展示、影视

特效制作和计算机仿真等领域有着十分广泛的应用。

Ｔｅｒｚｏｐｏｕｌｏｓｔ等人［１］是较早采用物理方法进行织物模拟的

学者，他们运用连续弹性理论来模拟布料的形状和运动，成功

模拟了柔性物体对外力的动力学响应。Ｐｒｏｖｏｔ［２］提出了一种基
于粒子系统的弹簧—质点模型，采用了简单的显式 Ｅｕｌｅｒ法求
解系统微分方程组。由于物理模型简单灵活，该方法在效率上

比基于Ｔｅｒｚｏｐｏｕｌｏｓｔ模型的方法有明显提高。显式积分方法构
造非常简单，单步计算时间短。然而众所周知，当数值积分的

时间步较长或者物理模型中弹簧的刚度较大时，它们在求解系

统动力学方程的过程中将难以保证计算稳定。

为此，Ｂａｒａｆｆ等人［３］引入半隐式积分方法，结合共轭梯度

方法较好地解决了布料动态模拟稳定问题。隐式方法在保证

系统稳定的同时允许大步长，从而可以实时展现织物的自然动

态。但Ｂａｒａｆｆ是用线性逼近非线性的约束，才得到一个可以方
便求解的线性方程组。实际上并未将布料形变的非线性因素

考虑进去，因此，当遇到强刚性问题时，隐式法的步长选取同样

受限。Ｄｅｓｂｒｕｎ等人［４］在隐式方法的基础上提出一种预先修

正方法。他们将粒子系统的弹簧约束力分为线性和非线性两

部分考虑，并只允许线性部分参与半隐式积分，预先求解恒定

的线性部分逆矩阵，再通过引入修正力保持角动量平衡进行事

后修正，从而导入非线性因素。这种处理使得结果中布料非线

性变形的误差非常大，同时会造成布料表面褶皱的生成大量

减少。

Ｃｈｏｉ等人［５］注意到动态布料模拟系统的稳定性不仅与数

值积分方法有关，而且还与物理模型的稳定性有着密切关系。

布料的后屈曲失稳就是一种不稳定的物理过程，它会影响模拟

的稳定性和速度，因此提出立即失稳模型（ｉｍｍｅｄｉａｔｅｂｕｃｋｌｉｎｇ
ｍｏｄｅｌ），将压缩和弯曲弹簧统一处理，避免了后屈曲失稳问题
（ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ）。

在Ｂａｒａｆｆ等人工作的基础上，本文提出一种局部自适应混
合积分方法。
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　弹簧—质点模型

弹簧—质点模型是把一块布料看做一个 ｍ×ｎ大小的网
格结构，网格的经线与纬线的交点用一个质点表示。本文算法

采用类似Ｃｈｏｉ的布料网格模型，该模型将布料连续质量空间
离散为四边形网格结构的粒子系统，粒子之间用无质量的、自

然长度不为零的各种弹簧连接，如图１所示。

结构弹簧用于阻止布料在垂直、水平两个方向过度拉压变

形；剪切弹簧用于阻止倾斜方向过度变形并模拟布料的伸展

性；弯曲弹簧用于模拟布料在弯曲或折叠时的抗弯曲性能，由

于其弹性系数较小，在模拟中有时可以不考虑。

本文的布料网格模型与 Ｃｈｏｉ的立即失稳模型一致，然而
力学模型与Ｃｈｏｉ的模型却不相同，一个重要的不同点是在相
邻粒子间加入了维持布料内部结构的压缩弹簧。立即失稳模

型中将布料弯曲行为看做是一种受压立即失稳的压杆，并假定

所有压杆变形后呈圆弧状，以此来计算粒子间的弯曲力。这种

方法计算非常复杂，然而既便如此它也难以模拟出物理上准确

的弯曲行为。Ｃｈｏｉ在实验中观察到了压缩弹簧阻碍布料弯曲
以及影响系统稳定性的现象，这实际上是由于半隐式积分方法

在计算（或预测）下一个时刻压缩力时，在其中引入了一个阻

碍布料弯曲的力，而当前时刻的压缩力并不会阻碍弯曲的发

生。基于此，本文在粒子系统中加入了高刚度的压缩弹簧以支

撑布料模型的粒子结构，同时对压缩力的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵进行修
正，使得上述阻碍布料弯曲的力不会产生。这样既保证了布料

局部不会出现非真实的收缩现象，也保持了弯曲变形的真

实性。

结构力（包括拉伸力和压缩力）和剪切力的计算式为

ｆｉ，ｊ＝ｋｓ（ ｘｉ，ｊ －Ｌ）
ｘｉ，ｊ
ｘｉ，ｊ

（１）

其中：ｘｉ，ｊ＝ｘｉ－ｘｊ；Ｌ是弹簧原长；ｋｓ是结构弹簧或剪切弹簧的
刚度。
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　数值积分方法

描述布料的受力模型之后，就可以对布料模型进行受力分

析，建立运动方程并求解。布料受到的作用力与其运动状态的

关系可以由两个具有一阶偏导的运动方程来描述：

ｖ
ｔ
＝ｆ（ｘ，ｖ）Ｍ

ｘ
ｔ
＝{ ｖ

（２）

其中：ｘ表示质点ｍ（ｉ，ｊ）在世界坐标系中的坐标ｐｉ，ｊ∈Ｒ
３；Ｍ是

布料网格质点的质量矩阵；ｆ代表质点所受合力。

#


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　半隐式积分方法

为了求解高刚度和大时间步长条件下的布料模拟，使用隐

式后退欧拉法来构造式（２）的积分式为
ｖｔ＋ｈ

ｘｔ＋( )ｈ ＝ ｖｔ＋ｈＭ－１ｆｔ＋ｈ

ｘｔ＋ｈｖｔ＋( )ｈ
（３）

对隐式积分方法中产生的非线性系统进行线性化，即得到

半隐式积分方法。具体地，隐式积分式中ｆｔ＋ｈ由它的一阶泰勒
展开项替代，即

ｆｔ＋ｈ≈ｆｔ＋ｆｘΔ
ｘｔ＋ｈ＋ｆ

ｖΔ
ｖｔ＋ｈ （４）

式中：Δｖｔ＋ｈ＝ｖｔ＋ｈ－ｖｔ，Δｘｔ＋ｈ＝ｘｔ＋ｈ－ｘｔ。将式（４）代人式（３），
消去Δｘｔ＋ｈ，并按照Δｖｔ＋ｈ整理得到

（Ｍ－ｈ２ ｆ
ｘ
－ｈｆ
ｖ
）Δｖｔ＋ｈ＝ｈｆｔ＋ｈ２ ｆｘ

ｖｔ （５）

记Ｊ（ｘ）＝ｆ
ｘ
，Ｊ（ｖ）＝ｆ

ｖ
为力关于位置和速度的雅克比

（Ｊａｃｏｂｉａｎ）矩阵。式中Ｍ是以３×３对角矩阵为子矩阵的对角
矩阵。而两个Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵Ｊ（ｘ）、Ｊ（ｖ）都是子矩阵为３×３对
称矩阵的稀疏矩阵，这是因为Ｊ（ｘ）、Ｊ（ｖ）为非零矩阵当且仅当
粒子ｉ、ｊ之间有弹簧连接。因此，总的系数矩阵Ｍ＝（Ｍ－

ｈ２ｆ
ｘ
－ｈｆ
ｖ
）是一个对称稀疏矩阵，同时这个系数矩阵也具有

正定性质，可以采用共轭梯度法（ＣＧ）迭代精确求解。

#


#

　局部自适应混合积分法

迄今为止，基于隐式积分计算法的布料模拟都需要在每一

个时间步长求解布料网格系统中的所有质点，这对中等规模布

料来说计算量非常大。求解这一系统运用 Ｂａｒａｆｆ提出的半隐
式积分结合改进的共轭梯度法的计算成本为 Ｏ（ｎ１．５），其中 ｎ
是布料网格上的粒子数。然而并不需要总是这样。想象一下，

一块桌布掉落到一块方形桌上，如果试图去计算布料其中一角

的运动（假设相对于整个桌子来说，它不会滑落），并不需要立

即计算其对角的桌布运动，即局部地区的运动通常对布料上远

方区域的影响很弱且也不明显。既然计算成本随着 ｎ急剧上
升，那么如果能将整个布料网格分解成多个子区域，各自独立

求解将会更有效率。

将隐式积分中ｘｔ＋ｈ利用ｖｔ＋ｈ计算，则整理可以得到
ｘｔ＋ｈ＝（２ｘｔ－ｘｔ－ｈ）＋ｈ２Ｍ－１ｆｔ （６）

式（６）右边第一项表示了系统按照原来速度的惯性运动，
而第二项是布料系统在弹簧内力以及外力作用下的运动。作

用到粒子上的弹簧力始终阻碍粒子的惯性运动，这是因为弹簧

变形后始终趋向于回复平衡位置。然而，由于式（６）中第二项
的值并没有大小限制，不妨假设某一粒子 ｉ在 ｔ时刻有
ｈ２Ｍ－１ｆｔ≥２ ｘｔｉｊ －Ｌ，那么 ｔ时刻后粒子 ｉ将产生过度运
动，也就是粒子回复过程超过弹簧平衡位置后继续运动，直至

弹簧的伸长大于粒子回复前的弹簧伸长；ｔ＋ｈ时刻之后弹簧
力将持续这种变化趋势，最终数值积分过程就发散了。

根据以上分析可得出，为了保持数值稳定性，必须限制由

弹簧力产生的粒子运动。粒子 ｉ受到弹簧力而产生的运动可

以表示为 ｈ２Ｍ－１ｆｔｉ ＝
ｋｈ２
ｍ ∑

ｎｉ

ｊ＝１
ｘｔｉｊ －( )Ｌ

ｘｉｊ
ｘｔｉｊ
。其中：ｎｉ为

连接在粒子ｉ上的弹簧个数。因此，限制弹簧力产生的粒子运
动就转换为限制ｋｈ２ ｍ，这称为 Ｃｏｕｒａｎｔ条件。据此通过对式
（５）进行傅里叶分析及其对应常微分方程进行中心离散化，分
析可以得到如下判断准则：

κ＝ｈｍ（ｋｓｈ＋２ｋｄ）≤０．２ （７）

其中：ｋｓ是结构弹簧或剪切弹簧的刚度；ｋｄ为阻尼系数。
这样在半隐式积分框架下可利用布料网格空间域质点局

部参数，即该质点的局部网格结构参数ｍ、ｋｓ、ｋｄ和当前时间域
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参数步长ｈ，求解上述判断准则。如果结果为真，则令与该质
点相连接的拉伸或剪切弹簧跳过其雅克比矩阵计算，直接运用

显式积分计算；否则，利用隐式积分计算。

在没有牺牲精确性的前提下，根据上述判断准则可以将布

料网格自适应分解为多个子区域独立求解，从而提高模拟效率

且可以并行计算。同时，这也提高了系数矩阵的稀疏性。

半隐式积分方法的效率主要取决于雅可比矩阵的建立和

线性方程组的求解。雅可比矩阵的建立并不复杂，因此线性方

程组的求解就成了半隐式积分方法的效率瓶颈所在。式（５）

中（Ｍ－ｈ２ｆ
ｘ
－ｈｆ
ｖ
）的规模是３ｎ×３ｎ，这里的 ｎ是布料模型

的粒子数。因而线性系统规模将随着布料模型粒子数的增加

而迅速增大。另外，由于共扼梯度法求解式（５）的算法复杂度
一般在Ｏ（ｎ１．５）～Ｏ（ｎ２），因此，当布料粒子模型的规模较大
时，线性方程组的求解将非常耗时。考虑上述线性方程组具有

正定、对称、稀疏的特点，本文采用超松弛迭代算法来求解该线

性方程组。

记Ｍ＝（Ｍ－ｈ２ｆ
ｘ
－ｈｆ
ｖ
），则根据式（５）可构建其超松弛

迭代通式为

Δｖ（０）ｉ ＝ｈＭ－１ｉｉ ｆｔｉ　　　　　ｋ＝０，１，２，…；ｉ＝１，２，…，ｎ

Δｖ
～
（ｋ＋１）
ｉ ＝Δｖ（０）ｉ ＋Ｍ－１ｉｊ ∑

（ｉ，ｊ）∈Ｅ且ｊ＜ｉ
（Ｍｉｊ－Ｍｉｉ）Δｖ（ｋ＋１）ｊ ＋

Ｍ－１ｉｊ ∑
（ｉ，ｊ）∈Ｅ且ｊ≥ｉ

（Ｍｉｊ－Ｍｉｉ）Δｖ（ｋ）ｊ

Δｖ（ｋ＋１）ｉ ＝Δｖ（ｋ）ｉ ＋ω（Δｖ
～
（ｋ＋１）
ｉ －Δｖ（ｋ）ｉ













）

式中：ω为松弛因子，实验中其取值一般为１．０～２．０，值越大
模拟精度越高。

相比共轭梯度法，上述迭代方法更为灵活，最终能够以自

适应的方式适当降低模拟的精确性来提高布料动态模拟的效

率和生成速度。一般来说，本文方法的复杂度是 Ｏ（ｎ＋ｅ）（ｎ
为粒子数，ｅ为弹簧数），从而它的计算开销不会随着模型规模
的增大而迅速增加，因此，这种算法也适合于布料模型规模较

大时的实时计算。

,

　实验结果和分析

基于上述方法，在 ＷｉｎｄｏｗｓＸＰＳＰ２操作系统和 Ｉｎｔｅｌ
Ｐｅｎｔｉｕｍ４２．４ＧＨｚ处理器的软硬件环境下，在 ＶｉｓｕａｌＣ＋＋
６０平台下并结合ＯｐｅｎＧＬ图形库，对布料进行模拟。

为了测试本文局部自适应混合积分方法和其他常用数值

积分方法对计算速度的提升差异，利用１０×１０布料网格做单
摆运动仿真实验，实验中分别应用显式龙格—库塔法（Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ法）、半隐式欧拉法结合共轭梯度法（ＣＧ法）以及本文方
法各自模拟１００帧，记录总的计算时间，从而求出生成每帧的
平均计算时间，利用这个参数来衡量不同数值方法的计算速

度。另外根据仿真中总步长数还可以求解得到平均单步计算

时间。实验结果如图２所示。由图２可知，尽管显式方法单步
计算时间比本文方法要小，但考虑到本文方法在时间步长上要

远大于它，因此本文方法的速度还是会达到或超过显式方法，

布料规模越大这种实时性能提升的效果越明显。

图３分别给出了２５×９个质点、１２０２根弹簧构成的布料
（左图）和３２×３２个质点、５８２６根弹簧构成的布料（右图）的悬
垂效果。图４给出了１６×１２个质点、１０１４根弹簧构成的布料
旗帜在风力作用下的效果。

-

　结束语

实验结果表明，本文提出的局部自适应混合积分法在不牺

牲准确性的前提下，在每一时间步长运用时域和空域上局部模

拟参数求解一判断准则，据此自适应地将布料网格分解为多个

子区域独立求解，并利用快速迭代法求解对称稀疏线性方程

组，这大大提高了模拟效率且可以并行计算，算法具有近似线

性复杂度，可适用于较大规模布料的实时模拟。未来进一步考

虑将本文算法移植到基于 ＣＵＤＡ语言的 ＧＰＵ平台上，模拟效
率将得到进一步提升，从而满足大规模布料的实时模拟要求。
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