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一种基于最大最小特征值的频谱感知改进算法
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摘　要：针对大多数频谱感知算法在低信噪比下性能不佳的问题，借鉴最大最小特征值算法（ＭＭＥ）提出一种
改进算法。该算法对接收信号做差分预处理，再求其统计协方差的最大最小特征值比；最后用数值分析方法，结

合聂曼—皮尔逊准则（ＮＰ准则）求出恒虚警概率门限进行判决。蒙特卡洛（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）仿真实验对该算法与
ＭＭＥ以及能量检测法的性能进行了比较，在极低信噪比下该算法的性能优于 ＭＭＥ，而无论信噪比如何均优于
能量检测法。实验表明，改进算法适用于低信噪比下频谱感知。
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　　随着无线通信技术的飞速发展，新的通信应用层出不穷，
特别是新兴的无线多媒体应用以其丰富多彩的服务内容拥有

众多的用户和良好的市场前景，逐渐成为无线通信领域的新

贵。但在无线通信市场蓬勃发展的同时，无线频谱资源却逐渐

耗尽，有陷入“无米之炊”窘境的危险［１］。１９９９年 Ｍｉｔｏｌａ博士
首次提出了认知无线电的概念，之后，Ｈａｙｋｉｎ博士、美国联邦
通信委员会（ＦｅｄｅｒａｌＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＣｏｍｍｉｓｓｉｏｎ，ＦＣＣ）等学者
和机构从系统化、工程化的角度对认知无线电进行了重新定

义。这种技术采用动态频谱分配等频谱共享技术，以二次利用

的方式实现频谱的高效利用，能够有效克服目前各国频谱分配

制度固有的弊端［１］。

认知无线电技术实现频谱高效利用的前提是对空闲频段

和主用户信号的感知，即不仅要能准确感知是否存在空闲频

段，同时还应不断检测主用户信号避免对其造成干扰。因此频

谱感知技术是认知无线电的基础和关键。按照经典的分类方

法，频谱感知技术分为三种，即基于接收机的感知、基于发射机

的感知与合作感知（一些文献也称协作感知）。目前对基于发

射机的感知研究较为深入，比较经典的方法有匹配滤波器检

测、循环平稳特征检测和能量检测［２］。匹配滤波器检测和循

环平稳特征检测具有较高的检测准确率，并且能够克服噪声不

确定性的影响，但这两种算法都需要已知主用户信号的先验知

识，因此不能用于信号的盲检测［３～５］。能量检测法是一种非相

关的次优检测算法，具有计算简单、实现灵活、无须先验知识等

优点，但它易受衰落信道和噪声不确定性的影响，并且在低信

噪比环境下性能急剧下降［３］。２００８年 Ｚｅｎｇ等人［６］以接收信

号采样协方差矩阵的最大和最小特征值之比为检验统计量，结

合随机矩阵理论实现频谱感知。这种算法无须任何先验知识，

并且能够有效地克服噪声不确定性对检测造成的不利影响。

本文借鉴文献［６］，结合数值分析方法提出了一种基于最大最
小特征值的频谱感知改进算法。
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　数值分析

数值分析也称计算数学，是数学科学的一个分支，它研究

用计算机求解各种数学问题的数值计算方法及其理论与软件

实现。近几十年来由于计算机的迅速发展，求解各种数学问题

的数值计算方法也愈来愈多地应用于科学技术各领域。科学

计算从一门工具性、方法性、边缘性的学科，成为与理论研究和

科学实验并重的现代科学研究三种主要手段之一［７］。
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　插值法

许多实际问题都用函数来表示某种内在规律的数量关系，

其中相当一部分函数由于计算复杂、使用不方便等原因，通常

只根据其中部分自变量给出函数表。为了研究函数的变化规

律，往往需要求出不在函数表上的函数值。因此，本文希望根

据给定的函数表做一个既能反映函数 ｆ（ｘ）的特性，又便于计
算的简单函数Ｐ（ｘ），用Ｐ（ｘ）去近似ｆ（ｘ）。这样得到的函数Ｐ
（ｘ）就是本文希望的插值函数，这种方法就是插值法［７］。

定义１　设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上有定义，且已知在
点ａ≤ｘ０＜ｘ１＜…＜ｘｎ≤ｂ上的值 ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ，若存在一个简
单函数Ｐ（ｘ），使

Ｐ（ｘｉ）＝ｙｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ （１）

成立，就称Ｐ（ｘ）为ｆ（ｘ）的插值函数，点ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ称为插值
节点，包含插值节点的区间［ａ，ｂ］称为插值区间，求插值函数Ｐ
（ｘ）的方法称为插值法。

常见的插值法包括拉格朗日插值、牛顿插值、埃尔米特差

值、分段低次插值和三次样条插值等方法。拉格朗日插值是比

较基础的方法，较容易实现，且具有不错的效果。本文采用拉

格朗日插值法求解检验统计量的分布函数，并给出其函数表。
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　拉格朗日插值

拉格朗日插值实际上是线性插值和抛物线插值的推广，其

几何意义是通过ｎ＋１个点的ｎ次插值多项式Ｌｎ（ｘ）
［７］。

定义２　若ｎ次多项式ｌｊ（ｘ）（ｊ＝０，１，…，ｎ）在 ｎ＋１个节
点ｘ０＜ｘ１＜…＜ｘｎ上满足条件

ｌｊ（ｘｋ）＝
１ ｋ＝ｊ
０ ｋ≠{ ｊ

　ｊ，ｋ＝０，１，…，ｎ （２）

就称这ｎ＋１个ｎ次多项式 ｌ０（ｘ），ｌ１（ｘ），…，ｌｎ（ｘ）为节点 ｘ０，
ｘ１，…，ｘｎ上的ｎ次插值基函数。

可以得到ｎ次插值基函数为

ｌｋ（ｘ）＝
（ｘ－ｘ０）…（ｘ－ｘｋ－１）（ｘ－ｘｋ＋１）…（ｘ－ｘｎ）
（ｘｋ－ｘ０）…（ｘｋ－ｘｋ－１）（ｘｋ－ｘｋ＋１）…（ｘｋ－ｘｎ）

（３）

满足式（３）的插值多项式Ｌｎ（ｘ）可表示为

Ｌｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｙｋｌｋ（ｘ） （４）

称式（４）为拉格朗日插值多项式。
需要注意的是，插值法具有“龙格现象”，即在某些情况下

插值多项式的次数越高效果反而越差。为了避免出现该现象，

本文采用分段低次插值的方式对统计量分布函数进行逼近。
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　基于最大最小特征值的频谱感知改进算法

文献［６］算法较能量检测算法在检测概率方面有了很大
提高，并且能够克服噪声不确定性带来的不利影响，是一种较

为理想的信号盲检测算法。但经过实验验证，在极低信噪比环

境下上述算法的效果仍然不够理想。针对该问题本文对上述

算法进行改进，引入差分预处理。经过差分运算构造出的采样

协方差矩阵在其特征向量张成的空间中有更大的尺度，即采样

协方差矩阵有更大的特征值。同时，可以验证较差分前最大特

征值的增量大于最小特征值的增量。这样，通过检验统计量

Ｔ＝λｍａｘ／λｍｉｎ就能更好地判断主用户信号是否出现，其中 λｍａｘ
和λｍｉｎ分别代表最大特征值和最小特征值。

'
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　信道模型

假设在一个认知无线电网络中有 Ｋ个认知用户，接收信

号的模型为

ｙｋ（ｎ）＝
ηｋ（ｎ） Ｈ０
ｈｋ（ｎ）ｓ（ｎ）＋ηｋ（ｎ） Ｈ{

１
（ｎ＝１，２，…，Ｎ） （５）

其中：ｙｋ（ｎ）为第ｋ个认知用户接收到的信号；ｈｋ（ｎ）为信道增
益；ｓ（ｎ）为主用户信号；ηｋ（ｎ）为零均值高斯白噪声，其方差为

σ２η；Ｈ０和Ｈ１分别代表没有主用户信号和有主用户信号两种假
设。为方便分析，本文进一步假设在检测周期内ｈｋ（ｎ）保持恒
定。据此可以得到由Ｋ个认知用户接收信号组成的 Ｋ×Ｎ接
收信号矩阵：

Ｙ＝

ｙ１（１） ｙ１（２） … ｙ１（Ｎ）

ｙ２（１） ｙ２（２） … ｙ２（Ｎ）

  

ｙＫ（１） ｙＫ（２） … ｙＫ（Ｎ









）

（６）

定义接收信号矩阵的采样协方差矩阵为

Ｒ（Ｎｓ）＝
１
ＮＹＹ

Ｈ （７）

其中：ＹＨ表示Ｙ的共轭转置矩阵［８］。
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　判决门限的设置

文献［６］采用恒虚警率法求判决门限，即假定在 Ｈ０条件

下系统认为有主用户信号出现，根据该事件发生的概率（虚警

概率）和该事件的概率密度函数求出判决门限的方法。这时

接收信号矩阵的采样协方差矩阵为Ｒη（Ｎｓ），当 Ｎ趋于无穷时
其最大特征值和最小特征值的线性变换以概率 １趋近一阶
ＴｒａｃｙＷｉｄｏｍ分布。系统虚警概率的表达式如下：

Ｐｆａ＝Ｐ（λｍａｘ＞γ１λｍｉｎ）＝１－Ｆ１（
γ１（槡Ｎ－槡Ｋ）２－μ

υ
） （８）

其中，μ＝（ Ｎ槡 －１＋槡Ｋ）
２，υ＝（ Ｎ槡 －１＋槡Ｋ）（

１
Ｎ槡 －１

＋

１

槡Ｋ
）１／３。根据式（８），可以得到判决门限的表达式

γ１＝
（槡Ｎ＋槡Ｋ）２

（槡Ｎ－槡Ｋ）２
１＋（槡Ｎ＋槡Ｋ）

－２／３

（ＮＫ）１／６
Ｆ－１１ （１－Ｐｆａ( )） （９）

由于本文对接收信号作了差分预处理，所以改变了原算法

中最大特征值和最小特征值的分布，原判决门限不再适用。为

求新的判决门限，假设检验统计量Ｔ的分布函数为Ｆ（ｘ），则式
（８）可改写为

Ｐｆａ＝Ｐ（Ｔ＞γ）＝１－Ｆ（γ） （１０）

判决门限的表达式为

γ＝Ｆ－１（１－Ｐｆａ） （１１）

对统计量Ｔ作大量独立实验，再利用 ＭＡＴＬＡＢ统计其概
率分布可建立出插值区间［ｘ０，ｘｎ］内若干插值点对应的概率密
度函数值。通过求和计算可以进一步得出插值区间内若干插

值点对应的分布函数值。此时，已经得到了１－Ｐｆａ和 Ｆ（γ）间
的对应关系。根据恒虚警率方法，已知虚警概率 Ｐｆａ（即函数
值），要求判决门限γ（即函数自变量）。采用拉格朗日插值可
得出指定虚警概率下的判决门限。表１总结了采样点数 Ｎ＝
２０００时，经过１０００００次独立实验求出的部分判决门限平均
值。其中，Ｐｆａ＝１－Ｆ（γ）是指定的虚警概率。

表１　统计量分布函数部分取值

γ １．２４８７ １．２６８６ １．２８３０ １．３００８ １．３３５５
１－Ｆ（γ） ０．０１ ０．０５ ０．１ ０．３ ０．５
γ １．３５９５ １．３８４５ １．４０６７ １．４４９４

１－Ｆ（γ） ０．７ ０．９ ０．９５ ０．９９
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　算法流程

实现本文算法的流程（图１）。
ａ）对接收信号作差分运算，得到ｙｋ（ｎ）＝ｙｋ（ｎ＋１）－

ｙｋ（ｎ），组成新的接收信号矩阵Ｙ；

ｂ）求采样协方差矩阵，Ｒ（Ｎｓ）＝
１
ＮＹＹ

Ｈ；

ｃ）求检验统计量，Ｔ＝
λｍａｘ
λｍｉｎ
；

ｄ）查表得出判决门限，γ＝Ｆ－１（１－Ｐｆａ）；
ｅ）按如下规则判决

Ｔ＝
λｍａｘ
λｍｉｎ

＜γ Ｈ０

ｅｌｓｅ Ｈ{
１

值得一提的是，该算法仅增加了差分运算，因此整体复杂

度没有明显提高。

+

　仿真分析

仿真实验以ＭＡＴＬＡＢ为平台，通过１０００次蒙特卡洛实验
（下文不特别声明的话，均采用此仿真次数）来验证本文算法

的有效性。实验３．２、３．３、３．４分别考察了虚警概率、信噪比和
采样点数对判决门限的影响。所有仿真信号均采用 ＢＰＳＫ基
带信号，码元速率１ｋＨｚ，采样速率等于码元速率，采用矩形成
形。认知网络节点个数Ｋ＝１０。定义检测概率 Ｐｄ＝Ｍｄ／Ｍ，其
中Ｍ为实验总次数，Ｍｄ为正确检测次数。

+


!

　差分后与差分前检验统计量的比较

信号检测的本质是二元假设检验问题，图２给出了这类问
题的一般图示。Ｐｒ｛Ｔ＜γ｝和Ｐｒ｛Ｔ≥γ｝分别是判决为Ｈ０和Ｈ１
的概率，Ｐｒ｛（Ｔ＜γ）｝＋Ｐｒ｛（Ｔ≥γ）｝＝１
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定义欧式距离

Ｄ＝Ｔ－γ （１２）

那么，当Ｄ＜０时认为 Ｈ０成立，反之 Ｈ１成立。由于 γ为
恒虚警判决门限，那么在相同信噪比条件下，如果检验统计量

和判决门限的差值增大，也即Ｄ的取值增大，则可认为其检测
性能得到提升。

在采样点数Ｎ＝１０００的条件下，信噪比为－１６ｄＢ～０ｄＢ，
步进为４ｄＢ，虚警概率Ｐｆａ＝０．１。对差分前与差分后的检验统
计量作１０００次独立实验并取平均值，比较Ｄ的变化情况。表
２给出了Ｈ０、Ｈ１两种假设和不同信噪比下差分前与差分后检
验统计量的平均值，可以看到随着信噪比的增加，检验统计量

的取值也在逐步增加，与此同时判决门限几乎不受信噪比的影

响（将在３．３节中加以验证），因此可以推断该算法的检测性
能将随着信噪比的增加而提高。

表３在表２的数据基础上对Ｈ１假设下各信噪比对应的欧
式距离进行了对比。由实验结果可知，经差分处理后 Ｄ′＞Ｄ，

说明新的检验统计量在相同信噪比环境下具有更好的区分性

能，也就是说检测性能要好于改进前。

表２　差分前和差分后两种假设下的检验统计量平均值

检验统计量平均值／ｄＢ －１６ －１２ －８ －４ ０
Ｈ１（差分前） １．５３６ １．９５６ ３．０７２ ５．９１７ １３．０２１
Ｈ０（差分前） １．４００ １．４０１ １．４０６ １．３９９ １．３９９
Ｈ１（差分后） １．６３５ ２．０７２ ３．２５９ ６．２９２ １３．８８７
Ｈ０（差分后） １．５１３ １．５１１ １．５１２ １．５１２ １．５１３

表３　差分前和差分后欧式距离对比

欧式距离／ｄＢ －１６ －１２ －８ －４ ０
差分前 ０．０２１ ０．４４１ １．５５７ ４．４０３ １１．５０６
差分后 ０．０３８ ０．４７５ １．６６２ ４．６９５ １２．２９０

+
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　统计量分布函数的插值结果

在信噪比ＳＮＲ＝０ｄＢ，采样点数 Ｎ＝１０００的条件下，对统
计量Ｔ＝λｍａｘ／λｍｉｎ的取值作１０００００次独立实验，取插值节点
数为１０，以步进 ε＝０．００１分割插值区间，虚警概率 Ｐｆａ取
００１，０．０５，０．１，０．３，０．５，０．７，０．９，０．９５，０．９９，利用低阶拉格
朗日插值分三段对插值区间进行运算。

由于检验统计量分布函数的解析式很难求出，经统计得出

的部分函数值又不是所需的，所以需要插值得出给定点的函数

值。图３给出了插值曲线的逼近效果，其中纵轴为给定虚警概
率，横轴为对应的判决门限值。图中检验统计量的实际分布曲

线由ＭＡＴＬＡＢ对１０００００次实验结果进行统计得出，逼近曲线
由拉格朗日插值函数计算得出。实验采用分段低次插值，避免

了“龙格现象”，达到了很好的逼近效果。另外，该实验进一步

验证了式（１１），即判决门限是给定虚警概率的函数。

+


+

　信噪比对判决门限的影响

在采样点数 Ｎ＝１０００的条件下，取信噪比为 －２０ｄＢ～０
ｄＢ，步进为５ｄＢ，虚警概率Ｐｆａ取０．０１，０．０５，０．１，０．３，０．５，０７，
０．９，０．９５，０．９９。
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该实验通过比较不同信噪比下检验统计量的分布函数，来

考察信噪比对判决门限的影响。图４给出了不同信噪比下检
验统计量分布函数的曲线，曲线上各点的横坐标为给定虚警概

率Ｐｆａ对应的判决门限值。表４给出了各虚警概率对应的判决
门限在不同信噪比下的平均值和方差。实验表明，各信噪比下

判决门限的方差均为 １０－４～１０－７数量级。因此可以得出结
论，信噪比对判决门限取值的影响不大，可采用各信噪比判决

门限的平均值作为判决依据，从而达到既简化算法又不失精确

性的目的。

表４　各虚警概率对应的判决门限在不同信噪比下的平均值和方差
Ｐｆａ ０．０１ ０．０５ ０．１ ０．３ ０．５ ０．７ ０．９ ０．９５ ０．９９
ｍｅａｎ １．３７６１ １．４０５１ １．４２４７ １．４６２３ １．５１０４ １．５４６６ １．６０５２ １．６３５８ １．７０２５
ｖａｒ １．４２ｅ－０５６．８９ｅ－０７２．４０ｅ－０７６．９２ｅ－０５２．５２ｅ－０４３．３９ｅ－０６７．６６ｅ－０７３．２５ｅ－０４７．７８ｅ－０５

+
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　采样点数对判决门限值的影响

采样点数取Ｎ＝１００，２００，５００，１０００，２０００，虚警概率 Ｐｆａ取

·０４６２· 计 算 机 应 用 研 究 第２９卷



０．０１，０．０５，０．１，０．３，０．５，０．７，０．９，０．９５，０．９９，判决门限取不
同信噪比下的平均值。

图５给出了在不同采样点数 Ｎ（即检测持续时间）条件下
的检验统计量分布函数曲线，其中各点的横坐标为给定虚警概

率Ｐｆａ对应的判决门限值。实验表明，判决门限受采样点数的
影响较大。以恒虚警概率Ｐｆａ＝０．１为例，当采样点数Ｎ＝１０００
时，判决门限 γ１０００＝１．４２２；当采样点数 Ｎ＝１００时，判决门限
γ１００＝３．０９３。判决门限增大会导致漏警概率升高，对检测概率
有较大影响。由此可以得出结论，检测持续时间对判决门限值

有较大影响，在实际判决时应根据检测持续时间和能够承受的

漏警率选择不同的判决门限。

+
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　采样点数对检测性能的影响

分别取采样点数 Ｎ＝１００，２００，５００，１０００，２０００，虚警概率
Ｐｆａ＝０．１，信噪比分别从－２０ｄＢ～０ｄＢ，步进为１ｄＢ。
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图６给出了不同采样点数对该算法检测概率的影响，可以
看到检测概率与检测持续时间成正比关系，即使在最差情况

下，检测概率也在－８ｄＢ时达到９０％。当Ｎ＝１０００时，在－１４
ｄＢ时检测概率可达到９０％以上；当Ｎ＝２０００时，在－１６ｄＢ时
检测概率可达到９０％以上。由此可以得出结论，该算法非常
适合在低信噪比下进行频谱感知，并且检测持续时间越长，性

能越好。

+
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　本文算法与
))/

和能量检测算法的性能比较

取采样点数 Ｎ＝２０００，虚警概率 Ｐｆａ＝０．１，信噪比为

－２０ｄＢ～０ｄＢ，以１ｄＢ为步进。用作对比的两种算法分别是最
大最小特征值算法（ＭＭＥ）和采用合作感知的能量检测算法。
合作感知采用Ｋ秩准则进行数据融合，当ｋ≥?Ｋ／２」个认知节点
判决Ｈ１时，认为有主用户信号存在。其中?·」表示向下取整。

图７给出了本文算法与 ＭＭＥ和能量检测算法的性能比
较，可以看到当信噪比高于 －１７ｄＢ时本文算法与 ＭＭＥ的检
测性能相当；而当信噪比低于－１７ｄＢ时本文算法的检测性能
明显优于ＭＭＥ。根据３．１节的分析可知，采用差分预处理可

以提高相同信噪比下算法的区分度，因此本文算法具有更好的

检测性能。ＭＭＥ算法本身具有一定的抗噪性能，因此当信噪
比大于一定值时，两者的检测性能相当。另外，无论信噪比如

何，本文算法的性能都要明显优于能量检测算法。
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　结束语

本文从接收信号采样协方差矩阵的最大最小特征值之比

入手，借鉴文献［６］的思想提出一种基于最大最小特征值的频
谱感知改进算法。该算法仅运用了差分运算，因此计算复杂度

与原算法相当。仿真结果表明，该算法能够克服噪声不确定性

对检测带来的不利影响，并且在低信噪比下较其他方法具有更

好的检测性能。
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