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轮廓结构张量的仿射不变性

曲　颖ａ，杨　丹ｂ，张小洪ｂ

（重庆大学 ａ．数学与统计学院 数学系；ｂ．软件工程学院，重庆 ４０１３３１）

摘　要：通过研究轮廓结构张量行列式的代数性质，论证了轮廓结构张量代数结构的仿射不变性：轮廓结构张
量的行列式在仿射变换下所描述的极值点在数量和位置上不改变，并且轮廓各点处的响应强度仅受尺度变换的

影响，与平移和旋转变换无关。最后，在基于重复率准则的实验中将其与经典轮廓角点检测算法对比，表明了算

法具有较高的稳定性。
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　　角点作为图像的重要特征信息，已被广泛应用于光流计
算、形状表示、相机标定、图像配准、目标跟踪和识别等领域。

因此，图像的角点检测对于计算机视觉任务是非常重要的

工作。

真实条件下获取的图像受到噪声和背景的影响，同时也发

生尺度、平移、旋转和仿射等几何变化。因此，角点检测算法的

性能将直接影响后续计算机视觉工作的效率和精度。为了使

角点检测能够达到较为理想的特征检测效果，人们提出了众多

角点检测算法［１～８］。其中，基于结构张量［９～１２］的角点检测算

法是十分经典的一类。Ｈａｒｒｉｓ等人［１］首次提出将描述图像局

部梯度信息的结构张量应用于角点检测，仅计算结构张量矩阵

的特征值，就能够判断局部图像是否存在角点或边缘。性能评

估实验表明，该算法具有较好的检测效果和一定的稳定性，因

此被广泛应用于各种场合。后人通过对其原理的分析和性能

的研究，又发展出许多重要的特征点检测算法，如ＬａｐｌａｃｅＨａｒ
ｒｉｓ、ＡｆｆｉｎｅＨａｒｒｉｓ、ＳｃａｌｅＨａｒｒｉｓ等，极大地丰富了特征检测的理
论和方法。

Ｚｈａｎｇ等人［３］受到 ＨａｒｒｉｓＳｔｅｐｈｅｎｓ角点检测器的启发，又
将结构张量应用在轮廓上，构造了新的轮廓角点检测器。利用

轮廓梯度向量的分布特征，导出反映局部轮廓方向变化特征的

轮廓结构张量；将轮廓结构张量的行列式定义为角点响应函

数，并基于准确性和定位误差验证了算法具有良好的检测性能

和定位性能。然而，Ｚｈａｎｇ等人却未针对算法的稳定性进行研
究，而稳定性又是角点检测算法性能评估中的重要方面。角点

检测算法的稳定性是指，算法在相同场景的多幅图像中检测出

角点的位置不随场景的几何位置、光照条件或视角的不同而不

同。算法具有良好的检测性能和定位性能并不能保证其具有

同样良好的稳定性。

在Ｚｈａｎｇ等人［３］研究的基础上，本文尝试通过分析轮廓结

构张量的代数性质来研究它的稳定性，证明了轮廓结构张量的

行列式具有仿射不变性，即在仿射变换下，轮廓结构张量的行

列式所描述的极值点在数量和位置上没有发生变化，在轮廓各

点处的响应强度仅受尺度变换的影响，与平移和旋转变换

无关。

!

　轮廓结构张量角点检测器

首先回顾一下轮廓结构张量角点检测器的相关内容［３］。

平面上任意一条轮廓曲线可以表示为

Ｃ（ｔ）＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ））

其中：ｘ（ｔ）、ｙ（ｔ）为坐标函数，ｔ为参数。从而，这条轮廓曲线上
的梯度向量可以写做

Ｃ′（ｔ）＝（ｘ′（ｔ），ｙ′（ｔ））＝（ｄｘ，ｄｙ）

定义轮廓结构张量为
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Ｍ（ｔ）＝〈［
ｄｘ

ｄｙ］［ｄｘ　ｄｙ］〉＝
〈ｄ２ｘ〉　〈ｄｘｄｙ〉

〈ｄｘｄｙ〉〈ｄ２ｙ[ ]〉 （１）

其中：

〈〉＝∫ｔ＋Ｗｔ－Ｗｄｓ （２）

表示在以ｔ点为中心、半径为Ｗ的支撑区域上的积分。
在观察曲线上任意一点的支撑区域中的梯度向量分布之

后可以发现，这些梯度向量的分布特征与曲线的局部几何结构

直接相关：如果该处具有角点结构，支撑区域中的梯度向量将

散布在某个梯度向量的周围；否则将集中在某个梯度向量上。

根据这一假设，可以利用最小二乘法和拉格朗日乘数法构造式

（１）中定义的轮廓结构张量。研究表明［３］，轮廓结构张量的特

征值与特征向量直接反映了轮廓的局部几何结构。首先，轮廓

结构张量具有两个非负特征值，较小的特征值直接反映了局部

曲线方向的变化特征：它的值越小，说明该处曲线段的方向变

化越小，具有角点的可能性越低。其次，轮廓结构张量的特征

向量具有几何意义，分别是支撑域中心处轮廓的法向量和切向

量。基于角点模型对轮廓结构张量行列式极值行为的分析显

示，轮廓结构张量的行列式在角点处具有唯一的局部极值点。

因此，可以采用轮廓结构张量 Ｍ（ｔ）的行列式来描述平面曲线
的局部几何结构特征，从而构造角点检测算子

ｄｅｔ（Ｍ（ｔ））＝〈ｄ２ｘ〉〈ｄ２ｙ〉－〈ｄｘｄｙ〉２ （３）

并将它的极大值点作为候选角点。基于准确性和定位误差的

性能评估实验证明了该算法具有良好的检测和定位性能。

"

　轮廓结构张量的代数性质

良好的检测和定位性能并不能保证算法的稳定性。作为

评判算法性能优劣的重要方面，Ｚｈａｎｇ等人并未就角点检测算
法的稳定性给予讨论。本文将在其基础上研究轮廓结构张量

在几何变换下的稳定性。

仿射变换是二维图像处理领域中遇到的最一般的几何变

换。因此，通过研究轮廓结构张量在仿射变换下的稳定性得到

的结论具有一般性。在研究轮廓结构张量在几何变换下的稳

定性之前，先讨论一下它的代数性质，以此作为基础可以轻松

地获得轮廓结构张量行列式在仿射变换下稳定的结论。

用Ｒ［ｔ－Ｗ，ｔ＋Ｗ］表示定义在区间［ｔ－Ｗ，ｔ＋Ｗ］上的所有
实变实值函数的集合，它构成了一个线性空间。显然，轮廓

Ｃ（ｔ）的梯度分量ｄｘ和ｄｙ属于这个线性空间，并且容易验证式
（２）是定义在这个线性空间上的内积。带有内积式（２）的线性
空间Ｒ［ｔ－Ｗ，ｔ＋Ｗ］是一个无限维欧式空间。因此，式（３）中
定义的响应函数实际上是由欧式空间 Ｒ［ｔ－Ｗ，ｔ＋Ｗ］上的内
积构成，其代数性质与欧氏空间上的内积相同。可以借助内积

的性质来推导几何变换后的轮廓结构张量。

附带指出，在欧氏空间中柯西—许瓦兹不等式成立

〈ｄ２ｘ〉〈ｄ２ｙ〉≥〈ｄｘｄｙ〉２ （４）

对比式（３）和（４）可以发现，式（３）中定义的响应函数正是
柯西—许瓦兹不等式两端的差，它必然具有非负响应。这又从

线性空间的角度证明了轮廓结构张量的行列式作为角点响应

函数的可行性。

(

　轮廓结构张量在几何变换下的稳定性

下面利用上述性质，研究基于轮廓结构张量的角点检测算

子在几何变换下的稳定性。本文选取二维图像处理中最一般

的仿射变换作为研究对象。

仿射变换可以表示为

Ｔ（ｘ′，ｙ′）＝
ｍ１１ ｍ１２
ｍ２１ ｍ[ ]

２２
[ ]ｘｙ＋[ ]ａｂ

其中：
ｍ１１ ｍ１２
ｍ２１ ｍ[ ]

２２

称为线性变换矩阵，其行列式非零；[ ]ａｂ表示
平移量。原曲线Ｃ（ｔ）经过仿射变换记为

珘Ｃ（ｔ）＝（珓ｘ（ｔ），珓ｙ（ｔ））

其中： 珓ｘ（ｔ）＝ｍ１１ｘ＋ｍ１２ｙ＋ａ
珓ｙ（ｔ）＝ｍ２１ｘ＋ｍ２２ｙ＋ｂ

下面计算曲线 珘Ｃ（ｔ）的轮廓结构张量。首先由微分的基本
性质可知，仿射变换前后的梯度向量线性相关，即

ｄ珓ｘ＝ｍ１１ｄｘ＋ｍ１２ｄｙ

ｄ珓ｙ＝ｍ２１ｄｘ＋ｍ２２ｄｙ

由此，借助内积的线性性质

〈ｄ２珓ｘ〉＝ｍ１１２〈ｄ２ｘ〉＋２ｍ１１ｍ１２〈ｄｘｄｙ〉＋ｍ１２２〈ｄ２ｙ〉

〈ｄ２珓ｙ〉＝ｍ２１２〈ｄ２ｘ〉＋２ｍ２１ｍ２２〈ｄｘｄｙ〉＋ｍ２２２〈ｄ２ｙ〉

〈ｄ珓ｘｄ珓ｙ〉＝ｍ１１ｍ２１〈ｄ２ｘ〉＋（ｍ１１ｍ２２＋ｍ１２ｍ２１）〈ｄｘｄｙ〉＋ｍ１２ｍ２２〈ｄ２ｙ〉

经过计算，得到仿射变换后的响应函数

ｄｅｔ（珟Ｍ（ｔ））＝
ｍ１１ ｍ１２
ｍ２１ ｍ２２

２

ｄｅｔ（Ｍ（ｔ））

上式说明曲线经过仿射变换后，其轮廓结构张量角点检测

器的响应仅在强度上有变化，而它描述的极大值点没有发生变

化。其检测出的角点数量和位置不会因为仿射变换而增减或

偏移。因此，轮廓结构张量具有仿射不变性，即轮廓结构张量

在仿射变换下是稳定的。

下面限定仿射变换的参数，观察常见平面几何变换对响应

强度的影响。旋转—尺度—平移（ｒｏｔａｔｉｏｎｓｃａｌｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ，
ＲＳＴ）变换是较为典型的平面几何变换，可以表示为

Ｔ（ｘ′，ｙ′）＝ｒ
ｃｏｓφ ｓｉｎφ
－ｓｉｎφ ｃｏｓ[ ]φ [ ]ｘｙ＋[ ]ａｂ

于是只需将仿射变换中的线性变换矩阵替换为

ｒ
ｃｏｓφ ｓｉｎφ
－ｓｉｎφ ｃｏｓ[ ]φ，这样仿射变换就变成了ＲＳＴ变换。简单计

算得到此时轮廓的响应为

ｄｅｔ（珟Ｍ（ｔ））＝ｒ４ｄｅｔ（Ｍ（ｔ））

由此可见，只有尺度变换影响角点的响应强度，平移变换、

旋转变换对响应强度并没有影响。然而，尽管尺度变换影响响

应强度，它并不改变极大值点的数量和位置。这就解释了为什

么结构张量的行列式具有良好的旋转和尺度不变性［３］。

在实际应用中，面对的轮廓是离散的。相应地，轮廓的结

构张量也将是离散的。离散的轮廓结构张量［３］定义为

Ｍ（ｋ）＝∑
Ｗ

ｉ＝－Ｗ

ΔｘｋｉΔｘｋｉ ΔｘｋｉΔｙｋｉ

ΔｘｋｉΔｙｋｉ ΔｙｋｉΔｙ[ ]
ｋｉ

其中：ｋ＝１，…，ｎ表示第 ｋ个轮廓点，ｎ是轮廓上点的总数目；
Ｗ是支撑区域的半径；（Δｘｋｉ，Δｙｋｉ）是第ｋ个轮廓点的支撑区域
中第ｉ个点处的差分向量。显然，由该矩阵的行列式导出的角
点响应函数仍然可以看做欧氏空间 Ｒｎ中的内积。同理有：在
离散情形下，轮廓结构张量也具有仿射不变性。
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　重复率实验

前文在理论上证明了轮廓结构张量具有仿射不变性。下

面将在实验中验证这一点。

为了评估角点检测算法的稳定性，Ｓｃｈｍｉｄ等人［１３］提出了

重复率的评价标准：Ｒｉ＝
ｍｉ

ｍｉｎ（ｎ１，ｎ２）
。其中：Ｒｉ为重复率；ｍｉ

为原始图像与变换图像中重复的角点个数；ｎ１为原始图像的
角点个数；ｎ２表示变换图像的角点个数。Ｒｉ越大说明该算法
的稳定性越好。

本实验采用的原始图像包括 ｆｌｏｗｅｒ、ｌｅａｆ、ｇｅａｒ、ｋｅｙ、ｆｉｓｈ、
ｓｈａｒｋ、ｐｌａｎｅ等。在ＣＰＵ３．０ＧＨｚ、ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ和ＭＡＴＬＡＢ７．６
的实验环境下，本文将基于轮廓结构张量的角点检测算法

（ＧＣＭ）［３］与 ＣＳＳ、ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｃｅｓ、ｗａｖｅｌｅｔ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ和ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓｏｆｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｃｅｓ等几种典型的边
缘角点检测算法进行比较。实验过程如下：

实验１　旋转变换。检测并记录原始图像的角点位置和
数量，再对将原始图像作旋转变换，旋转角度为［－８０°，＋
８０°］，检测并记录所有变换图像的角点位置和数量。

实验２　一致尺度变换。将实验１中的旋转变换替换为ｘ
和ｙ方向变化一致的尺度变换，尺度变换因子在０．５～２之间。

实验３　非一致尺度变换。该实验中，将实验２中的一致
尺度变换替换为非一致尺度变换，ｘ和ｙ方向的尺度变换因子
均在０．５～２之间。

实验４　仿射变换。在实验１的基础上添加ｘ或ｙ方向的
尺度变换。其中，旋转角度为［－５０°，＋８０°］，ｘ和ｙ方向的尺
度变换因子均在０．５～１．８之间。

实验结果如图１～６所示，除ｙ尺度方向变换外，基于轮廓
结构张量的角点检测算法在旋转变换、一致尺度变换、ｘ尺度
方向变换和仿射变换下重复率均最高。这一结果与前文论证

的轮廓结构张量具有仿射不变性的结论是一致的。
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　结束语

本文通过分析图像的轮廓结构张量的代数性质，得出基于

轮廓结构张量的角点检测算子具有仿射不变性，即几何稳定性

的结论。算子描述的极值点位置不受几何变换的影响，仅在响

应强度上有变化。同时还发现平移、旋转对响应强度没有影

响，只有尺度变换对响应强度有影响。最后，基于重复率准则

的对比实验表明，与经典轮廓角点检测算法相比，基于轮廓结

构张量的角点检测算法具有最高的重复率。这说明基于轮廓

结构张量的角点检测算法具有较高的稳定性。
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