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一种基于 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ的谱聚类维数约简算法
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摘　要：近年来，谱聚类因其深厚的理论基础而在机器学习和数据挖掘领域中引起了广泛的关注。针对谱聚类
算法中采用Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵时无法获得较好的图切判据，通过引入ｐＬａｐｌａｃｉａｎ算子，提出了一种基于ｐＬａｐｌａｃｉａｎ
的谱聚类维数约简算法。仿真实验表明，提出的方法可以获得一种优化图切的近似解，使得在降维后能够更为

精确地求得原始数据在低维空间中的嵌入投影。
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　引言

为了解决维数灾难的问题，维数约简方法的研究引起了研

究者的普遍关注。维数约简算法主要分为线性和非线性方法两

大类。线性方法主要包括主成分分析（ＰＣＡ）、局部线性投影
（ＬＬＰ）、线性判别分析（ＬＤＡ）和多维尺度变换（ＭＤＳ）等。线性
方法实现简单，但只能提取数据的线性部分，对嵌入在一个低维

流形的非线性高维数据是无效的，而非线性方法可以很好地解

决这个问题。非线性方法主要包括局部线性嵌入（ＬＬＥ）、等距
离映射（ＩＳＯＭＡＰ）、拉普拉斯特征映射（ＬＥ）等方法［１］，还可以利

用谱聚类来构造非线性维数约简算法。因为谱聚类是通过相似

性矩阵的特征向量来得到数据点在低维空间的嵌入，然后用经

典聚类方法将嵌入后的数据点进行分组的一种方法，而它的低

维嵌入是建立在特征分解的基础上，最终能得到一个更能表示

原始数据的低维空间，从而能很好地实现非线性维数约简。

谱聚类算法中，合适的图切判据可以在低维嵌入后最

大化类间散度，并同时最小化类内散度，从而获得较好的降

维效果。针对经典谱聚类构建图切判据时，采用的拉普拉

斯矩阵难以得到较好的图切判据，本文通过引入 ｐＬａｐｌａ
ｃｉａｎ算子来获得一种优化图切的近似解，并提出基于 ｐ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ的谱聚类维数约简算法（ｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄ
ｏｎｐＬａｐｌａｃｉａｎｉｎｓｐｅｃｔｒａｌｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＰＬＳＣ）。实验结果证
明，该算法可以使投影到变换后的子空间中类间的数据点

具有更好的区分度。
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　基本概念
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　谱图划分理论

谱聚类的思想来源于谱图划分理论。Ｄｏｎａｔｈ和 Ｈｏｆｆｍａｎ
将图的划分问题与相似矩阵有关的特征向量联系起来，而Ｆｉｅ
ｄｌｅｒ证明了图的二分法与 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵的第二特征向量密切
相关［２］。根据ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ理论，谱聚类算法求得的拉普拉斯
矩阵的若干特征向量就是最优划分问题松弛后的近似解。由

此可见，图的划分和 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵都是谱聚类算法的重要组
成部分。

图切判据旨在寻求一种类内相似度尽量大，类间相似度尽

量小的最优划分，同时兼顾了划分的均衡性。假设将数据点看

做图中的一个顶点Ｖ，将两点之间的相似度作为边的权重 Ｗ，
就得到一个基于相似度的无向加权图：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），其中，Ｖ是
顶点的集合，Ｅ是边的集合。聚类问题就相应地转换为在图 Ｇ
上的划分问题，其数学描述为

ｃｕｔ（Ａ１，…，Ａｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ） （１）

其中：ｃｕｔ（Ａ，Ｂ）＝ ∑
ｉ∈Ａ，ｊ∈Ｂ

Ｗｉｊ，Ａｉ＝｛ｖｐ｜ｖｐ∈Ｖ且ｖｐＡｉ｝是子图Ａｉ
中包含的顶点数目。该目标函数的最小化比较简单，但是当数

据集存在离群点时，易产生倾斜划分。为了产生均匀的簇，

Ｈａｇｅｎ和Ｋａｈｎｇ提出了比率切准则，简称Ｒｃｕｔ［２］，定义为

Ｒｃｕｔ（Ａ１，…，Ａｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ）
｜Ａｉ｜

（２）

该目标函数对倾斜划分有一定的约束作用，但顶点数多并
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非类内相似度大的充要条件，因此Ｓｈｉ和Ｍａｌｉｋ提出了规范切，
简称Ｎｃｕｔ［２］，定义为

Ｎｃｕｔ（Ａ１，…，Ａｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ）
ｖｏｌ（Ａｉ）

（３）

其中：ｖｏｌ（Ａｉ）＝ ∑
ｐ∈Ａｉ，ｑ∈Ｖ

Ｗｐｑ。该目标函数要求子图间边权重的

最小化，且子图内边权重的最大化，划分效果较好，但由于它是

投影矩阵的非线性函数，算法可能存在局部极小。

在规范切的基础上，Ｃｈｅｅｇｅｒ等人提出了更为优化的齐格
切，简称Ｃｃｕｔ［３］，定义为

Ｃｃｕｔ（Ａ１，…，Ａｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ）
ｍｉｎ（Ａｉ）

（４）

该目标函数可使类内的数据更紧凑，即某一类在聚类后所

占的空间规模与该类中数据点规模的相关性尽量小，但根据

Ｒａｙｌｅｉｇｈ商原理可知，计算最优的齐格切是一个 ＮＰ难问题。
下面通过在谱聚类中引入 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ来得到齐格切的一个近
似解。
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算子

谱图理论分析的基础是图的拉普拉斯矩阵。根据 Ｒａｙ
ｌｅｉｇｈ商原理，求解图切优化的问题就等同于求解拉普拉斯矩
阵的特征值问题，它代表了最佳图划分的一个解。文献［４］中
Ｈｅｉｎ等人给出了图的标准 Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子 Δ２的内积形式的定
义，表示为

〈ｆ，Δ２ｆ〉ｉ＝
１
２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｗｉｊ（ｆｉ－ｆｊ）２ （５）

其中：ｆ是Ｌａｐｌａｃｉａｎ的特征向量。若将式（５）一般化，设存在一
个参数ｐ∈（１，２］，将Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子转换为Δｐ，则式（５）可表示
为

〈ｆ，Δｐｆ〉ｉ＝
１
２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｗｉｊ（ｆｉ－ｆｊ）ｐ （６）

Ｌａｐｌａｃｉａｎ的矩阵形式 Ｌ分为非规范和规范的形式。非规
范的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵表示为Ｌ＝Ｄ－Ｗ，规范的形式表示为 Ｌ＝
Ｉ－Ｄ－１Ｗ，其中，Ｗ 是亲和度矩阵（ａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘ），Ｄ为对角
阵。由此不难得出相应的基于 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ的非规范矩阵和规
范矩阵形式为

（Δ（ｕ）ｐ ｆ）ｉ＝∑ｊ∈Ｖ
ｗｉｊφｐ（ｆｉ－ｆｊ） （７）

（Δ（ｎ）ｐ ｆ）ｉ＝
１
ｄｉ
∑
ｊ∈Ｖ
ｗｉｊφｐ（ｆｉ－ｆｊ） （８）

其中：ｄｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｗｉｊ为图的度函数（ｄｅｇｒｅｅｆｕｎｃｔｉｏｎ），φｐ（ｘ）＝｜ｘ｜

ｐ－１

ｓｉｇｎ（ｘ），且当ｐ＝２时，φ２（ｘ）＝ｘ。为引入 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ的特征
值λｐ，以非规范的ｐＬａｐｌａｃｉａｎ矩阵为例，给出以下定义。

定义１　如果存在一个实数 λｐ满足式（９），则 λｐ为特征
向量ｆ所对应的特征值［１］。

（Δ（ｕ）ｐ ｆ）ｉ＝λｐφｐ（ｆｉ），ｉ＝１，…，ｎ （９）

由于在矩阵运算中，只有那些对应于最小特征值的特征向

量被认为含有重要辨别信息，使得这一属性在聚类算法中有着

极其重要的作用。相关研究证明，在线性运算中，如果 λ是一
个算子Δ的最小特征值，应该满足使式（１０）达到下界值为

λ＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∈Ｒｎ

〈ｆ，Δｆ〉
‖ｆ‖２

（１０）

其中：‖ｆ‖２＝∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｆｉ｜

ｐ。如果把这一特性应用到非线性中的ｐ

Ｌａｐｌａｃｉａｎ中，则可得到定义２。
定义２　如果λｐ是一个算子Δｐ的最小特征值，应该满足

使式（１０）达到下界值［４］为

λｐ＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∈Ｒｎ

〈ｆ，Δｐｆ〉
‖ｆ‖ｐ

（１１）

结合式（１１），针对非规范的 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ，可以构造一个目
标函数Ｆｐ（ｆ）为

Ｆｐ（ｆ）＝
〈ｆ，Δ（ｕ）ｐ ｆ〉
‖ｆ‖ｐ

＝

１
２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
ｗｉｊ｜ｆｉ－ｆｊ｜ｐ

‖ｆ‖ｐ
（１２）

由上面的分析可知，如果λｐ是一个算子Δ的最小特征值，
且ｆ是λｐ对应的特征向量，则应该满足使 Ｆｐ（ｆ）达到下界边
值，该边值即所需要的特征值的大小，进而获得那些对聚类比

较重要的特征向量。同样，可对规范的 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ构造函数
Ｆｐ（ｆ），在此不再详述。本文将以非规范的 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ为例，
构建谱聚类维数约减算法。
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　改进的谱聚类维数约简算法
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与齐格切的关系

由于齐格切可使类内的数据更紧凑，即某一类在聚类后所

占的空间规模与该类中数据点规模的相关性尽量小，下面将通

过分析引入的ｐＬａｐｌａｃｉａｎ算子与齐格切的关系，从而通过 ｐ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子来得到一个齐格切的近似解。

对于一个分割问题（Ａｉ，Ａｉ），齐格切给出的目标函数为

Ｃｃｕｔ（Ａ１，…，Ａｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１

ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ）
ｍｉｎ（Ａｉ）

。这里首先定义一个关联分割

（ｆ，Ａｉ），表示为

（ｆ，Ａ）ｉ＝

１
｜Ａｉ｜ｐ－１

　　ｉ∈Ａｉ，ｐ∈（１，２］

１
｜Ａｉ｜ｐ－１

ｉ∈Ａｉ，ｐ∈（１，２{ ］

（１３）

为了得到目标函数的最小特征值，利用式（１３）对式（１２）
进行变换

Ｆｐ（ｆ，Ａｉ）＝
∑
ｉｊ
ｗｉｊ｜

１
｜Ａｉ｜ｐ－１

－ １
｜Ａｉ｜ｐ－１

｜ｐ

‖ｆ，Ａ‖ｐｐ
×６ （１４）

其中：‖ｆ，Ａ‖ｐ
ｐ＝∑ｉ｜ｆｉ，Ａ｜

ｐ＝ １
｜Ａｉ｜

ｐ－１－
１

｜Ａｉ｜
ｐ－１，则式（１４）可转

换为

Ｆｐ（ｆ，Ａｉ）＝
∑
ｉｊ
ｗｉｊ｜

１
｜Ａｉ｜ｐ－１

－ １
｜Ａｉ｜ｐ－１

｜ｐ

｜ １
｜Ａｉ｜ｐ－１

－ １
｜Ａｉ｜ｐ－１

｜
＝∑
ｉｊ
ｗｉｊ｜

１
｜Ａｉ｜ｐ－１

－ １
｜Ａｉ｜ｐ－１

｜ｐ－１≤

∑
ｉｊ
ｗｉｊ｜

２
ｍｉｎ｛｜Ａｉ｜，｜Ａｉ｜｝

｜ｐ－１＝２ｐ－１
ｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ）

ｍｉｎ｛｜Ａｉ｜，｜Ａｉ｜｝
（１５）

结合齐格切的目标函数可知

ｌｉｍ
ｐ→１
Ｆｐ（ｆ，Ａｉ）＝Ｃｃｕｔ（Ａｉ，Ａｉ） （１６）

即Ｆｐ（ｆ）的解是齐格切的一种放松的近似解，则最优的最小化
目标函数可以表示为

λｐ＝ａｒｇｍｉｎｐ→１
Ｆｐ（ｆ） （１７）

其中：λｐ是特征向量 ｆ所对应的特征值。综上分析可知，ｐ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ的引入可以使谱聚类获得齐格图切判据的近似解，
即可以使某一类在聚类后所占的空间规模与该类中数据点规

模的相关性尽量小，从而获得较好的降维结果。

#


#

　基于
=


(<=K<76<@

的维数约减算法

设高维空间ＲＤ中的数据Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝，令 Ｍ是 Ｒ
Ｄ

中的一个嵌入流形，在ｘｉＲ
Ｄ的条件约束下，包含寻求数据点

在低维空间ＲＤ中的一组数据点 Ｙ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ｝。利用改
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进后的谱聚类来构建维数约简算法时，样本间的亲和度矩阵选

用下面的方法，即在由样本集构建的图Ｇ（Ｖ，Ｅ）中，设
ｗｉｊ＝ｍａｘ｛θｉ（ｊ），θｊ（ｉ）｝　ｘｉ和ｘｊ相连

ｗｉｊ＝０ ｘｉ和ｘｊ{ 不相连
（１８）

其中：θｉ（ｊ）＝ｅｘｐ －
４‖ｘｉ－ｘｊ‖

２

σ２{ }
ｉ

，σｉ为 Ｘｉｄ到它的近邻点之

间的距离。

根据以上分析，基于 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ的谱聚类维数约简算法
流程如下所示：

输入：数据集Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝，聚类数ｋ，参数ｐ＝１．２。
输出：样本在低维空间的投影Ｙ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙＮ｝，完成降维。
ａ）根据式（１８）构造样本亲和度矩阵Ｗ∈Ｒ；
ｂ）初始化聚类Ａ１＝Ｖ，聚类数ｓ＝１；
ｃ）重复步骤ｃ）～ｇ）；
ｄ）对每一个聚类Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｓ），最小化目标函数Ｆｐ（ｆ）；
ｅ）利用式（７）或（８）对非规范矩阵或规范矩阵求解最优的边值，从

而得到齐格切判据的近似解；

ｆ）利用切割判据的最小目标函数对Ａｉ（ｉ＝１，…，ｓ）进行分割；
ｇ）ｓｓ＋１；
ｈ）ｓ＝＝ｋ，循环结束；
ｉ）利用过程中求解的特征值所对应的特征向量来张成低维空间，

得到样本在低维空间的投影。

%

　实验仿真与结果分析

为了分析本文提出的谱聚类维数约简算法的降维性能，分

别选取了人脸数据集和ＵＣＩ数据集进行了以下实验。实验的
计算机环境为：处理器为Ｐｅｎｔｉｕｍ ３００ＧＨｚ，内存２ＧＢ，硬盘
５００ＧＢ，操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，编程语言为ＭＡＴＬＡＢ２００８ｂ。

%


"

　算法的有效性分析

影响谱聚类算法的一个重要因素是选择合适的相似度矩

阵，一个理想的相似度矩阵应该是块对角矩阵，即对于一个聚

类｛Ａ１，…，ＡＫ｝，当数据点ｘｉ、ｘｊ属于不同类时 ｓｉｊ＝０，则称矩阵
Ｓ为对应于聚类｛Ａ１，…，ＡＫ｝的块对角矩阵。实验选择 ｃｉｒｃｌｅｓ
（三个圆环）数据集，对矩阵按照聚类属性重新排序。图１显
示了在原始空间计算的相似性矩阵和经 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ谱映射后
得到的相似性矩阵。结果显示，原始空间的相似性矩阵无法体

现各类数据间的区分度，而经过 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ谱映射后得到的
相似性矩阵显示了明显的块对角模式，从而说明了该方法可增

大类内相似度，同时缩小类间相似度。

%


#

　人脸数据集

实验选用ｉｍａｇｅｄａｔａ中的ＣＭＵｆａｃｅｉｍａｇｅ数据集，图２显
示了人脸数据集中的部分人脸数据。对每张人脸图片，取其灰

度值作为输入特征。对ｐＬａｐｌａｃｉａｎ参数ｐ的考虑，分别采用 ｐ
＝｛１１，１２，１５，１７｝四个参数值进行了多次实验，根据实验结
果最终调整参数 ｐ＝１２，然后把改进后的拉普拉斯矩阵的第
二特征向量和第三特征向量分别作为嵌入空间的ｘ轴和ｙ轴。

通过ＰＬＳＣ算法计算得到了低维嵌入数据点，然后用部分
具有代表性的原人脸图像代替嵌入空间的点，则可得到如图３
所示的直观的低维嵌入结果。该图中同类图像分布得比较紧

凑，不同类相互间则很分散，直观地说明了在降维过程中使用

ＰＬＳＣ方法可以得到很好的低维嵌入结果。
%


%

　
U*G

数据集

为进一步验证本文方法的有效性，选择了具有高维特征的

ＵＣＩ数据集进行实验分析，表１给出了数据集的属性。对比方
法包括 ＬＤＡ、ＬＬＥ、ＩＳＯＭＡＰ以及 ＰＬＳＣ。ＬＤＡ是一种经典的线
性降维方法；ＬＬＥ是一种无监督学习算法，可以最大限度地保
持线性组合系数的线性子空间嵌入；ＩＳＯＭＡＰ可以获得最大限
度地保持测地线距离的线性子空间嵌入，这些算法在维数约简

领域都引起了广泛的关注，具有较高的代表性，所以本文选用

这三种算法作为对比算法。实验首先用四种算法对 ＵＣＩ数据
集进行降维，然后用半监督学习算法识别，最后对识别正确率

进行比较。识别时采取１０倍交叉验证的方法，选取数据集中
的１０％作为训练样本，剩余作为测试样本，得出训练集对测试
集的识别正确率，进行多次实验，将平均结果作为最终的识别

结果。

表１　ＵＣＩ数据集属性

数据集 类别数 特征维数 样本数

Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ３ ８０ ３００

　　表２和图４为实验结果。
表２　ＵＣＩ数据集平均正确识别率比较

算法 ＬＤＡ ＬＬＥ ＩＳＯＭＡＰ ＰＬＳＣ
识别率／％ ８１．３７ ８６．７９ ８７．３４ ９０．１８

　　ＬＤＡ算法为线性方法，为了使其能够处理非线性高维数
据，首先把数据非线性地映射到某个特征空间，然后在这个特

征空间中进行Ｆｉｓｈｅｒ线性判别，这样就隐含地实现了对原输入
空间的非线性判别，从而可以使之和其他三种非线性方法具有

可比性。从该实验结果中可以看出，ＬＤＡ算法的降维效果较
差，ＩＳＯＭＡＰ稍优于ＬＬＥ，但差别不大，而 ＰＬＳＣ与其他算法相
比效果较优。这是因为经过对拉普拉斯矩阵的非线性一般化，

算法能够得到一个优化图切的近似解，并在嵌入空间中使得类

内更集中，类间更分散，获得较好的降维性能，从而提高了识别

的正确率。

（下转第２１３１页）
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用的电波频率为１８ＧＨｚ），如图２所示。先针对图２所示的
地形建立定位数据库。其中深色区域为建筑物，其高度为

１５～３０ｍ，线色区域为树丛，高度为３ｍ，这是一个典型的微小
区结构。发射机高度为８５ｍ，接收机高度为１５ｍ；发射张角
为０１°，发射机和发射天线均为全方向天线，垂直极化方向。
仿真平台是 ＡＭＤ２６００＋，１６ＧＨｚ，１ＧＢ内存，ＶＣ＋＋６０，
ＭＡＴＬＡＢ７１。根据发射机和接收机的位置用射线跟踪程序计
算出对应的数据库，完成离线阶段的工作。分别用文献［６］中
的算法、熵加权法、均方差加权法、综合加权算法来计算定位后

的结果。图３所示即为实验后各种算法的对比图。从图中可
以看出，熵加权和均方差加权法能在一定程度上提高定位准确

率，但是组合加权法更加精确，并且在定位精度为６～８ｍ的准
确率上有了很大的提升。这是由于射线跟踪定位技术的实际

情况决定的，即在定位精度要求低于６ｍ时，是定位准确率能
达到的较好水平。

表１是经过组合加权和预处理匹配之后的定位结果与原
始算法结果的响应时间对比表。

表１　改进前后对比表

比较项 文献［６］算法 改进前算法 改进后算法

匹配实例个数 ２０００ ２０００ ６０００

模型层次数 １ ３ ３

属性个数 ３ ３ ３

匹配成功率／％ ７６．７ ８３．４ ８７．６

最大匹配时间／ｓ ４．８ ２．４ ３．２

　　从表１中可以看出，改进的算法将模型层次数分为三层，
在匹配实例个数及属性个数等各种条件完全相同时，经过改进

后的算法在匹配速度上有了改善。原因是经过预处理后，匹配

时进行对比的数据有了很好的针对性，避免了匹配时进行大

　　

量盲目的匹配，从而很好地提高了匹配速度，并且随着匹配数

量的增多，匹配的效果会变得更好。这进一步证明了本文算法

改进后更适用于匹配数量比较大的情况。

-

　结束语

本文在基于射线跟踪的定位在线阶段对各个属性进行加

权，然后进行匹配预处理。仿真结果表明，该改进方法对在线

阶段匹配工作的精度和速度上都有了很好的提高，因此是一种

具有较高实用价值的改进方法。
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利用谱聚类来构造非线性维数约简算法，可以得到数据点

在低维空间的嵌入，从而能很好地实现维数约简。本文提出基

于ｐＬａｐｌａｃｉａｎ的谱聚类维数约简算法，获得了一种齐格图切的

近似解，并通过对实验结果的分析表明，该算法使得投影到变

换后的子空间中，类间的数据点具有更好的区分度。与其他降

维算法相比，在ＵＣＩ数据集上的识别率也有着较好的效果。由

于在该方法中需要调整参数 ｐ的大小，给 ＰＬＳＣ算法带来了一

定的影响，将会在下一步的工作中对参数 ｐ的调整进行深入

研究。
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