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摘　要：提出了一种求解二维波动方程的高精度紧致差分方法，该方法首先利用紧交替方向隐式差分格式，其
截断误差为Ｏ（τ２＋ｈ４），分别在粗网格和细网格上对原方程进行求解，然后利用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推计算一次，进一
步提高精度，得到了二维波动方程具有Ｏ（τ４＋ｈ６）精度的数值解。数值实验验证了该方法的可靠性、有效性和
精确性。
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　引言

双曲型偏微分方程在航空、气象、海洋、水利等许多流体力

学的问题中均有应用。由于物理问题本身的复杂性，其精确解

往往不容易求得，因此研究其数值解法具有非常重要的意义。

有限差分法是数值求解该方程的常用方法之一。在有限差分

法中，交替方向隐式（ＡＤＩ）方法是求解高维问题的一种非常有
效的方法，传统的ＰＲ、Ｄｏｕｇｌａｓ及 ＬＯＤ格式都是二阶精度的，
并引起了许多学者的关注［１～３］。

近年来，高精度紧致差分格式由于具有不需要对相邻节点

进行特殊处理、省时、整体精度高、对高频波有更好的分辨率等

优越性，日益受到重视。文献［４］提出了求解二维非定常对流
扩散方程的高精度ＡＤＩ格式。文献［５］提出了二维常系数反
映扩散方程的紧交替方向隐式差分格式，其精度为 Ｏ（τ２＋
ｈ４），然后利用 Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推法，外推一次得到具有 Ｏ（τ４＋
ｈ６）阶精度的数值解。孙志忠［５］提出了求解二维波动方程的

高精度交替方向隐式方法，并且是无条件稳定的。有关这方面

最新的一些工作可参见文献［６～８］。本文在此工作基础之
上，利用Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推法进一步提高计算精度，最终可得到
求解该问题精度为Ｏ（τ４＋ｈ６）的数值解。
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格式

考虑如下二维波动方程

２ｕ
ｔ２
＝
２ｕ
ｘ２
＋
２ｕ
ｙ２
＋ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）　（ｘ，ｙ，ｔ）∈Ω×（０，Ｔ］ （１）

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝φ（ｘ，ｙ）　（ｘ，ｙ）∈Ω （２）

ｕ（ｘ，ｙ，０）
ｔ

＝ψ（ｘ，ｙ）　（ｘ，ｙ）∈Ω （３）

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）　（ｘ，ｙ）∈Γ　ｔ∈（０，Ｔ］ （４）

其中：Ω＝｛（ｘ，ｙ）：０≤ｘ，ｙ≤１｝；Γ为 Ω的边界；ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）为待
求未知量；ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）为非齐次项；φ（ｘ，ｙ）、ψ（ｘ，ｙ）和 ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）
均为已知函数且具有充分的光滑性。用τ表示时间步长，空间
取等距网格，步长用 ｈ表示。由文献［５］可得式（１）的高精度
紧致ＡＤＩ格式为

Ａ－τ
２

２δ
２( )ｘ ｕｉ，ｊ＝［Ｂδ２ｘ＋Ａδ２ｙ］ｕｎｉ，ｊ＋ＡＢｆｎｉ，ｊ

Ｂ－τ
２

２δ
２( )ｙδ２ｔｕｎｉ，ｊ＝ｕｉ，{

ｊ

（５）

对于 过 渡 变 量 ｕｉ，ｊ的 边 界 条 件，可 以 由 ｕｉ，ｊ ＝

Ｂ－τ
２

２δ
２( )ｙ δ２ｔｇｎｉ，ｊ给出，其中 Ａ＝Ｉ＋ｈ２δ２ｘ／１２，Ｂ＝Ｉ＋ｈ２δ２ｙ／１２，

δ２ｔ、δ
２
ｘ和δ

２
ｙ表示二阶中心差分算子。

紧致差分格式（５）的截断误差为 Ｏ（τ２＋ｈ４），即空间为四
阶精度、时间为二阶精度，并且是无条件稳定的，因为格式是三

层的。即每一次时间推进都需要知道前两个时间步的值，第０
层值由式（２）精确给出，与式（５）相匹配的第一个时间步的离
散格式为

ｕ１ｉ，ｊ＝φ（ｘｉ，ｙｊ）＋τψ（ｘｉ，ｙｊ） （６）
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外推算法

选取正整数Ｍ和计算所需到达时刻Ｔ，并令 ｈ＝１／Ｍ，Ｎ＝
Ｔ／τ。式（５）的截断误差为

Ｒｎｉ，ｊ＝
τ２
１２ＡＢ

４ｕ
ｔ４
（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）－

τ２
２×

［Ｂδ２ｘδ２ｔｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＋Ａδ２ｙδ２ｔｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）］＋

ｈ４
２４０［Ｂ

６ｕ
ｘ６
（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＋Ａ

６ｕ
ｙ６
（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）］＋Ｏ（τ４＋τ２ｈ４＋ｈ６）（７）

假设ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）为定解问题式（１）～（４）的解，ｕ
ｎ
ｉ，ｊ（ｈ，τ）

为差分格式（５）的解，其中０≤ｉ，ｊ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ，记ｅｎｉ，ｊ＝ｕ（ｘｉ，
ｙｊ，ｔｎ）－ｕ

ｎ
ｉ，ｊ，则得到误差方程

Ａ－τ
２

２δ
２( )ｘ Ｂ－τ

２

２δ
２( )ｙδ２ｔｅｎｉ，ｊ＝（Ｂδ２ｘ＋Ａδ２ｙ）×

ｅｎｉ，ｊ＋Ｒｎｉ，ｊ　　　　０≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１，０≤ｎ≤Ｎ－１

ｅ０ｉ，ｊ＝０ ０≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１

ｅ
( )ｔ

０

ｉ，ｊ
＝０ ０≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１

ｅｎｉ，ｊ＝０ ｉ，ｊ∈Ωｈ，０≤ｎ≤













Ｎ

（８）

假设ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）和ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）满足二维波动方程的初边值问
题，ｒ１（ｘ，ｙ，ｔ），ｒ２（ｘ，ｙ，ｔ）分别为其非齐次项，且分别存在光滑
解ｐ（ｘ，ｙ，ｔ）和ｑ（ｘ，ｙ，ｔ），其中

ｒ１（ｘ，ｙ，ｔ）＝
１
１２
４ｕ
ｔ４
（ｘ，ｙ，ｔ）－

１
２

４ｕ
ｘ２ｔ２

（ｘ，ｙ，ｔ）＋ 
４ｕ

ｙ２ｔ２
（ｘ，ｙ，ｔ[ ]）

ｒ２（ｘ，ｙ，ｔ）＝
１
２４０

６ｕ
ｘ６
（ｘ，ｙ，ｔ）＋

６ｕ
ｙ６
（ｘ，ｙ，ｔ[ ]）

则ｐ＝｛ｐｎｉ，ｊ（ｈ，τ）｜０≤ｉ，ｊ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ｝，ｑ＝｛ｑ
ｎ
ｉ，ｊ（ｈ，τ）｜０≤ｉ，ｊ≤

Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ｝分别为紧致差分格式

Ａ－τ
２

２δ
２( )ｘ Ｂ－τ

２

２δ
２( )ｙδ２ｔｐｎｉ，ｊ＝（Ｂδ２ｘ＋Ａδ２ｙ）ｐｎｉ，ｊ＋ＡＢ（ｒ１）ｎｉ，ｊ （９）

和 Ａ－τ
２

２δ
２( )ｘ Ｂ－τ

２

２δ
２( )ｙδ２ｔｑｎｉ，ｊ＝

（Ｂδ２ｘ＋Ａδ２ｙ）ｑｎｉ，ｊ＋ＡＢ（ｒ２）ｎｉ，ｊ （１０）

的解，且 ｐ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＝ｐｎｉ，ｊ（ｈ，τ）＋Ｏ（τ２＋ｈ４）

ｑ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＝ｑｎｉ，ｊ（ｈ，τ）＋Ｏ（τ２＋ｈ４）

记ｓｎｉ，ｊ＝ｅ
ｎ
ｉ，ｊ－τ

２ｐｎｉ，ｊ－ｈ
４ｑｎｉ，ｊ，用（８）－（９）×τ

２－（１０）×ｈ４可得

Ａ－τ
２

２δ
２( )ｘ Ｂ－τ

２

２δ
２( )ｙδ２ｔｓｎｉ，ｊ＝（Ｂδ２ｘ＋Ａδ２ｙ）ｓｎｉ，ｊ＋

（ｒ３）ｎｉ，ｊ　０≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１，０≤ｎ≤Ｎ－１

ｓ０ｉ，ｊ＝０　１≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１

ｓ
( )ｔ

０

ｉ，ｊ
＝０　１≤ｉ，ｊ≤Ｍ－１

ｓｎｉ，ｊ＝０　ｉ，ｊ∈Ωｈ，０≤ｎ≤













Ｎ

其中：（ｒ３）
ｎ
ｉ，ｊ＝Ｒ

ｎ
ｉ，ｊ－ＡＢ［τ

２（ｒ１）
ｎ
ｉ，ｊ＋ｈ

４（ｒ２）
ｎ
ｉ，ｊ］＝Ｏ（τ

４＋τ２ｈ４＋
ｈ６），则

ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）－［ｕｎｉ，ｊ（ｈ，τ）＋τ２ｐ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＋

ｈ４ｑ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）］＝Ｏ（τ４＋τ２ｈ４＋ｈ６） （１１）

同理，有

ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）－［ｕ４ｎ２ｉ，２ｊ（
ｈ
２，
τ
４）＋（

τ
４）

２ｐ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）＋

ｈ( )２
４
ｑ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）］＝Ｏ（τ４＋τ２ｈ４＋ｈ６） （１２）

用１６／１５乘以式（１２），１／１５乘以式（１１），将所得结果相减
可得

ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ）－
１６
１５ｕ

４ｎ
２ｉ，２ｊ

ｈ
２，
τ( )４ －１１５ｕ

ｎ
ｉ，ｊ（ｈ，τ[ ]） ＝Ｏ（τ４＋τ２ｈ４＋ｈ６）

即分别在区域Ωｈ和Ωｈ２上得到解ｕ
ｎ
ｉ，ｊ（０≤ｉ，ｊ≤Ｍ）和ｕ

４ｎ
ｉ，ｊ（０≤ｉ，

ｊ≤２Ｍ）。用Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推法，可得到式（１）在 Ωｈ上的截断
误差为Ｏ（τ４＋ｈ６）的近似值，即

ｕｎｉ，ｊ＝
１６
１５ｕ

４ｎ
２ｉ，２ｊ

ｈ
２，
τ( )４ －１１５ｕ

ｎ
ｉ，ｊ（ｈ，τ）

（０≤ｉ，ｊ≤Ｍ，０≤ｎ≤Ｎ）

%

　数值验证

对于式（１）～（４），令ψ（ｘ，ｙ） 槡＝２πｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ），φ（ｘ，

ｙ）＝０，ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，则问题的精确解为ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｓｉｎ（槡２πｔ）
ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ）。数值实验计算是用Ｆｏｒｔｒａｎ７７语言进行编程
且在ＰｅｎｔｉｕｍⅢ１０００ＰＣ机上双精度制下进行的。

用τ表示时间步长，ｈ表示空间步长，表１给出了当 τ＝
４ｈ２，ｔ＝１时刻，本文格式在不同网格步长下误差的 Ｌ∞、Ｌ２、Ｈ１
范数，以及与四阶ＡＤＩ格式［５］计算结果的比较。Ｌ２范数定义

为‖Ｅ‖Ｌ２ ＝ ｈ２∑
Ｍ－１

ｉ＝１
∑
Ｍ－１

ｊ＝１
（ｅｉ，ｊ）槡

２，Ｈ１范数定义为‖Ｅ‖Ｈ１ ＝

ｈ２∑
Ｍ－１

ｉ＝０
∑
Ｍ－１

ｊ＝１
（δｘｅｉ＋１２，ｊ）

２＋ｈ２∑
Ｍ－１

ｉ＝１
∑
Ｍ－１

ｊ＝０
（δｙｅｉ，ｊ＋１２）槡

２，可以看出本文方

法对于提高计算精度，效果是非常显著的。

表２给出了对应于不同的网格步长 ｈ，所给问题在 ｔ＝
０１２５时刻，当τ＝ｈ时二阶 ＡＤＩ格式［５］和 τ＝４ｈ２时四阶 ＡＤＩ
格式［５］、本文格式的数值计算结果的Ｌ∞范数和收敛阶ｒａｔｅ＝ｌｎ
（Ｅ１／Ｅ２）／ｌｎ２（Ｅ１和Ｅ２分别为粗网格及相邻的细网格上误差
的Ｌ∞范数）。结果表明，三种格式均达到了各自的精度，并且
本文方法的计算结果要比文献［５］提出的其他两种格式精确
得多。

表１　τ＝４ｈ２，ｔ＝１时刻，Ｌ２、Ｈ１和Ｌ∞范数下的误差

ｈ
四阶ＡＤＩ格式［５］

‖Ｅ‖Ｌ２ ‖Ｅ‖Ｈ１ ‖Ｅ‖Ｌ∞

本文方法

‖Ｅ‖Ｌ２ ‖Ｅ‖Ｈ１ ‖Ｅ‖Ｌ∞
１／１０ １．５７ｅ－３ ６．９８ｅ－３ ３．１５ｅ－３ １．４７ｅ－５ ６．５１ｅ－５ ２．９４ｅ－５

１／２０ １．１２ｅ－４ ４．９９ｅ－４ ２．２５ｅ－４ ５．７６ｅ－８ ２．５５ｅ－７ １．１５ｅ－７

１／４０ ７．０８ｅ－６ ３．１４ｅ－５ １．４２ｅ－５ ２．２５ｅ－１０ ９．９８ｅ－１０ ４．５０ｅ－１０

１／８０ ４．４３ｅ－７ １．９７ｅ－６ ８．８５ｅ－７ ９．０２ｅ－１３ ７．７４ｅ－１２ １．９５ｅ－１２

表２　ｔ＝０．１２５对应不同空间步长ｈ的最大误差和收敛阶

ｈ
二阶ＡＤＩ格式［５］

‖Ｅ‖Ｌ∞ ｒａｔｅ
四阶ＡＤＩ格式［５］

‖Ｅ‖Ｌ∞ ｒａｔｅ
本文方法

‖Ｅ‖Ｌ∞ ｒａｔｅ
１／８ ２．８１ｅ－２ ７．５０ｅ－３ １．０２ｅ－５

１／１６ ７．５７ｅ－３ １．８９ ４．７８ｅ－４ ３．９７ ４．０１ｅ－８ ７．９９
１／３２ １．９３ｅ－３ １．９７ ２．９９ｅ－５ ４．００ １．５７ｅ－１０ ８．００
１／６４ ４．８３ｅ－４ １．９９ １．８７ｅ－６ ４．００ ６．２０ｅ－１３ ７．９８

,

　结束语

本文利用二维波动方程的紧交替方向隐式差分格式，其精

度为Ｏ（τ２＋ｈ４）。首先在粗网格和细网格上对原方程进行求
解，然后利用Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ外推一次，得到了二维波动方程具有
Ｏ（τ４＋ｈ６）精度的数值解，并对不同网格步长下误差的Ｌ∞、Ｌ２、
Ｈ１范数进行比较，最后对该方法的精确性及有效性通过数值
实验进行了验证，证明该方法有效可行。

参考文献：

［１］ 程爱杰．平面热传导方程Ｄｏｕｇｌａｓ交替方向隐格式的稳定性和收敛
性［Ｊ］．高校计算数学学报，１９９８，２０（２）：２６５２７２．
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到ｐ２。在ＴＡ１．Ｓ中随机选定几节替换到 ＴＡ２．Ｓ中就形成了一
个新的二进制串Ｓ′，假如选定ＴＡ１．Ｓ中的第１、４、５节（从左到
右），替换后为Ｓ′＝０１０１１，其意义是将ｔ１、ｔ３分配到ｐ１，将ｔ２、
ｔ４、ｔ５分配到ｐ２。

同时，为保持数组 Ｒ的一致性，从 ＴＡ１．Ｒ［１］中删除任务
ｔ２，并插入到 ＴＡ１．Ｒ［２］中，这时有三种插入位置，对应三种分
配方案，从中选取一种或几种有效的分配方案，就得到下一代

的一组分配方案。

除了交叉之外，还要对任务分配方案集以某个较小的比例

选出一个子集进行变异。变异的方式有多种，可以是对ＴＡ．Ｓ中
的某些节求反，也可以是互换一方案集中ａｇｅｎｔ所处理的任务。
对没有交叉和变异的方案，直接加入到新的任务分配方案集中。

４）方案个体判断
按照式（３）作为方案个体的目标函数，计算新方案的目标

函数ｃｏｓｔ′，并令Δｃｏｓｔ＝ｃｏｓｔ′－ｃｏｓｔ：
若Δｃｏｓｔ＜０，表明新方案优于原方案，将新方案加入到新

任务分配方案集中；

若Δｃｏｓｔ≥０，表明原方案优于新方案，此时计算概率值：

ｐｒｏｂ＝ｅｘｐ － Δｃｏｓｔｋ·{ }ｔｅｍｐ。由系统产生一个（０，１）上的随机数

ｒａｎｄ。如果ｐｒｏｂ＞ｒａｎｄ，则将新方案加入到新的任务分配方案
集中；如果ｐｒｏｂ≤ｒａｎｄ，则放弃新方案，仍保留原方案。

直到ｔｅｍｐ＝１或连续多代未产生更好的分配方案为止。
在循环过程中若落入局部最优陷阱时采用静态爬山方法。

ｋ是常数，在一定温度下进行方案选择时，ｔｅｍｐ也可以看
做常数，所以此时ｐｒｏｂ只与Δｃｏｓｔ有关，而且随Δｃｏｓｔ递增而递
减。Δｃｏｓｔ越小，表明新方案虽次于原方案，但接近原方案，因
而是较好的方案，而此时 ｐｒｏｂ也就越大，ｐｒｏｂ＞ｒａｎｄ成立的可
能性也越大，越容易被接受。反之同理。

因此，选择过程选取了两种方案，一是优于原方案的新方

案，二是次于原方案但比较接近原方案的新方案，从而使新方

案集的整体水平优于原方案集。

%

　仿真实验

为验证本文算法的有效性，进行了多次的仿真实验。仿真

实验的条件设置如下：ａｇｅｎｔ数目为１０，任务数分别为１５，ａｇｅｎｔ
完成任务的执行开销为１～１０，ａｇｅｎｔ之间的通信开销为１～３，
随机生成状态空间（执行开销、任务关系、通信开销）。在同等

条件下，通过仿真实验比较标准的遗传算法（ＧＡ）和模拟退火
　　

遗传算法（ＳＡＧＡ）的性能，仿真结果分别如图２和３所示。

通过图２、３的对比可以看出，标准的遗传算法经过２１３代
才找到最优方案，模拟退火遗传算法只要经过６０代就能够找
到最优方案（最优方案系统的开销都为１６５），迭代次数明显减
少，收敛速度明显加快。仿真实验表明，在多ａｇｅｎｔ系统任务分
配策略中，模拟退火遗传算法性能要明显优于标准的遗传

算法。

,

　结束语

本文首先对多ａｇｅｎｔ系统中任务分配进行了形式化描述，
然后在研究遗传算法和模拟退火算法的机制后，结合两种算法

的优点，在遗传算法的搜索过程中融合模拟退火算法优化的思

想，提出一种基于模拟退火遗传算法，并详细阐述了该算法的

关键步骤；最后通过仿真实验验证了该算法的性能要明显优于

标准的遗传算法，能够克服标准的遗传算法收敛速度慢的

问题。
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