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摘　要：为了提高量子遗传算法的性能，提出了一种基于多链拓展编码方案的量子遗传算法。根据编码方案，
将每个量子位分解为多个并列的基因，有效地拓展了搜索空间；结合编码方案提出量子更新策略，并引入了动态

调整旋转角机制对个体进行更新，使用量子非门变异策略实现量子变异。仿真实验中，分析了使用不同变异概

率［０，０１，…，０９，１］时对算法性能的影响，对比了分别使用普通量子遗传算法、双链编码方案、三链编码方案以
及四链编码方案的量子遗传算法在优化函数极值问题时算法的性能。实验结果证明，通过增加基因链可以显著

提高算法的性能，多链拓展编码方案可以提高量子遗传算法的性能，是有效的。
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　引言

量子计算是信息科学与量子力学相结合的新兴交叉学

科。目前，量子计算与遗传算法的融合已呈现出众多模式。

李士勇等人［１］提出了双链量子遗传算法，将量子染色体中两

条概率幅链看成描述最优解的基因链，形成了双基因链。Ｌｉ
等人［２］提出了基于量子染色体三链编码方案的量子进化算

法，将量子位的三个Ｂｌｏｃｈ球面坐标均视为基因位，使每条染
色体具有三条基因链。仿真实验都证明了基因链的增加显

著地提高了算法的搜索空间，加快了量子遗传算法的进化速

度。能否进一步增加基因链，如采取四链编码使每条染色体

有四条基因链，增加基因链会对算法性能产生怎样的影响？

为了解决这些问题，进一步研究基因链的多链拓展编码方案

很有意义。本文根据量子位的性质，结合双链编码方案及三

链编码方案特点，提出了多链拓展编码方案，按照一定规律

将每个量子位描述成多个并列基因从而形成多条基因链，通

过仿真实验，探讨了增加基因链对算法性能的影响。

"

　多链拓展编码方案量子遗传算法的原理阐述

"


"

　多链拓展编码方案的推导

在量子计算中，最小的信息单位用量子比特表示，其状态

可表示为

｜φ〉＝α｜０〉＋β｜１〉 （１）

其中：α和β满足下列归一化条件：
｜α｜２＋｜β｜２＝１ （２）

把满足式（１）（２）的一对复数α和β称为一个量子比特的
概率幅，量子比特也可以用概率幅表示为 ［α，β］Ｔ。根据概率
幅性质，一个量子比特｜φ〉可以用图１中的方式来表示。显而
易见的是α＝ｃｏｓθ，β＝ｓｉｎθ，因此，量子比特可以表示为

［ｃｏｓθ，ｓｉｎθ］Ｔ （３）

以式（３）为编码方案可得［３］

ｐｉ＝
ｃｏｓθｉ１
ｓｉｎθｉ１

ｃｏｓθｉ２
ｓｉｎθｉ２

…

…

ｃｏｓθｉｊ
ｓｉｎθｉｊ

（４）
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其中：θｉｊ＝２π×ｒａｎｄ，ｒａｎｄ为［０，１］的随机数；ｉ＝１，２，３，…，ｍ；ｊ
＝１，２，…，ｎ；ｍ是种群规模；ｎ是量子位数。
图２为量子比特概率幅分解示意图。

由图２可知，以ＡＣ为直径作一个半圆，则会与｜φ〉相交于

点Ｂ，由圆的性质可得∠ＡＢＣ为直角，所以∠ＡＣＢ的大小为 θ，
那么ＢＣ的长度就为 ｃｏｓθ。ＢＤ为直角三角形 ＡＢＣ的由 Ｂ到
ＡＣ边作的垂线，因此，在直角三角形ＣＤＢ中可得

ＢＤ＝ｃｏｓθ×ｓｉｎθ

ＣＤ＝ｃｏｓθ×ｃｏｓ{ θ
（５）

可以看出，直角三角形的斜边 ＢＣ（ＢＣ＝ｃｏｓθ）可以用 ＢＤ
和ＣＤ方向的两个分量式（４）来表示。

同理，可得

ＡＤ＝ｓｉｎθ×ｓｉｎθ

ＢＤ＝ｓｉｎθ×ｃｏｓ{ θ
（６）

因此，结合式（３）（６），量子比特也可以表示为

［ｃｏｓθ×ｓｉｎθ，ｓｉｎθ×ｓｉｎθ，ｃｏｓθ］Ｔ （７）

式（７）是把式（３）中的ｓｉｎθ分解为两个变量，所以也满足
式（２）的条件；但这是从二维空间的角度描述其特性，只有一
个角度变量θ不利于更加客观、全面、生动地描述其量子的动
态行为，根据式（４）（５）的特点可以把斜边的描述分量用一个

配角φ（０＜φ＜π）代替，将式（７）变换成

［ｃｏｓφ×ｓｉｎθ，ｓｉｎφ×ｓｉｎθ，ｃｏｓθ］Ｔ （８）

相当于把式（１）中的 ｓｉｎθ赋予了配角变量形成式（８）的

量子比特表示形式，即二维空间转换到三维空间，就形成了两

个角变量的三维空间的三链基因编码方案：

ｐｉ＝

ｃｏｓφｉ１ｓｉｎθｉ１

ｓｉｎφｉ１ｓｉｎθｉ１

ｃｏｓθｉ１

…

…

…

ｃｏｓφｉｎｓｉｎθｉｊ

ｓｉｎφｉｎｓｉｎθｉｊ

ｃｏｓθｉｊ

（９）

同理，可以再次增加配角β来拓展 ｓｉｎφｓｉｎθ，形成四维空
间的四链基因编码方案：

ｐｉ＝

ｃｏｓβｉ１ｓｉｎφｉ１ｓｉｎθｉ１

ｓｉｎβｉ１ｓｉｎφｉ１ｓｉｎθｉ１

ｃｏｓφｉ１ｓｉｎθｉ１

ｃｏｓθｉ１

…

…

…

…

ｃｏｓβｉｊｓｉｎφｉｊｓｉｎθｉｊ

ｓｉｎβｉｊｓｉｎφｉｊｓｉｎθｉｊ

ｃｏｓφｉｊｓｉｎθｉｊ

ｃｏｓθｉｊ

（１０）

按照这样的模式不断地增加配角，可以推导出 Ｎ＋１维空
间的 Ｎ＋１链基因编码方案（Ｎ为多链编码中角度变量的
个数）：

｜φ〉
ｓｉｎθ１

ｓｉｎθ２ｓｉｎθ１
ｓｉｎθ３ｓｉｎθ２ｓｉｎθ１

ｃｏｓθ３ｓｉｎθ２ｓｉｎθ
[

１

ｃｏｓθ２ｓｉｎθ



 １

ｃｏｓθ





 １

可以对ｓｉｎθ３ｓｉｎθ２ｓｉｎθ１进行进一步拓展至Ｎ＋２链：

ｓｉｎθ３ｓｉｎθ２ｓｉｎθ１
ｓｉｎθｎｓｉｎθｎ－１…ｓｉｎθ２ｓｉｎθ１

ｃｏｓθｎｓｉｎθｎ－１…ｓｉｎθ２ｓｉｎθ{
１

由上可得出Ｎ＋１链编码方案为

ｐｉ＝

（ｓｉｎθｎ）ｉ１（ｓｉｎθｎ－１）ｉ１…（ｓｉｎθ２）ｉ１（ｓｉｎθ１）ｉ１

（ｃｏｓθｎ）ｉ１（ｓｉｎθｎ－１）ｉ１…（ｓｉｎθ２）ｉ１（ｓｉｎθ１）ｉ１

…

（ｃｏｓθ３）ｉ１（ｓｉｎθ２）ｉ１（ｓｉｎθ１）ｉ１

（ｃｏｓθ２）ｉ１（ｓｉｎθ１）ｉ１

（ｃｏｓθ１）ｉ１

…

…

…

…

…

…

…

（ｓｉｎθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

…

（ｃｏｓθ３）ｉｊ（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉ１

（ｃｏｓθ１）ｉｊ

（１１）

"


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　解空间变换

多链编码的量子遗传优化过程中限定在单位空间 Ｉｎ＝
［－１，１］ｎ内，因此，需要进行单位空间与优化问题解空间之间
的变换。设优化问题的第ｊ个解变量Ｘｊ∈［ａｊ，ｂｊ］，记第ｉ条染

色体ｐｉ上第ｊ个量子位数值为［ｘ
ｎ＋１
ｉｊ ，ｘ

ｎ
ｉｊ，…，ｘ

２
ｉｊ，ｘ

１
ｉｊ］（ｎ为多链

编码中角度变量的个数），则相应的解空间变换式为

Ｘｊｉ１＝１／２［ｂｊ（１＋ｘ１ｉｊ）＋ａｊ（１－ｘ１ｉｊ）］

Ｘｊｉ２＝１／２［ｂｊ（１＋ｘ２ｉｊ）＋ａｊ（１－ｘ２ｉｊ）］

…

Ｘｊｉｎ＝１／２［ｂｊ（１＋ｘｎｉｊ）＋ａｊ（１－ｘｎｉｊ）］

Ｘｊｉ（ｎ＋１）＝１／２［ｂｊ（１＋ｘｎ＋１ｉｊ ）＋ａｊ（１－ｘｎ＋１ｉｊ ）］ （１２）

"


%

　量子染色体的更新

通过更新量子旋转门Ｕ，使当前种群中的每个染色体逼近
当代最优染色体，在这个过程中有可能存在更优染色体，从而

使种群不断得到进化（进化过程中保存好最优值，以防止退化

的产生，从而确保算法能够逐步向最优解逼近）。但是需要根

据不同的编码方案提供相应的量子旋转门，使量子相位转动相

应的角度。

Ｕ

（ｓｉｎθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

…

（ｃｏｓθ３）ｉｊ（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθ１）

















ｉｊ

＝

（ｓｉｎ（θｎ＋Δθｎ））ｉｊ（ｓｉｎ（θｎ－１＋Δθｎ－１））ｉｊ…（ｓｉｎ（θ１＋Δθ１））ｉｊ

（ｃｏｓ（θｎ＋Δθｎ））ｉｊ（ｓｉｎ（θｎ－１＋Δθｎ－１））ｉｊ…（ｓｉｎ（θ１＋Δθ１））ｉｊ

…

（ｃｏｓ（θ３＋Δθ３））ｉｊ（ｓｉｎ（θ２＋Δθ２））ｉｊ（ｓｉｎ（θ１＋Δθ１））ｉｊ

（ｃｏｓ（θ２＋Δθ２））ｉｊ（ｓｉｎ（θ１＋Δθ１））ｉｊ

（ｃｏｓ（θ１＋Δθ１））

















ｉｊ

（１３）

通过待定系数的方法，可得出相应的量子旋转门的表达式。由

于篇幅限制，这里不再赘述。
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关于转角的方向和大小请参见文献［４］中关于转角方向
规则。

令ｑ０ｊ（ｘ
ｎ＋１
０ｊ ，ｘ

ｎ
０ｊ，…，ｘ

２
０ｊ，ｘ

１
０ｊ）是当代最优染色体的第 ｊ个量

子位数值，ｑｉｊ（ｘ
ｎ＋１
ｉｊ ，ｘ

ｎ
ｉｊ，…，ｘ

２
ｉｊ，ｘ

１
ｉｊ）为当代种群第 ｉ条染色体中

第ｊ个量子位数值，记

Ｓｎ＝
ｘｎ＋１０ｊ ｘｎ＋１ｉｊ

ｘｎ０ｊ ｘｎｉｊ
（１４）

Ｓｎ－１＝ ｘｎ－１０ｊ ｘｎ－１ｉｊ （１５）

ａ）确定转角Δθｎ的规则：当 Ｓｎ≠０时，方向为 ｓｇｎ（Δθｎ）＝
－ｓｇｎ（Ｓｎ）；当Ｓｎ＝０时，方向取正负均可。
ｂ）确定转角 Δθｎ－１的规则：当 Ｓｎ－１≠０时，方向为 ｓｇｎ

（Δθｎ－１）＝－ｓｇｎ（Ｓｎ－１）；当Ｓｎ－１＝０时，方向取正负均可。
设定最大的进化代数为Ｇ，第ｔ代的第 ｎ个量子旋转门转

角大小为Δθｎ＝Δθ×（１０１－ｔ／Ｇ）（注：Δθ为最大旋转角），确
保随着代数的增加转角逐渐减小，以更精确的角度向最优解附

近旋转。

"


,

　量子染色体的变异

通过量子非门 Ｖ实现量子比特相位的旋转，设某一量子
位幅角为θｎ，通过量子非门作用后，幅角变为π／２－θｎ。

Ｖ

（ｓｉｎθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθｎ）ｉｊ（ｓｉｎθｎ－１）ｉｊ…（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

…

（ｃｏｓθ３）ｉｊ（ｓｉｎθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθ２）ｉｊ（ｓｉｎθ１）ｉｊ

（ｃｏｓθ１）

















ｉｊ

＝

ｓｉｎ（π／２－θｎ）ｉｊｓｉｎ（π／２－θｎ－１）ｉｊ…ｓｉｎ（π／２－θ２）ｉｊｓｉｎ（π／２－θ１）ｉｊ

ｃｏｓ（π／２－θｎ）ｉｊｓｉｎ（π／２－θｎ－１）ｉｊ…ｓｉｎ（π／２－θ２）ｉｊｓｉｎ（π／２－θ１）ｉｊ

…

ｃｏｓ（π／２－θ３）ｉｊｓｉｎ（π／２－θ２）ｉｊｓｉｎ（π／２－θ１）ｉｊ

ｃｏｓ（π／２－θ２）ｉｊｓｉｎ（π／２－θ１）ｉｊ

ｃｏｓ（π／２－θ１）

















ｉｊ

（１６）

通过待定系数法，可以确定 Ｖ的具体形式，通过量子非门
作用，使量子相位大幅旋转，可以增加种群的多样性，防止出现

局部收敛，避免进化过程中的早熟现象。

#

　算法描述

多链量子遗传算法的主要实现步骤描述如下：

ａ）初始化种群。令当前代数 ｔ＝１，按照式（１１）随机地生
成ｍ个初始个体组成一个种群Ｑ（ｔ）＝｛ｑｔ１，ｑ

ｔ
２，…，ｑ

ｔ
ｍ｝。

ｂ）解空间变换。将每条染色体的多个近似解由单位空间
Ｉｎ＝［－１，１］ｎ映射到优化问题的解空间Ω，得到解集Ｘ（ｔ）。

ｃ）计算适应度。通过Ｘ（ｔ）计算的适应度，根据最优适应
度得到当代最优解ｂｅｓｔＸ和当代最优染色体 ｂｅｓｔＣ；并将 ｂｅｓｔＸ
作为全局最优解ＧＸ，将ｂｅｓｔＣ作为全局最优染色体ＧＣ。

ｄ）种群更新。进行迭代循环，ｔ＝ｔ＋１，结合 ＧＣ采取量子
旋转门的旋转策略对种群进行更新，再通过量子非门对种群进

行变异得到新种群Ｑ（ｔ）。
ｅ）再次进行解空间变换。同步骤ｂ），将 Ｑ（ｔ）进行解空间

变换，得到优化问题的解Ｘ（ｔ）。
ｆ）再次计算适应度。同步骤ｃ），获取当代最优解ｂｅｓｔＸ和

最优染色体ｂｅｓｔＣ。将当代最优染色体得到的适应度和全局最
优染色体得到的适应度进行比较，如果 ｆｉｔ（ｂｅｓｔＸ）＜ｆｉｔ（ＧＸ），
更新当代最优解 ｂｅｓｔＸ＝ＧＸ，同时更新当代最优的染色体
ｂｅｓｔＣ＝ＧＣ，以防止种群退化；否则，ＧＸ＝ｂｅｓｔＸ，ＧＣ＝ｂｅｓｔＣ。通
过以上约束确保算法向最优值收敛。

ｇ）结束条件判断。如果未满足结束条件，返回步骤ｄ）；否
则程序结束。

%

　仿真实验与机理分析

为了检验多链编码量子遗传算法的优化性能，通过解决优

化典型函数ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ和Ｓｈｕｂｅｒｔ的极值问题进行仿真。
１）ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ函数
ｆ（ｘ，ｙ）＝［１＋（ｘ＋ｙ＋１）２（１９－１４＋３ｘ２－１４ｙ＋６ｘｙ＋３ｙ２）］×

［３０＋（２ｘ－３ｙ）２（１８－３２ｘ＋１２ｘ２＋４８ｙ－３６ｘｙ＋２７ｙ２）］ （１７）

其中：ｘ≤２，ｙ≤２。该函数有四个极小值点：（１２，０８）、
（１２，０２）、（－０６，－０４））、（０，－１），全局极小值为（０，－
１），全局极小值为３。当优化结果小于３００５时，可认为算法
收敛。函数图像如图３所示。
２）Ｓｈｕｂｅｒｔ函数

ｆ（ｘ，ｙ）＝１０ｃｏｓ（２πｘ）＋１０ｓｉｎ（２πｙ）－ｘ２－ｙ２－１０ （１８）

式中ｘ，ｙ∈（－５１２，５１２），它是一个典型的多峰函数，有很多
的局部极值点，其中最大的极值点为（０，０），对应的全局极大
值为１０。当函数达到９．９９５时，可认为算法收敛。函数图像
如图４所示。

Δθ的大小需要结合不同的问题进行确定，过小或过大都
会影响算法的优化效率，这里参照文献［４］中提供的转角范
围：０．００５π＜Δθ＜０．０５π，Δθ在这个范围内选取时算法优化效
果好，波动范围稳定。因此，这里主要研究旋转角Δθ与变异概
率之间的关系对算法效率的影响。使用基于四链编码方案的

量子遗传算法时，选取２０条染色体，最大优化代数为１００，转
角Δθ与变异概率Ｐｍ分别取值如下：

Δθ＝｛０．００５π，０．０１π，０．０１５π，０．０２π，０．０２５π，０．０３π，

０．０３５π，０．０４π，０．０４５π，０．０５π｝

Ｐｍ＝｛０，０．１，０．２，０．３，０．４，０．５，０．６，０．７，０．８，０．９，１｝

为了正确地找到变异概率与函数优化性能之间的关系，避

免随机因素的影响，采取了每个概率在不同的旋转角度之下分

别进行１０次计算，最终求取的平均值作为此变异概率下的优
化结果，得出优化结果如图５、６所示。表１为变异概率对函数
极值问题的影响。

分别使用普通量子遗传算法（ｃｏｍｍｏｎｑｕａｎｔｕｍｇｅｎｅｔｉｃａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍ，ＣＱＧＡ）、基于双链编码方案的量子遗传算法（ｄｏｕｂｌｅ
ｃｈａｉｎｑｕａｎｔｕｍｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＤＣＱＧＡ）、基于三链编码方案的
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量子遗传算法（ｔｈｒｅｅｃｈａｉｎｓｑｕａｎｔｕｍｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＴＣＱ
ＧＡ）、基于四链编码方案的量子遗传算法（ｆｏｕｒｃｈａｉｎｓｑｕａｎｔｕｍ
ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＦＣＱＧＡ）优化 ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ和 Ｓｈｕｂｅｒｔ函数
的极值，最大旋转角为Δθ＝０．０４π，变异概率为０４，染色体为
２０条，进行１０次仿真实验，其优化结果的对比如表２和图７、８
所示。

表１　变异概率对函数极值问题的影响

结果 ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ Ｓｈｕｂｅｒｔ

较优结果时变异概率 ０．１，０．２，０．３，０．４，０．５ ０．２，０．３，０．４，０．５，０．７

较差结果时变异概率 ０，０．６，０．８，０．９，１ ０，０．１，０．６，０．８，０．９

取得稳定结果变异概率 ０．２，０．３，０．４ ０．４，０．５，０．７

表２　函数极值问题优化结果对比

算法

ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ函数

最优

结果

最差

结果

平均

结果

收敛

次数

平均

时间／ｓ

Ｓｈｕｂｅｒｔ函数

最优

结果

最差

结果

平均

结果

收敛

次数

平均

时间／ｓ

ＣＱＧＡ ３．１３１２３．２８５２３．２１４２ ０ ５．０２０５ ９．９８２８ ９．８９３７ ９．９２７０ ０ ４．８７６３

ＤＣＱＧＡ ３．００４７３．１３６０３．０４１８ ４ １．３１２６ ９．９９８０ ９．９３７８ ９．９７３９ １ ０．７４８７

ＴＣＱＧＡ ３．００７０３．０１５２３．００７０ １０ ２．２６９３ ９．９９９７ ９．９６４３ ９．９９１６ ６ １．０３３５

ＦＣＱＧＡ ３．００００３．００５９３．００１６ １０ ２．４０４２ １０ １０ １０ １０ １．１１９１

　　通过对运行时间和优化结果的对比可以看出，双链编码

量子遗传算法的效率要高于普通量子遗传算法，是因为每条

染色体较普通量子遗传算法多了一条基因链，使搜索空间增

加了一倍。由于普通量子遗传算法采用二进制编码方式，需

进行频繁的二进制解码、编码，增加了计算时间。同理，通过

增加基因链，基于三链编码的量子遗传算法较双链编码量子

遗传算法优化的平均结果更好，而四链编码优于三链编码，

四链编码的平均结果达到算法的最优值，但是计算时间要少

量地增加。通过分析结果可以看出，通过增加基因链可以有

效改进算法效能，使算法逐渐逼近最优值，能有效改进量子

遗传算法的性能。

,

　结束语

本文提出了一种基于多链拓展编码方案的量子进化算法，

提供了一种拓展基因链的编码方案，研究了增加基因链对量子

遗传算法性能的影响，以及多链拓展编码方案中变异概率与旋

转角的关系。通过仿真实验，使用不同的基因链编码方案解决

优化函数极值问题，发现随着基因链数的增加，优化效果不断

地得到提高，说明根据多链拓展方案拓展基因链可以提高量子

遗传算法的效能，该方案是有效的。同时，仿真实验通过研究

变异概率与旋转角的关系，确定了变异概率的选择范围，为正

确使用变异概率、避免算法早熟提供了依据。下一步还需研究

的是不同基因链的旋转角关系对提高算法性能的影响，通过找

到使得算法性能最优时旋转角之间的关系来确定旋转角的角

度，以进一步提高量子遗传算法性能。
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