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自适应阶段变异量子粒子群优化算法研究

向　毅，钟育彬

（广州大学 数学与信息科学学院，广州 ５１０００６）

摘　要：为了克服标准量子粒子群优化（ＳＱＰＳＯ）算法易陷入局部最优的缺点，引入变异机制，基于进化阶段的
概念，提出了自适应阶段变异量子粒子群优化（ＡＰＭＱＰＳＯ）算法。以四种不同的变异概率减小方式阶段性地对
ＱＰＳＯ算法中的全局最优位置进行柯西变异，形成了四个不同的 ＡＰＭＱＰＳＯ算法。用五个典型的测试函数进行
仿真实验，并将四个ＡＰＭＱＰＳＯ算法与ＳＱＰＳＯ算法的实验结果进行了比较。实验结果表明，对于单峰函数优化
问题，基于变异概率线性变化的ＡＰＭＱＰＳＯ算法较为有效；而对于多峰函数优化问题，基于变异概率非线性变化
的ＡＰＭＱＰＳＯ算法则具有很强的优化能力。
关键词：量子粒子群优化算法；进化阶段；变异算子；变异概率；函数优化
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!

　引言

相比于粒子群优化算法（ＰＳＯ），量子粒子群优化（ＱＰＳＯ）
算法［１，２］具有全局收敛性、控制参数更少、收敛速度快、寻优

能力强等特点［３］。自 ＱＰＳＯ算法提出以来，它在连续函数优
化问题中取得了巨大成功。但是在实际使用中 ＱＰＳＯ算法还
是有可能陷入局部最优。为此，众多学者对 ＱＰＳＯ算法进行
了改进，提出了多种改进方案。引入变异机制是一种常用的

方法，如文献［４］提出了含维变异算子的量子粒子群算法，实
验结果表明改进的算法比原始 ＱＰＳＯ算法更有效；文献［５］
将边界变异操作引入到量子粒子群优化算法中，提出基于边

界变异的量子粒子群优化算法；在文献［６］中，石锦凤等人通
过对每个向量元素添加一个柯西分布随机值实现变异操作，

并将改进的算法用于求解 ＪｏｐＳｈｏｐ调度问题，取得了很好的
效果；文献［７］提出了带自适应变异的量子粒子群优化算法，
利用粒子群的适应度方差和空间位置聚集度来对粒子群陷

入局部寻优时仍当前每个粒子经历过的最好位置进行自适

应变异以实现全局寻优，实验结果表明了该算法的有效性。

在进化算法中，自适应变异概率能有效提高算法性能。在

进化初期，较大的变异概率有利于产生新的个体结构，全局搜

素能力强；在进化末期，较小的变异概率有利于局部搜索。本

文对当前种群的全局最优位置实施柯西变异，提出自适应阶段

变异ＱＰＳＯ算法。该算法在迭代初期对应的变异概率较大，并

以一定的策略阶段性地减小变异概率；在迭代末期，变异概率

达到最小。

"

　标准
I$CF

算法

Ｓｕｎ等人［２］在２００４年从量子力学的角度出发提出了一种

新的ＰＳＯ算法模型，这种模型以 ＤＥＬＴＡ势阱为基础，认为粒
子具有量子行为，并根据此模型提出了 ＱＰＳＯ。在量子空间

中，粒子可以在整个可行解空间中进行搜索，因而 ＱＰＳＯ算法

的全局搜索性能远远优于标准ＰＳＯ算法。在ＱＰＳＯ中，粒子只
有位置矢量，没有速度矢量。其位置更新方程为

ｐｉ，ｊ（ｔ）＝φｊ（ｔ）×Ｐｉ，ｊ（ｔ）＋［１－φｊ（ｔ）］×Ｇｊ（ｔ）　φｊ（ｔ）～Ｕ（０，１）

（１）

Ｘｉ，ｊ（ｔ＋１）＝ｐｉ，ｊ（ｔ）±α×｜Ｃｊ（ｔ）－Ｘｉ，ｊ（ｔ）｜×
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ｌｎ［１／ｕｉ，ｊ（ｔ）］　ｕｉ，ｊ（ｔ）～Ｕ（０，１） （２）

其中：

Ｃ（ｔ）＝（Ｃ１（ｔ），Ｃ２（ｔ），…，ＣＮ（ｔ））＝
１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ（ｔ）

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，１（ｔ），

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，２（ｔ），…，

１
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
Ｐｉ，Ｎ（ｔ( )） （３）

式中：Ｘｉ（ｔ）表示第ｉ个粒子的位置；Ｐｉ（ｔ）和ｐｉ（ｔ）分别为粒子ｉ
的历史最优位置和局部吸引子；Ｇ（ｔ）和 Ｃ（ｔ）分别为种群的全
局最优位置和平均最优位置，平均最优位置定义为所有粒子个

体最好位置的平均；φｊ（ｔ）和ｕｉ，ｊ（ｔ）均是［０，１］区间上均匀分布
的随机数；α为收缩扩张系数，是 ＱＰＳＯ算法的唯一控制参数，
一般可取α＝（１０－０５）×（Ｇｍａｘ－ｔ）／Ｇｍａｘ＋０５。

ＱＰＳＯ算法的伪代码描述如下：
初始化种群中粒子的位置向量

ｗｈｉｌｅ终止条件未满足
ｆｏｒｉ＝１：Ｍ
　　ｉｆｆ（Ｘｉ）＜ｆ（Ｐｉ）
　　　Ｐｉ＝Ｘｉ
　　ｅｎｄ
ｅｎｄｆｏｒ
Ｇ＝ｍｉｎ（Ｐｉ）
计算平均最优位置Ｃ的值
ｆｏｒｉ＝１：Ｍ
　ｆｏｒｊ＝１：Ｎ
　　φ＝ｒａｎｄ（０，１）
　　ｐｉ，ｊ＝φ Ｐｉ，ｊ＋（１－φ）Ｇｊ
　　ｕ＝ｒａｎｄ（０，１）
　ｉｆｒａｎｄ（０，１）＜０．５
　　Ｘｉ，ｊ＝ｐｉ，ｊ＋α｜Ｃｊ－Ｘｉ，ｊ｜ｌｎ（１／ｕ）
　ｅｌｓｅ
　　Ｘｉ，ｊ＝ｐｉ，ｊ－α｜Ｃｊ－Ｘｉ，ｊ｜ｌｎ（１／ｕ）
　ｅｎｄ
　ｅｎｄｆｏｒ
ｅｎｄｆｏｒ
ｅｎｄｗｈｉｌｅ

其中：Ｍ为粒子数；Ｎ为问题维数。

#

　自适应阶段变异
I$CF

算法

ＡＰＭＱＰＳＯ算法在标准 ＱＰＳＯ算法的基础上，对种群的全
局最优位置实施变异操作，并随着进化代数的增加以一定策略

阶段性地减小变异概率。为了更清楚地阐述ＡＰＭＱＰＳＯ算法，
首先引入进化阶段的概念。

定义１　一个进化阶段是由特定进化代数形成的特定进
化时期，如１～１００代，１０１～２００代等均可成为一个进化阶段。

#


"

　变异算子

粒子的每个分量的变异可以通过加入高斯分布或柯西分

布产生的随机数来实现，如式（４）所示［８］：

ｘ^＝ｘ＋φＤ（·） （４）

其中：^ｘ是ｘ变异后的结果；Ｄ（·）是一个概率分布的随机变
量。本文选择柯西分布，其概率密度函数［８］定义为

ｇ（ｘ）＝ ａ
π×（ｘ２＋ａ２）

（５）

其中：ａ取值为０２。

#


#

　自适应阶段变异概率

在本文提出的ＱＰＳＯ算法中，变异概率不是每次迭代都减
小，而是以一个进化阶段为基本单位，以特定的策略自适应地

减小。变异概率的变化趋势如图１所示。从图中可以看出，在
同一个进化阶段中，变异概率保持不变；后一个进化阶段的变

异概率比前一进化阶段的变异概率小。

将整个进化过程分为 Ｓ个进化阶段，记为｛ｔｋ｝，ｋ＝１，
２，…，Ｓ。第ｋ个进化阶段的变异概率设为ＰＭ（ｔｋ），ｋ＝１，２，…，
Ｓ。从第一个进化阶段到最后一个进化阶段，变异概率逐步减
小。因此，可将各个进化阶段的变异概率看做其被赋予的变异

权重，即满足［９］

ＰＭ（ｔｋ）≥０（ｋ＝１，２，…，Ｓ），∑
Ｓ

ｋ＝１
ＰＭ（ｔｋ）＝１ （６）

下面给出几种方法以确定进化阶段序列｛ｔｋ｝（ｋ＝１，２，…，
Ｓ）对应的变异概率｛ＰＭ（ｔｋ）｝。

#


#


"

　变异概率保持不变
设每个进化阶段的变异概率均相同，则

ＰＭ（ｔｋ）＝１／Ｓ　ｋ＝１，２，…，Ｓ （７）

显然式（７）满足条件式（６）。
２２２　等差数列法［９］

假设对任意 ｋ，变异概率 ＰＭ（ｔｋ＋１）和其前一个概率
ＰＭ（ｔｋ）的差为一个常数β，则

ＰＭ（ｔｋ）＝η＋（ｋ－１）β　η＋（ｋ－１）β≥０ （８）

由式（６）得，η＝１Ｓ－
Ｓ－１
２ β，重写式（８）得

ＰＭ（ｔｋ）＝
１
Ｓ＋

ｋ－Ｓ＋１( )２ β （９）

性质１　ａ）若 β＝０，则 ＰＭ（ｔｋ）＝１／Ｓ，即式（９）转换为式
（８）；ｂ）若β＜０，则｛ＰＭ（ｔｋ）｝为严格单调递减序列。

２２３　等比数列法［９］

假设对任意ｋ，概率 ＰＭ（ｔｋ＋１）是其相邻概率 ＰＭ（ｔｋ）的 β
倍，则有

ＰＭ（ｔｋ）＝ηβｋ－１　η，β＞０；ｋ＝１，２，…，Ｓ （１０）

由式（６）可得

η＝ １

∑
Ｓ

ｋ＝１
βｋ－１
　β＞０ （１１）

因此

ＰＭ（ｔｋ）＝
βｋ－１

∑
Ｓ

ｋ＝１
βｋ－１
　β＞０；ｋ＝１，２，…，Ｓ （１２）

性质２　ａ）若 β＝１，则 ＰＭ（ｔｋ）＝１／Ｓ，式（１２）转换为式
（８）；ｂ）若β＜１，则｛ＰＭ（ｔｋ）｝为严格单调递减序列。
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２２４　指数分布法［９］

由指数分布的正态概率密度函数可得

ＰＭ（ｔｋ）＝
１
μＳ
ｅ－

ｋ
μＳ　ｋ＝１，２，…，Ｓ （１３）

其中：μＳ为１，２，…，Ｓ的均值，即 μＳ＝
１＋Ｓ
２ 。由式（６）和（１３）

可得

ＰＭ（ｔｋ）＝
ｅ－

ｋ
μＳ

∑
Ｓ

ｊ＝１
ｅ－

ｊ
μＳ

　ｋ＝１，２，…，Ｓ （１４）

性质３　｛ＰＭ（ｔｋ）｝为单调递减序列，即 ｋ越大，则变异概
率越小。

为叙述方便，把２．２．１～２．２．４节确定变异概率的 ＱＰＳＯ
算法分别记为 ＡＰＭＱＰＳＯ１、ＡＰＭＱＰＳＯ２、ＡＰＭＱＰＳＯ３、ＡＰＭＱＰ
ＳＯ４。可以将以上四种算法分为两大类，即 ＡＰＭＱＰＳＯ１和
ＡＰＭＱＰＳＯ２为一类，因为它们的变异概率均为线性变化；
ＡＰＭＱＰＳＯ３和 ＡＰＭＱＰＳＯ４为一类，因为它们的变异概率均为
非线性变化。

%

　实验设计与结果分析

为了测试ＡＰＭＱＰＳＯｉ（ｉ＝１，２，３，４）算法的性能，本文选择
了五个典型的测试函数进行实验［３］，并将实验结果与用标准

量子粒子群优化（ＳＱＰＳＯ）算法得到的实验结果进行比较。

%


"

　标准测试函数

３１１　Ｓｐｈｅｒｅ函数

ｆ１（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ　－１００≤ｘｉ≤１００

函数最优值为０，对应的全局最优解在原点。该函数曲面
平滑、连续、对称。梯度信息总是指向全局最优点。

３１２　Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数

ｆ２（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（１００（ｘｉ＋１－ｘ２ｉ）２＋（ｘｉ－１）２）　－３０≤ｘｉ≤３０

函数最优值为０，是一个单峰函数，对应的全局最优解的
每个分量均为１。一般较难找到该函数的最优解。
３１３　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数

ｆ３（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０）　－５．１２≤ｘｉ≤５．１２

函数最优值为０，最优解为原点。该函数具有极多的局部
最优点，是一个极难优化的函数。

３１４　Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数

ｆ４（ｘ）＝
１
４０００∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（

ｘｉ
槡ｉ
）＋１　－６００≤ｘｉ≤６００

函数最优值为０，最优解为原点。该函数是一个非线性的
强烈多峰函数，局部最优点有规律地分布。随着问题维数的增

多，函数局部最优点的数量逐渐减少，函数曲面将接近 Ｓｐｈｅｒｅ
函数。

３１５　Ａｃｋｌｅｙ函数

ｆ５（ｘ）＝－２０ｅｘｐ（－０．２ （
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ槡 ）－

ｅｘｐ（１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２πｘｉ））＋２０＋ｅ　－３２≤ｘｉ≤３２

函数最优值为０，对应的全局最优解在原点。该函数也是
一个非线性的多峰函数，局部最优点有规律地分布，算法很容

易陷入通向全局最优点的局部最优点上。

%


#

　实验设计

对五个测试函数，分别考虑１０、２０和３０维的情况，对应算
法的最大迭代次数分别为１０００、１５００和２０００。算法对不同维
数形成的问题又分别采用５、１０、２０、４０个粒子来求解。将整个
进化过程分为１００个进化阶段，ＡＰＭＱＰＳＯ１中的变异概率为
００１；ＡＰＭＱＰＳＯ２中的公差设置为－０００１；ＡＰＭＱＰＳＯ３中的公
比设为０９５。分别用ＳＱＰＳＯ和ＡＰＭＱＰＳＯｉ（ｉ＝１，２，３，４）五种
算法求解测试函数。实验时每种情况运行１０次，记录每次运
行的平均最优值、最佳最优值和标准差。

%


%

　实验结果与分析

对每个测试函数的求解结果分别如表１～５所示。为了客
观、准确、科学地评价各个算法，本文为均值、最优值和标准差分

别赋予 ０３、０５和 ０２的权重，然后采用加权几何算子

ＷＧω（ａ１，ａ２，ａ３）＝∏
３

ｉ＝１
ａωｉｉ 对实验数据进行集成

［９］（表６～１０），最

后对集成后的数据从小到大排序即可找到求解每个测试函数最

（次）优算法。表６～１０中的Ｎ、Ｔ、Ｍ分别表示问题维数、最大迭代
次数和粒子数；黑体标记的为最优值，下划线标记的为次优值。

表１　Ｓｐｈｅｒｅ函数求解结果

维数 迭代数 粒子数

ＱＰＳＯ

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ１

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ２

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ３

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ４

均值 最优值 标准差

１０ １０００

５ ８４７Ｅ－０２ １３３Ｅ－０６ １９２Ｅ－０１ ８３２Ｅ－０２ ２２２Ｅ－１２ ２６２Ｅ－０１５７０Ｅ－０４ ３４２Ｅ－０７ １０９Ｅ－０３ ８４７Ｅ－０４ ９０４Ｅ－０８ １７５Ｅ－０３ １２３Ｅ－０５ ２７９Ｅ－１１ ３３７Ｅ－０５

１０ ２０３Ｅ－１６ １８５Ｅ－２２ ６３６Ｅ－１６ １４４Ｅ－１５ １７６Ｅ－２３ ３７２Ｅ－１５ １１７Ｅ－１３ ２８５Ｅ－１６ ３４１Ｅ－１３ ６９２Ｅ－１４ ７７９Ｅ－２０ ２０８Ｅ－１３ ５９２Ｅ－１９ １３７Ｅ－２２ １１４Ｅ－１８

２０ ６２９Ｅ－３３ ５８４Ｅ－４１ １９０Ｅ－３２ １４９Ｅ－２９ ７９３Ｅ－４０ ３５７Ｅ－２９ ２１４Ｅ－２５ ７９７Ｅ－３４ ５１４Ｅ－２５ １５７Ｅ－３４ １１６Ｅ－４０ ２３４Ｅ－３４ １４８Ｅ－３０ ４１９Ｅ－３９ ３７６Ｅ－３０

４０ ５６６Ｅ－５３ ８６１Ｅ－６４ １５７Ｅ－５２ ２９２Ｅ－３８ １４７Ｅ－６３ ９２３Ｅ－３８ １４８Ｅ－３８ ２１８Ｅ－５４ ４６７Ｅ－３８ ５１５Ｅ－４２ １９４Ｅ－６６ １５４Ｅ－４１ ６７４Ｅ－３９ ３３９Ｅ－５１ ２１２Ｅ－３８

２０ １５００

５ ７２２Ｅ＋０１ ６０３Ｅ－０１ １１９Ｅ＋０２ １８０Ｅ＋０２ ３９５Ｅ－０１ ３００Ｅ＋０２ ３３９Ｅ＋０１ １４７Ｅ－０１ ８０１Ｅ＋０１ ３８５Ｅ＋０１ ４０１Ｅ－０２ ７２５Ｅ＋０１ １４７Ｅ＋０２ ９６４Ｅ－０１ ２６０Ｅ＋０２

１０ １７６Ｅ－０６ １４７Ｅ－１０ ５３９Ｅ－０６ ３６３Ｅ－０９ ４５２Ｅ－１２ １０９Ｅ－０８ １９２Ｅ－０６ ２８３Ｅ－０９ ３１９Ｅ－０６ １８９Ｅ－０６ ５３７Ｅ－１１ ４８３Ｅ－０６ １０６Ｅ－０８ ３８３Ｅ－１２ ２２５Ｅ－０８

２０ ３０５Ｅ－１７ ３８９Ｅ－２１ ６１１Ｅ－１７ １００Ｅ＋０２ ６９０Ｅ－２２ ２１１Ｅ＋０２ １７５Ｅ－１６ ２４８Ｅ－１９ ２８４Ｅ－１６ ３４１Ｅ－１４ ７０１Ｅ－２０ ８５３Ｅ－１４ ５８９Ｅ－１７ ２３６Ｅ－２１ １８０Ｅ－１６

４０ ２６７Ｅ－２９ ３９２Ｅ－３３ ５２３Ｅ－２９ ９６２Ｅ－２４ ２２０Ｅ－３２ ２８９Ｅ－２３ １４４Ｅ－２６ ３３０Ｅ－３１ ４４３Ｅ－２６ ２８８Ｅ－２４ ４９１Ｅ－３３ ８６６Ｅ－２４ １３９Ｅ－２４ ２８２Ｅ－３０ ４３７Ｅ－２４

３０ ２０００

５ ８３３Ｅ＋０２ ２５７Ｅ＋０１ １２７Ｅ＋０３ ６１２Ｅ＋０２ ２８７Ｅ＋０１ １０２Ｅ＋０３ ４８３Ｅ＋０２ ７２６Ｅ＋０１ ３５３Ｅ＋０２ ４５７Ｅ＋０２ ５８９Ｅ＋０１ ４５０Ｅ＋０２ ８２９Ｅ＋０２ ９２６Ｅ＋０１ ６９９Ｅ＋０２

１０ ９６７Ｅ－０２ １２６Ｅ－０４ ２９０Ｅ－０１ ２５９Ｅ－０５ ５００Ｅ－０９ ５８６Ｅ－０５ ２８２Ｅ－０３ １９５Ｅ－０４ ５１８Ｅ－０３ ３３５Ｅ－０２ ６２７Ｅ－０６ ９６７Ｅ－０２ １４４Ｅ－０４ １８９Ｅ－０７ ３８６Ｅ－０４

２０ １３６Ｅ－０９ ２１４Ｅ－１３ ２５４Ｅ－０９ ７７３Ｅ－１３ ９２７Ｅ－１６ １５３Ｅ－１２ ５９２Ｅ－１０ ５２２Ｅ－１３ １１６Ｅ－０９ ３０４Ｅ－１０ １８０Ｅ－１３ ３２８Ｅ－１０ ７５０Ｅ＋０１ １０３Ｅ－１５ ２３７Ｅ＋０２

４０ ２４０Ｅ－１６ ６４３Ｅ－２２ ７４６Ｅ－１６ １５０Ｅ＋０２ ２０３Ｅ－２３ ３１６Ｅ＋０２ ２２２Ｅ－１８ ６４５Ｅ－２１ ５４８Ｅ－１８ １８５Ｅ－１７ １２８Ｅ－２０ ４９９Ｅ－１７ ７５０Ｅ＋０１ ２５６Ｅ－２３ ２３７Ｅ＋０２

·７３０２·第６期 向　毅，等：自适应阶段变异量子粒子群优化算法研究 　　　



表２　Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数求解结果

维数 迭代数 粒子数
ＱＰＳＯ

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ１

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ２

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ３

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ４

均值 最优值 标准差

１０ １０００

５ ５８０Ｅ＋０１ １００Ｅ＋００ ７６４Ｅ＋０１ ９７５Ｅ＋０２ ４２７Ｅ＋００ １７２Ｅ＋０３ １１４Ｅ＋０３ ５６２Ｅ＋００ ２２２Ｅ＋０３ １０６Ｅ＋０３ １０６Ｅ＋００ ２０３Ｅ＋０３ ３５５Ｅ＋０３ ３３９Ｅ－０１ ８８８Ｅ＋０３

１０ １０８Ｅ＋０２ ７０８Ｅ＋００ １４６Ｅ＋０２ ５９６Ｅ＋０１ １９３Ｅ＋００ １３１Ｅ＋０２ ５９２Ｅ＋０１ １５３Ｅ＋００ １０８Ｅ＋０２ １１９Ｅ＋０２ ９７９Ｅ－０１ ２３９Ｅ＋０２ １０１Ｅ＋０２ ５７４Ｅ－０２ ３００Ｅ＋０２

２０ ９０５Ｅ＋００ ５８２Ｅ＋００ ８６６Ｅ＋００ １３５Ｅ＋０１ ２３２Ｅ－０１ ２６２Ｅ＋０１ ３１７Ｅ＋０１ ８１６Ｅ－０６ ５７４Ｅ＋０１ ２５５Ｅ＋０１ １９４Ｅ＋００ ５１３Ｅ＋０１ １２５Ｅ＋０２ ４３２Ｅ＋００ ３０４Ｅ＋０２

４０ ６２１Ｅ＋００ １０９Ｅ－０４ ８９４Ｅ＋００ ６５７Ｅ＋００ ２５１Ｅ＋００ ５９３Ｅ＋００ ４４０Ｅ＋００ ７００Ｅ－０１ １５３Ｅ＋００ ６５４Ｅ＋００ ６６８Ｅ－０１ ５２０Ｅ＋００ １５６Ｅ＋０１ ３１１Ｅ＋００ ３００Ｅ＋０１

２０ １５００

５ ９４３Ｅ＋０３ ３６７Ｅ＋０２ １９５Ｅ＋０４ ２０８Ｅ＋０４ １６７Ｅ＋０２ ３６４Ｅ＋０４ ４９７Ｅ＋０４ ６３３Ｅ＋０１ １４６Ｅ＋０５ ５１４Ｅ＋０３ ３６９Ｅ＋０２ ７５６Ｅ＋０３ １９８Ｅ＋０３ ２８１Ｅ＋０２ １９９Ｅ＋０３

１０ １６２Ｅ＋０３ ２１４Ｅ＋００ ３５７Ｅ＋０３ ６４８Ｅ＋０４ １４９Ｅ＋０１ １９５Ｅ＋０５ ４６３Ｅ＋０３ １８２Ｅ＋０１ １２３Ｅ＋０４ ２１４Ｅ＋０３ １４０Ｅ＋０１ ３６８Ｅ＋０３ ４９１Ｅ＋０３ １０３Ｅ＋０１ ８４２Ｅ＋０３

２０ ２１０Ｅ＋０２ １４６Ｅ＋０１ ４０３Ｅ＋０２ ８６６Ｅ＋０１ １５９Ｅ＋０１ １２２Ｅ＋０２ ３２８Ｅ＋０１ １６５Ｅ＋０１ ３４７Ｅ＋０１ １２３Ｅ＋０２ ４０８Ｅ＋００ ２１６Ｅ＋０２ １９２Ｅ＋０２ １５４Ｅ＋０１ ４９８Ｅ＋０２

４０ ９３８Ｅ＋０１ １５０Ｅ＋０１ ２０１Ｅ＋０２ ６１０Ｅ＋０１ １４８Ｅ＋０１ ８０３Ｅ＋０１ ５９０Ｅ＋０１ １１１Ｅ＋００ ６８５Ｅ＋０１ ３５３Ｅ＋０１ １４０Ｅ＋０１ ２８５Ｅ＋０１ ２２２Ｅ＋０１ １４５Ｅ＋０１ ２１０Ｅ＋０１

３０ ２０００

５ ５６７Ｅ＋０５ ９６６Ｅ＋０３ ５５０Ｅ＋０５ ７３７Ｅ＋０５ ４９５Ｅ＋０３ ９６８Ｅ＋０５ １５９Ｅ＋０６ １１２Ｅ＋０４ １５９Ｅ＋０６ １０８Ｅ＋０６ ６３０Ｅ＋０４ ２５６Ｅ＋０６ ５５２Ｅ＋０５ ３２５Ｅ＋０４ ８７９Ｅ＋０５

１０ ５３４Ｅ＋０３ ５３６Ｅ＋０１ １０５Ｅ＋０４ ２０１Ｅ＋０３ ８１９Ｅ＋０１ ３８２Ｅ＋０３ ２３６Ｅ＋０３ ９６９Ｅ＋０１ ４５０Ｅ＋０３ ２４２Ｅ＋０３ ５３５Ｅ＋０１ ４６９Ｅ＋０３ １９９Ｅ＋０３ ７９３Ｅ＋０１ ３６８Ｅ＋０３

２０ ４４２Ｅ＋０１ ２５１Ｅ＋０１ ３３６Ｅ＋０１ ９００Ｅ＋０１ １４１Ｅ＋０１ ８４２Ｅ＋０１ １７６Ｅ＋０２ １７５Ｅ＋０１ ２３８Ｅ＋０２ ２０８Ｅ＋０３ ２２９Ｅ＋０１ ６３２Ｅ＋０３ ８１４Ｅ＋０１ ２４７Ｅ＋０１ ８７８Ｅ＋０１

４０ １１２Ｅ＋０２ ２５４Ｅ＋０１ １２１Ｅ＋０２ ６４３Ｅ＋０１ ２０５Ｅ＋０１ ６９５Ｅ＋０１ ７５８Ｅ＋０１ ２５８Ｅ＋０１ ６３６Ｅ＋０１ ７０４Ｅ＋０１ ２４９Ｅ＋０１ ５１１Ｅ＋０１ ４７６Ｅ＋０２ ２９０Ｅ＋０１ ６３２Ｅ＋０２

表３　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数求解结果

维数 迭代数 粒子数
ＱＰＳＯ

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ１

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ２

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ３

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ４

均值 最优值 标准差

１０ １０００

５ １３１Ｅ＋０１ ５０６Ｅ＋００ ５７６Ｅ＋００ １０２Ｅ＋０１ ３９１Ｅ＋００ ４１２Ｅ＋００ １０９Ｅ＋０１ ４６６Ｅ＋００ ３５７Ｅ＋００ ８７９Ｅ＋００ ５９８Ｅ＋００ ２８９Ｅ＋００ ８７８Ｅ＋００ ４１０Ｅ＋００ ３６６Ｅ＋００

１０ ６１９Ｅ＋００ ４４０Ｅ＋００ ７８５Ｅ－０１ ７０４Ｅ＋００ １７６Ｅ＋００ ５９１Ｅ＋００ ６３７Ｅ＋００ １３２Ｅ＋００ ３０５Ｅ＋００ ７１９Ｅ＋００ ４２０Ｅ＋００ ２２９Ｅ＋００ ６２１Ｅ＋００ ３００Ｅ＋００ ２６２Ｅ＋００

２０ ３１２Ｅ＋００ ９９５Ｅ－０１ １７５Ｅ＋００ ３８０Ｅ＋００ ９９５Ｅ－０１ ２０３Ｅ＋００ ３８５Ｅ＋００ ９９５Ｅ－０１ １７６Ｅ＋００ ３１５Ｅ＋００ ９９８Ｅ－０３ ２６２Ｅ＋００ ３３３Ｅ＋００ ９９５Ｅ－０１ １３６Ｅ＋００

４０ ３０８Ｅ＋００ １０１Ｅ＋００ １５１Ｅ＋００ ２７８Ｅ＋００ ４７２Ｅ－０２ １８２Ｅ＋００ ２１３Ｅ＋００ ２８９Ｅ－０２ １２２Ｅ＋００ ２４０Ｅ＋００ １７８Ｅ－０７ １４３Ｅ＋００ ３２６Ｅ＋００ ９８７Ｅ－０４ ３０１Ｅ＋００

２０ １５００

５ ３５９Ｅ＋０１ ２１８Ｅ＋０１ １４８Ｅ＋０１ ４２８Ｅ＋０１ ２５９Ｅ＋０１ １１２Ｅ＋０１ ４８７Ｅ＋０１ ２７５Ｅ＋０１ １９２Ｅ＋０１ ４２７Ｅ＋０１ ２４２Ｅ＋０１ １９２Ｅ＋０１ ４４０Ｅ＋０１ ３２９Ｅ＋０１ ８４３Ｅ＋００

１０ １９１Ｅ＋０１ １３０Ｅ＋０１ ６３１Ｅ＋００ ２４９Ｅ＋０１ １２０Ｅ＋０１ ８８３Ｅ＋００ ２１９Ｅ＋０１ １２２Ｅ＋０１ ６７６Ｅ＋００ ２１０Ｅ＋０１ １０２Ｅ＋０１ ７３５Ｅ＋００ ２４６Ｅ＋０１ １００Ｅ＋０１ １３４Ｅ＋０１

２０ １５４Ｅ＋０１ ７９６Ｅ＋００ ６２６Ｅ＋００ １６５Ｅ＋０１ １１９Ｅ＋０１ ４６４Ｅ＋００ １４３Ｅ＋０１ ９９５Ｅ＋００ ２６０Ｅ＋００ １６４Ｅ＋０１ ６９７Ｅ＋００ ６５０Ｅ＋００ １４４Ｅ＋０１ ９６１Ｅ＋００ ５２１Ｅ＋００

４０ １０８Ｅ＋０１ ４９７Ｅ＋００ ３１７Ｅ＋００ １０１Ｅ＋０１ ２９８Ｅ＋００ ３３３Ｅ＋００ ７９６Ｅ＋００ ５９７Ｅ＋００ ２３５Ｅ＋００ １０７Ｅ＋０１ ７９６Ｅ＋００ ３３１Ｅ＋００ ９９５Ｅ＋００ ４９７Ｅ＋００ ４３２Ｅ＋００

３０ ２０００

５ ８９０Ｅ＋０１ ７１８Ｅ＋０１ １３８Ｅ＋０１ ８２０Ｅ＋０１ ５５４Ｅ＋０１ ２００Ｅ＋０１ １０３Ｅ＋０２ ８１１Ｅ＋０１ １３１Ｅ＋０１ ８０７Ｅ＋０１ ４９３Ｅ＋０１ １９５Ｅ＋０１ ８６６Ｅ＋０１ ６１５Ｅ＋０１ １４９Ｅ＋０１

１０ ４５３Ｅ＋０１ ２７３Ｅ＋０１ １５２Ｅ＋０１ ５０４Ｅ＋０１ ３９６Ｅ＋０１ １１２Ｅ＋０１ ５０２Ｅ＋０１ ２８６Ｅ＋０１ １０１Ｅ＋０１ ４４５Ｅ＋０１ ２９９Ｅ＋０１ １２２Ｅ＋０１ ４２０Ｅ＋０１ ３０５Ｅ＋０１ ８１９Ｅ＋００

２０ ２９３Ｅ＋０１ １５０Ｅ＋０１ ９２３Ｅ＋００ ２７４Ｅ＋０１ １９２Ｅ＋０１ ７０８Ｅ＋００ ２９９Ｅ＋０１ １９９Ｅ＋０１ ５００Ｅ＋００ ２７７Ｅ＋０１ ２０１Ｅ＋０１ ６４９Ｅ＋００ ２８１Ｅ＋０１ １４１Ｅ＋０１ ８７８Ｅ＋００

４０ ２１２Ｅ＋０１ １３０Ｅ＋０１ ７１７Ｅ＋００ ２０２Ｅ＋０１ １１９Ｅ＋０１ ５４４Ｅ＋００ ２０７Ｅ＋０１ ８９５Ｅ＋００ ６７８Ｅ＋００ １９８Ｅ＋０１ １３９Ｅ＋０１ ３４９Ｅ＋００ ２０８Ｅ＋０１ １５１Ｅ＋０１ ５４８Ｅ＋００

表４　Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数求解结果

维数 迭代数 粒子数
ＱＰＳＯ

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ１

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ２

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ３

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ４

均值 最优值 标准差

１０ １０００

５ １４１Ｅ－０１ ２７５Ｅ－０２ １０５Ｅ－０１ １３３Ｅ－０１ ６８０Ｅ－０２ ７３４Ｅ－０２ １６２Ｅ－０１ ５４０Ｅ－０２ ９４６Ｅ－０２ １６２Ｅ－０１ ５４０Ｅ－０２ ９４６Ｅ－０２ １７３Ｅ－０１ １２３Ｅ－０２ １５６Ｅ－０１

１０ ７８６Ｅ－０２ ７９４Ｅ－０３ ５０１Ｅ－０２ ８１７Ｅ－０２ ４９２Ｅ－０２ ２１５Ｅ－０２ １２４Ｅ－０１ ４４３Ｅ－０２ ７４２Ｅ－０２ ９９７Ｅ－０２ ５９１Ｅ－０２ ３５９Ｅ－０２ ９９３Ｅ－０２ ９３１Ｅ－０３ ４９２Ｅ－０２

２０ ６５２Ｅ－０２ １７５Ｅ－０２ ４７０Ｅ－０２ １６１Ｅ－０１ １０９Ｅ－０２ ３２２Ｅ－０１ ８７７Ｅ－０２ ９０６Ｅ－０３ ４０６Ｅ－０２ ６９９Ｅ－０２ ３５７Ｅ－０２ ３０３Ｅ－０２ ６４２Ｅ－０２ ２７１Ｅ－０２ ３４２Ｅ－０２

４０ ５７２Ｅ－０２ １９７Ｅ－０２ ４６７Ｅ－０２ ３３４Ｅ－０２ １６３Ｅ－０５ ２０５Ｅ－０２ ６８９Ｅ－０２ １６４Ｅ－０３ ７６７Ｅ－０２ ３９１Ｅ－０２ ９６６Ｅ－０３ ２０８Ｅ－０２ ５８７Ｅ－０２ １２０Ｅ－０４ ４２２Ｅ－０２

２０ １５００

５ １３１Ｅ＋００ ３１０Ｅ－０１ ９６５Ｅ－０１ １１５Ｅ＋００ ２５６Ｅ－０１ ８０８Ｅ－０１ １２２Ｅ＋００ １８７Ｅ－０１ ９６０Ｅ－０１ １３８Ｅ＋００ ２５８Ｅ－０１ １５１Ｅ＋００ ９２２Ｅ－０１ ２９７Ｅ－０２ ７１５Ｅ－０１

１０ ４５９Ｅ－０２ ３７４Ｅ－０７ ４２４Ｅ－０２ ２３２Ｅ－０２ ７４０Ｅ－０３ １４２Ｅ－０２ ２４５Ｅ－０２ １１２Ｅ－０４ ２４２Ｅ－０２ ２１４Ｅ－０２ ３２４Ｅ－０７ １５９Ｅ－０２ ２０３Ｅ－０２ １１８Ｅ－１０ ２１９Ｅ－０２

２０ ２６７Ｅ－０２ ６００Ｅ－１５ ２５４Ｅ－０２ ３００Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ ２８０Ｅ－０２ ３０６Ｅ－０２ ７２０Ｅ－１４ ２８４Ｅ－０２ ２７１Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ ２９１Ｅ－０２ ２５５Ｅ－０２ ４７０Ｅ－１３ ２０６Ｅ－０２

４０ １８２Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ １７６Ｅ－０２ １５７Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ １９８Ｅ－０２ １８４Ｅ－０２ ２６４Ｅ－０７ １２７Ｅ－０２ １８８Ｅ－０２ １２３Ｅ－１３ １０２Ｅ－０２ １９０Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ １８０Ｅ－０２

３０ ２０００

５ ５８７Ｅ＋００ １０８Ｅ＋００ ３６４Ｅ＋００ ５５２Ｅ＋００ １０３Ｅ＋００ ５４９Ｅ＋００ ９７０Ｅ＋００ １８５Ｅ＋００ １０３Ｅ＋０１ １１１Ｅ＋０１ １８０Ｅ＋００ １３２Ｅ＋０１ ５３２Ｅ＋００ ２０２Ｅ＋００ ３２６Ｅ＋００

１０ ６７９Ｅ－０２ ３６２Ｅ－０４ １２４Ｅ－０１ １５０Ｅ－０２ １４０Ｅ－０５ １２３Ｅ－０２ ７７７Ｅ－０２ ２２２Ｅ－０４ ６９５Ｅ－０２ ３０８Ｅ－０２ ３７１Ｅ－０３ ２２８Ｅ－０２ ２１８Ｅ－０２ ６６１Ｅ－０６ ２４１Ｅ－０２

２０ ３４５Ｅ－０３ ５５１Ｅ－１１ ４５３Ｅ－０３ １４８Ｅ－０２ ７３０Ｅ－１４ １０２Ｅ－０２ １４０Ｅ－０２ ８７９Ｅ－１０ １５６Ｅ－０２ １７５Ｅ－０２ １１２Ｅ－０９ １４９Ｅ－０２ ２９６Ｅ－０３ ２００Ｅ－１５ ６３４Ｅ－０３

４０ １３８Ｅ－０２ ０００Ｅ＋００ １７８Ｅ－０２ ９８４Ｅ－０３ ０００Ｅ＋００ １０４Ｅ－０２ ８８７Ｅ－０３ ２００Ｅ－１５ ９４４Ｅ－０３ １８４Ｅ－０２ ３３０Ｅ－１４ ２３４Ｅ－０２ ８６１Ｅ－０３ ０００Ｅ＋００ １０４Ｅ－０２

表５　Ａｃｋｌｅｙ函数求解结果

维数 迭代数 粒子数
ＱＰＳＯ

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ１

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ２

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ３

均值 最优值 标准差

ＡＰＭＱＰＳＯ４

均值 最优值 标准差

１０ １０００

５ ８８９Ｅ－０１ ８９１Ｅ－０５ １２９Ｅ＋００ ８４５Ｅ＋００ １０２Ｅ－０５ ９１４Ｅ＋００ ６８９Ｅ＋００ １４９Ｅ－０４ ８３７Ｅ＋００ ３４７Ｅ＋００ ３４３Ｅ－０３ ３６８Ｅ＋００ ７９９Ｅ＋００ １６６Ｅ－０５ ８６８Ｅ＋００

１０ ２０３Ｅ＋００ ３２０Ｅ－１１ ３４１Ｅ＋００ ７０７Ｅ＋００ ５４１Ｅ－１１ ８７８Ｅ＋００ ３０８Ｅ＋００ ３２１Ｅ－０９ ３５７Ｅ＋００ ２７４Ｅ＋００ ３４２Ｅ－１３ ５３２Ｅ＋００ ２８０Ｅ＋００ １０９Ｅ－１０ ５９０Ｅ＋００

２０ ３８７Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５７１Ｅ＋００ ５７６Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ７９８Ｅ＋００ ３５６Ｅ＋００ １１５Ｅ－１４ ４６９Ｅ＋００ ６２５Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５６２Ｅ＋００ ７１４Ｅ＋００ ７９９Ｅ－１５ ６５８Ｅ＋００

４０ ８７１Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５５０Ｅ＋００ ５７３Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５８４Ｅ＋００ ６４１Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５７４Ｅ＋００ ６１３Ｅ＋００ １３０Ｅ－０３ ５７６Ｅ＋００ ５８３Ｅ＋００ ４４４Ｅ－１５ ５７９Ｅ＋００

２０ １５００

５ ９６４Ｅ＋００ ２０４Ｅ＋００ ６３７Ｅ＋００ １００Ｅ＋０１ ２５９Ｅ＋００ ７９３Ｅ＋００ ９５７Ｅ＋００ １７４Ｅ＋００ ８１３Ｅ＋００ ７４６Ｅ＋００ １８４Ｅ＋００ ６８７Ｅ＋００ ９８５Ｅ＋００ ８２５Ｅ－０１ ７６９Ｅ＋００

１０ １３０Ｅ＋０１ ３７１Ｅ－０４ ８４４Ｅ＋００ ８８２Ｅ＋００ １６８Ｅ－０６ ８９６Ｅ＋００ １１０Ｅ＋０１ ２０１Ｅ－０４ ９８７Ｅ＋００ ９０２Ｅ＋００ ２７１Ｅ－０４ ７９１Ｅ＋００ １２０Ｅ＋０１ ５１３Ｅ－０７ ７７４Ｅ＋００

２０ １３６Ｅ＋０１ １１６Ｅ＋００ ７１９Ｅ＋００ １８６Ｅ＋０１ １１６Ｅ＋０１ ３６３Ｅ＋００ １９８Ｅ＋０１ １７２Ｅ＋０１ １０７Ｅ＋００ １７１Ｅ＋０１ ４１１Ｅ－０８ ６２６Ｅ＋００ １３８Ｅ＋０１ １１７Ｅ－０７ ７０８Ｅ＋００

４０ １９５Ｅ＋０１ １８２Ｅ＋０１ ７８３Ｅ－０１ １８２Ｅ＋０１ １３２Ｅ＋０１ ２５２Ｅ＋００ １５３Ｅ＋０１ ８５９Ｅ＋００ ４４２Ｅ＋００ １５２Ｅ＋０１ ４１２Ｅ＋００ ５９７Ｅ＋００ １５９Ｅ＋０１ ７１６Ｅ＋００ ４８８Ｅ＋００

３０ ２０００

５ １７７Ｅ＋０１ ９５８Ｅ＋００ ３７４Ｅ＋００ １８７Ｅ＋０１ ５１９Ｅ＋００ ５００Ｅ＋００ １４５Ｅ＋０１ ３９２Ｅ＋００ ６７７Ｅ＋００ １５８Ｅ＋０１ ３１４Ｅ＋００ ６８０Ｅ＋００ １５２Ｅ＋０１ ２９８Ｅ＋００ ６２３Ｅ＋００

１０ １２６Ｅ＋０１ ５３５Ｅ－０１ ８９８Ｅ＋００ １４３Ｅ＋０１ ３６２Ｅ＋００ ５７０Ｅ＋００ １８０Ｅ＋０１ １１１Ｅ＋０１ ３６０Ｅ＋００ １４４Ｅ＋０１ ７１２Ｅ－０３ ８１５Ｅ＋００ １８１Ｅ＋０１ ９５８Ｅ＋００ ３８１Ｅ＋００

２０ １５８Ｅ＋０１ ８６９Ｅ－０６ ６２５Ｅ＋００ １９８Ｅ＋０１ １６８Ｅ＋０１ １２８Ｅ＋００ １８０Ｅ＋０１ １０８Ｅ＋０１ ３１９Ｅ＋００ １５０Ｅ＋０１ ５２４Ｅ＋００ ５６４Ｅ＋００ １６８Ｅ＋０１ ８２７Ｅ＋００ ４７３Ｅ＋００

４０ １８０Ｅ＋０１ １１９Ｅ＋０１ ２５５Ｅ＋００ １９２Ｅ＋０１ １５３Ｅ＋０１ １９５Ｅ＋００ １９４Ｅ＋０１ １６０Ｅ＋０１ １６１Ｅ＋００ １９３Ｅ＋０１ １５５Ｅ＋０１ １９０Ｅ＋００ １６２Ｅ＋０１ ７９６Ｅ＋００ ４８４Ｅ＋００
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表６　Ｓｐｈｅｒｅ函数集成后的数据

Ｎ Ｔ Ｍ ＱＰＳＯ ＡＰＭＱＰＳＯ１ ＡＰＭＱＰＳＯ２ ＡＰＭＱＰＳＯ３ ＡＰＭＱＰＳＯ４

１０ １０００

５ ３９４Ｅ－０４ ５４１Ｅ－０７ １５９Ｅ－０５ １０１Ｅ－０５ ２２６Ｅ－０８

１０ ２４４Ｅ－１９ １９２Ｅ－１９ ７１６Ｅ－１５ ９１６Ｅ－１７ １０３Ｅ－２０

２０ ７５６Ｅ－３７ １２９Ｅ－３４ １５６Ｅ－２９ １４６Ｅ－３７ ９４９Ｅ－３５

４０ ２７１Ｅ－５８ ８２４Ｅ－５１ ２２６Ｅ－４６ ３９４Ｅ－５４ ６０１Ｅ－４５

２０ １５００

５ ７２９Ｅ＋００ ９３３Ｅ＋００ ２６５Ｅ＋００ １４１Ｅ＋００ １３３Ｅ＋０１

１０ ２０１Ｅ－０８ １６０Ｅ－１０ ８１６Ｅ－０８ １２１Ｅ－０８ ２３４Ｅ－１０

２０ ３９６Ｅ－１９ ３０５Ｅ－１０ ７２６Ｅ－１８ ５８７Ｅ－１７ ４６６Ｅ－１９

４０ ３７０Ｅ－３１ ５７３Ｅ－２８ ８６４Ｅ－２９ １４８Ｅ－２８ ２４９Ｅ－２７

３０ ２０００

５ １５９Ｅ＋０２ １４７Ｅ＋０２ １７６Ｅ＋０２ １６４Ｅ＋０２ ２６８Ｅ＋０２

１０ ４３５Ｅ－０３ ４２４Ｅ－０７ ８３８Ｅ－０４ ５６６Ｅ－０４ ６３６Ｅ－０６

２０ １９３Ｅ－１１ ３０７Ｅ－１４ ２０１Ｅ－１１ ７５１Ｅ－１２ ３５０Ｅ－０７

４０ ４９３Ｅ－１９ ６４１Ｅ－１１ １４３Ｅ－１９ ５９４Ｅ－１９ ５５２Ｅ－１１

　　从表６可以看出，对于 Ｓｐｈｅｒｅ函数，当维数为１０、粒子数
较少（≤１０）时，ＡＰＭＱＰＳＯ４最有效；而当粒子数较多（≥２０）
时，ＱＰＳＯ算法则最有效。当维数为２０时，当粒子数较多时，也
是ＱＰＳＯ算法最有效；当维数为３０时，ＡＰＭＱＰＳＯ１算法表现出
很强的寻优能力。因此，有这样一个规律：当 Ｓｐｈｅｒｅ函数的维
数小、粒子数较多时，标准 ＱＰＳＯ算法最有效；而当维数较大
时，采用基于变异概率线性变化的ＱＰＳＯ算法能取得很好的求
解效果。

表７　Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数集成后的数据

Ｎ Ｔ Ｍ ＱＰＳＯ ＡＰＭＱＰＳＯ１ ＡＰＭＱＰＳＯ２ ＡＰＭＱＰＳＯ３ ＡＰＭＱＰＳＯ４

１０ １０００

５ ８０７Ｅ＋００ ７２２Ｅ＋０１ ９１４Ｅ＋０１ ３８１Ｅ＋０１ ４１７Ｅ＋０１

１０ ２９３Ｅ＋０１ １２６Ｅ＋０１ １０８Ｅ＋０１ １２４Ｅ＋０１ ２９９Ｅ＋００

２０ ７１９Ｅ＋００ ２０２Ｅ＋００ １８１Ｅ－０２ ８０８Ｅ＋００ ２７８Ｅ＋０１

４０ ２８０Ｅ－０２ ３９８Ｅ＋００ １４２Ｅ＋００ ２００Ｅ＋００ ７９３Ｅ＋００

２０ １５００

５ ２１５Ｅ＋０３ ２０８Ｅ＋０３ ２２０Ｅ＋０３ １４９Ｅ＋０３ ７４８Ｅ＋０２

１０ ６９０Ｅ＋０１ １２２Ｅ＋０３ ３５３Ｅ＋０２ １９３Ｅ＋０２ ２５１Ｅ＋０２

２０ ６３１Ｅ＋０１ ３９８Ｅ＋０１ ２３５Ｅ＋０１ ２５１Ｅ＋０１ ６５８Ｅ＋０１

４０ ４３７Ｅ＋０１ ３１７Ｅ＋０１ ８３２Ｅ＋００ ２１３Ｅ＋０１ １７７Ｅ＋０１

３０ １０００

５ ７３６Ｅ＋０４ ６３８Ｅ＋０４ １３３Ｅ＋０５ ３１０Ｅ＋０５ １４７Ｅ＋０５

１０ ６１２Ｅ＋０２ ４６２Ｅ＋０２ ５４４Ｅ＋０２ ４１１Ｅ＋０２ ４４９Ｅ＋０２

２０ ３１５Ｅ＋０１ ３５２Ｅ＋０１ ５８９Ｅ＋０１ ２７２Ｅ＋０２ ４５５Ｅ＋０１

４０ ５４１Ｅ＋０１ ３６９Ｅ＋０１ ４２７Ｅ＋０１ ３９３Ｅ＋０１ １２４Ｅ＋０２

　　从表７可以看出，对于 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数，各种算法求解效
果的规律并不是很明显，但是可以发现：基于变异概率非线性

变化的ＱＰＳＯ算法（即ＡＰＭＱＰＳＯ３和ＡＰＭＱＰＳＯ４）对该函数的
求解并非很有效。与Ｓｐｈｅｒｅ函数一样，标准ＱＰＳＯ算法和基于
变异概率线性变化的 ＱＰＳＯ算法在大多数情况下能有效地优
化Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数。

表８　Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数集成后的数据

Ｎ Ｔ Ｍ ＱＰＳＯ ＡＰＭＱＰＳＯ１ ＡＰＭＱＰＳＯ２ ＡＰＭＱＰＳＯ３ ＡＰＭＱＰＳＯ４

１０ １０００

５ ６９１Ｅ＋００ ５２６Ｅ＋００ ５７０Ｅ＋００ ５８０Ｅ＋００ ５０３Ｅ＋００

１０ ３４５Ｅ＋００ ３３９Ｅ＋００ ２５０Ｅ＋００ ４３７Ｅ＋００ ３６３Ｅ＋００

２０ １５７Ｅ＋００ １７２Ｅ＋００ １６７Ｅ＋００ １７１Ｅ－０１ １５２Ｅ＋００

４０ １５３Ｅ＋００ ３３３Ｅ－０１ ２２２Ｅ－０１ ５９０Ｅ－０４ ５５８Ｅ－０２

２０ １５００

５ ２３４Ｅ＋０１ ２５４Ｅ＋０１ ３０４Ｅ＋０１ ２７４Ｅ＋０１ ２７３Ｅ＋０１

１０ １２６Ｅ＋０１ １４０Ｅ＋０１ １２９Ｅ＋０１ １１９Ｅ＋０１ １３９Ｅ＋０１

２０ ９２５Ｅ＋００ １０９Ｅ＋０１ ８４８Ｅ＋００ ８８９Ｅ＋００ ９６１Ｅ＋００

４０ ５７４Ｅ＋００ ４４０Ｅ＋００ ５４０Ｅ＋００ ７３１Ｅ＋００ ５９６Ｅ＋００

３０ ２０００

５ ５５１Ｅ＋０１ ５０８Ｅ＋０１ ６０５Ｅ＋０１ ４７５Ｅ＋０１ ５１４Ｅ＋０１

１０ ２８３Ｅ＋０１ ３３１Ｅ＋０１ ２７５Ｅ＋０１ ２８１Ｅ＋０１ ２５８Ｅ＋０１

２０ １６６Ｅ＋０１ １７５Ｅ＋０１ １７１Ｅ＋０１ １７６Ｅ＋０１ １５８Ｅ＋０１

４０ １３３Ｅ＋０１ １１９Ｅ＋０１ １０９Ｅ＋０１ １１７Ｅ＋０１ １３６Ｅ＋０１

　　从表８可以看出，对于Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数，ＱＰＳＯ和ＡＰＭＱＰＳＯ１
算法的寻优效果很不明显；而 ＡＰＭＱＰＳＯ２、ＡＰＭＱＰＳＯ３和

ＡＰＭＱＰＳＯ４算法则能较好地优化该函数，其中 ＡＰＭＱＰＳＯ３算
法的寻优效果最好。因此，对于优化 Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ函数，基于变异
概率非线性变化的ＱＰＳＯ算法更有效。

表９　Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数集成后的数据

Ｎ Ｔ Ｍ ＱＰＳＯ ＡＰＭＱＰＳＯ１ ＡＰＭＱＰＳＯ２ ＡＰＭＱＰＳＯ３ ＡＰＭＱＰＳＯ４

１０ １０００

５ ５８７Ｅ－０２ ８４４Ｅ－０２ ８３９Ｅ－０２ ８３９Ｅ－０２ ４５２Ｅ－０２

１０ ２２８Ｅ－０２ ４８５Ｅ－０２ ６６９Ｅ－０２ ６２５Ｅ－０２ ２６４Ｅ－０２

２０ ３１６Ｅ－０２ ４８２Ｅ－０２ ２４２Ｅ－０２ ４２３Ｅ－０２ ３６７Ｅ－０２

４０ ３２２Ｅ－０２ ６６９Ｅ－０４ １０９Ｅ－０２ １７１Ｅ－０２ ２４８Ｅ－０３

２０ １５００

５ ５９９Ｅ－０１ ５０６Ｅ－０１ ４５６Ｅ－０１ ６０８Ｅ－０１ １５７Ｅ－０１

１０ １２９Ｅ－０４ １１９Ｅ－０２ １６５Ｅ－０３ ７８５Ｅ－０５ １５７Ｅ－０６

２０ １２５Ｅ－０８ ０００Ｅ＋００ ４６３Ｅ－０８ ０００Ｅ＋００ １０５Ｅ－０７

４０ ０００Ｅ＋００ ０００Ｅ＋００ ６４８Ｅ－０５ ４２６Ｅ－０８ ０００Ｅ＋００

３０ ２０００

５ ２２９Ｅ＋００ ２３８Ｅ＋００ ４２９Ｅ＋００ ４６３Ｅ＋００ ２９７Ｅ＋００

１０ ５５９Ｅ－０３ ４４１Ｅ－０４ ４０６Ｅ－０３ １０１Ｅ－０２ ３８７Ｅ－０４

２０ ４６０Ｅ－０７ ３０５Ｅ－０８ ３５９Ｅ－０６ ４２８Ｅ－０６ ２８３Ｅ－０９

４０ ０００Ｅ＋００ ０００Ｅ＋００ ４２７Ｅ－０９ ２５９Ｅ－０８ ０００Ｅ＋００

　　从表９可以看出，对于 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数，ＱＰＳＯ和 ＡＰＭＱＰ
ＳＯ４算法是很有效的两种算法，特别是 ＡＰＭＱＰＳＯ４算法表现
出非常强的寻优能力。一个有趣的现象是：ＱＰＳＯ算法似乎在
粒子数较少时能较有效地优化 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数。此外，ＱＰＳＯ、
ＡＰＭＱＰＳＯ１和ＡＰＭＱＰＳＯ４这三种算法均多次准确地找到该函
数的最优值０。

表１０　Ａｃｋｌｅｙ函数集成后的数据

Ｎ Ｔ Ｍ ＱＰＳＯ ＡＰＭＱＰＳＯ１ ＡＰＭＱＰＳＯ２ ＡＰＭＱＰＳＯ３ ＡＰＭＱＰＳＯ４

１０ １０００

５ ９５８Ｅ－０３ ９４４Ｅ－０３ ３３３Ｅ－０２ １１０Ｅ－０１ １１７Ｅ－０２

１０ ８９３Ｅ－０６ ２０４Ｅ－０５ １０３Ｅ－０４ １１１Ｅ－０６ ２０３Ｅ－０５

２０ １４２Ｅ－０７ １７１Ｅ－０７ ２１４Ｅ－０７ １６３Ｅ－０７ ２３５Ｅ－０７

４０ １７９Ｅ－０７ １６０Ｅ－０７ １６５Ｅ－０７ ８８１Ｅ－０２ １６１Ｅ－０７

２０ １５００

５ ４０８Ｅ＋００ ４８６Ｅ＋００ ３９５Ｅ＋００ ３６５Ｅ＋００ ２７１Ｅ＋００

１０ ６３７Ｅ－０２ ３８６Ｅ－０３ ４６０Ｅ－０２ ４８１Ｅ－０２ ２２７Ｅ－０３

２０ ３４９Ｅ＋００ １０６Ｅ＋０１ １０３Ｅ＋０１ ６８６Ｅ－０４ １１１Ｅ－０３

４０ ９９１Ｅ＋００ １０４Ｅ＋０１ ８９４Ｅ＋００ ６５６Ｅ＋００ ８４３Ｅ＋００

３０ ２０００

５ ９５３Ｅ＋００ ７５７Ｅ＋００ ６４８Ｅ＋００ ５９４Ｅ＋００ ５６４Ｅ＋００

１０ ２４３Ｅ＋００ ５９８Ｅ＋００ １０２Ｅ＋０１ ２８６Ｅ－０１ ９６５Ｅ＋００

２０ ９７３Ｅ－０３ １０５Ｅ＋０１ ９８６Ｅ＋００ ７２８Ｅ＋００ ９１５Ｅ＋００

４０ ９９２Ｅ＋００ １０８Ｅ＋０１ １０７Ｅ＋０１ １０９Ｅ＋０１ ８９２Ｅ＋００

　　从表 ５和 １０可以看出，对于 Ａｃｋｌｅｙ函数的优化问题，
ＡＰＭＱＰＳＯ３和ＡＰＭＱＰＳＯ４算法是最有效的两种算法。

从以上分析得出：对于单峰函数（如 Ｓｐｈｅｒｅ函数和 Ｒｏｓｅｎ
ｂｒｏｃｋ函数），在大多数情况下，标准 ＱＰＳＯ算法和基于变异概
率线性变化的ＡＰＭＱＰＳＯ算法均能取得很好的优化效果；而对
于复杂的多峰函数，基于变异概率非线性变化的 ＡＰＭＱＰＳＯ算
法则具有更强的优化能力。

,

　结束语

为了改进量子粒子群优化算法，本文提出了自适应阶段变

异量子粒子群优化算法。考虑四种不同的变异概率更新策略，

形成了四种ＡＰＭＱＰＳＯ算法，采用五个典型的测试函数进行仿
真实验，并将实验结果与标准ＱＰＳＯ算法进行了比较。实验结
果表明：对于单峰函数，在大多数情况下，标准 ＱＰＳＯ算法和
基于变异概率线性变化的 ＱＰＳＯ算法均能取得很好的优化效
果；而对于复杂的多峰函数，基于变异概率非线性变化的ＱＰＳＯ
算法则具有更强的优化能力。

（下转第２０５１页）

·９３０２·第６期 向　毅，等：自适应阶段变异量子粒子群优化算法研究 　　　



合子群对粒子信息重组，在保证多样性的同时尽可能全面搜索

解空间，有效地提高了粒子群算法的计算性能。在以后的研究

工作中可从以下两个方面展开：

ａ）如何在初始时期分布生态子群的位置，使得种群能更
有效地获得差异信息。

ｂ）全信息差异进化粒子群算法有很好的稳定性和多样性
保持能力，考虑将其用于鲁棒优化问题。
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