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摘　要：讨论了一类只含三角函数的三角形几何不等式的自动证明问题。运用代数方法将其有理化，在不新增
加根式的条件下将问题转换为一个二元多项式不等式的证明，设计的基于胞腔分解和实根分离的算法实现了二

元多项式不等式的自动证明，输出的证明过程可以手工验证或借助一些数学软件进行理解。实验表明上述算法

对一大批具有相当难度，特别是关于三角函数的几何不等式十分高效，并且能够解决三角形内角的任意有理倍

数函数的不等式机器证明问题。
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　引言

三角形几何不等式是自动推理领域中一个十分困难的研

究课题，传统的方法是将每一个几何变量转换为等价的代数表

达式，但这些代数表达式一般都带有根式，对待根式一般是利

用一些消去手段（如 Ｇｒｏｂｎｅｒ基法［１］、Ｗｕ方法［２］、结式方

法［３］）寻找其边界多项式，然后再对边界多项式进行胞腔分

解，对每一胞腔选择样本点，最后将样本点回带入根式检验，这

类方法是完备的［１～５］。对于根式不等式的处理，徐嘉等人在杨

路教授工作的基础上，提出了“去根号 ＋逐次差分代换”的方
案，解决了形如 ｕ１／ｍ１ ＋ｕ１／ｍ２ ＋… ＋ｕ１／ｍｎ ≤ｔ

１／ｍ的不等式证明中的

去根号问题，将原不等式等价为若干个有理不等式组，再运用

杨路教授提出的逐次差分代换方法证明［６～８］。其中有一大类

三角形不等式等价的代数不等式具有槡ｕ＋槡ｖ＋槡ｗ≤槡ｔ的形式，
运用初等数学的方法将其有理化再与逐次差分代换方法结合

也可实现此类不等式的自动证明［９］。该类方法虽然不是完备

的，但能够证明大量具有相当难度的几何不等式。然而一般来

说，处理根式常常需要较大的复杂度，机器运行需要大量的时

间，并且有些几何变量直接转换为代数表达式还可能出现多重

根式，上述方案更难于处理。例如最近有学者提出三角形内角

的四分之一函数不等式的自动证明问题［１０～１３］，直接转换为代

数表达式就带有多重根号，目前的不等式证明软件暂时都还没

有涉及。同时目前的一些不等式证明软件对于一般的三角形

不等式还难以输出易于阅读的、有几何或代数意义的证明

过程。

本文把目标限制在一类只含三角函数的三角形不等式

（当然几乎所有的三角形不等式都可以转换为此类不等式），

探讨如何解决其机器证明及其可读证明的自动生成问题。首

先运用三角公式将目标不等式转换为三角形的两个内角的正

切函数的函数，且同一内角出现在不同正切函数内的系数相同

（归一化），再利用变量代换将其转换有理式，这样就将问题转

换为一个二元多项式不等式的证明，且在处理过程中不会产生

新的根式。关于二元多项式不等式的证明利用杨路教授的胞

腔分解“初等化”的思想［１４］，将问题转换为一组单变量多项式

的实数解的判定问题，产生的证明过程可以手工验证或借助一

些数学软件理解，是不等式一定程度上的“明证”。实验表明

算法对一大批具有相当难度，特别是关于只含三角函数的几何

不等式（如文献［１５］中第２章的不等式和文献［１６］中第４章
的１．２节中不等式）十分高效，同时能够解决三角形内角的任
意有理数倍数函数不等式机器证明问题，特别地，能够证明三
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角形内角的四分之一函数不等式。

"

　几何不等式的有理化

算法的基本思想是［１７，１８］：把目标不等式转换为三角形内

角的三角函数不等式，将其中一个内角用另外两个替换，再将

三角函数化为单个变元的正切函数，把一个自变量的不同系数

归一为同一系数，如在一个不等式中出现 ｔａｎ（ｘ）、ｔａｎ（ｘ／２）、
ｔａｎ（ｘ／４），则可以全部转换为 ｔａｎ（ｘ／４）；然后用变量代换将目
标不等式转换为有理式不等式。

"


"

　三角函数不等式的有理化

若不等式只包含三角函数，则将所有三角函数转换为三角

形的两个内角的正切函数，再将系数归一化。

定义１　两个分数ｓ、ｔ的最大公约数定义为其分子的最大
公约数除以其分母的最小公倍数，记为ｇｃｄ（ｓ，ｔ）。

引理１　设ｓ、ｔ为既约分数，且ｓ＞ｔ，则ｇｃｄ（ｓ，ｔ）＝ｇｃｄ（ｓ－ｔ，ｔ）。
定理１　设ｅｘｐｒ＝ｆ（ｔａｎ（ｍ１ｘ），ｔａｎ（ｍ２ｘ）），ｆ（ｘ）为有理分

式或多项式，ｍ１、ｍ２为非负的既约分数或整数，ｐ＝ｇｃｄ（ｍ１，
ｍ２），则ｅｘｐｒ可以转换为以ｚ＝ｔａｎ（ｐｘ）为变量的有理式。

算法１　ｎｏｒｍａｌ＿ｔａｎ
输入：ｆ（ｔａｎ（ｍ１ｘ），ｔａｎ（ｍ２ｘ））。
输出：ｇ（ｔａｎ（ｐｘ）），其中ｐ＝ｇｃｄ（ｍ１，ｍ２），且 ｆ（ｔａｎ（ｍ１ｘ），

ｔａｎ（ｍ２ｘ））＝ｇ（ｔａｎ（ｐｘ））。
ａ）若ｍ１＞ｍ２且ｍ１是ｍ２的偶数倍，将ｔａｎ（ｍ１ｘ）用倍角公

式分解为ｔａｎ（ｍ１ｘ／２）的函数；
ｂ）若ｍ１＞ｍ２且 ｍ１不是 ｍ２的偶数倍，将 ｔａｎ（ｍ１ｘ）分解

为（ｔａｎ（ｍ１ｘ－ｍ２ｘ）和ｔａｎ（ｍ２ｘ）的函数；
ｃ）若ｍ２＞ｍ１且ｍ２是ｍ１的偶数倍，将ｔａｎ（ｍ２ｘ）用倍角公

式分解为ｔａｎ（ｍ２ｘ／２）的函数；
ｄ）若ｍ２＞ｍ１且 ｍ２不是 ｍ１的偶数倍，将 ｔａｎ（ｍ２ｘ）分解

为（ｔａｎ（ｍ２ｘ－ｍ１ｘ）和ｔａｎ（ｍ１ｘ）的函数。
ｅ）若关于ｘ的系数已经一致则算法结束，否则递归调用算

法ｎｏｒｍａｌ＿ｔａｎ。
如文献［１５］中的２．１８不等式 ｃｏｓ（Ａ）＋ｊｃｏｓ（Ｂ）＋ｊｃｏｓ

（Ｃ）≤ｊ
２

２＋１（ｊ为任意实数）可转换为有理不等式

０≤ １２
ｊ２＋ｊ２ｖ２１＋ｊ２ｖ２２＋ｊ２ｖ２２ｖ２１＋４＋４ｖ２２ｖ２１－８ｖ２ｖ１－４ｊ＋４ｊｖ２２ｖ２１

（１＋ｖ２２）（１＋ｖ２１）

其中：ｖ１＝ｔａｎ（
Ｂ
２），ｖ２＝ｔａｎ（

Ｃ
２），等价于多项式不等式０≤ｊ

２＋

ｊ２ｖ２１＋ｊ
２ｖ２２＋ｊ

２ｖ２２ｖ
２
１＋４＋４ｖ

２
２ｖ
２
１－８ｖ２ｖ１－４ｊ＋４ｊｖ

２
２ｖ
２
１。

在不等式的有理化过程中不会产生难以处理的根式。

在证明过程中往往还需要使用

ｔａｎ（Ａ４）≤１，ｔａｎ（
Ｂ
４）≤１，

ｔａｎ（Ａ４）＋ｔａｎ（
Ｂ
４）

１－ｔａｎ（Ａ４）ｔａｎ（
Ｂ
４）
≤１

ｔａｎ（Ａ８）≤槡２－１，ｔａｎ（
Ｂ
８）≤槡２－１，

ｔａｎ（Ａ８）＋ｔａｎ（
Ｂ
８）

１－ｔａｎ（Ａ８）ｔａｎ（
Ｂ
８）
≤槡２－１

等显然成立的不等式条件。
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　其他几何变量的处理

若不等式还有三角函数之外的几何变量，则可通过如下

“翻译表”（可扩充）转换：

内切圆半径　ｒ＝ ｓ

ｃｏｔ（Ａ２）＋ｃｏｔ（
Ｂ
２）＋ｃｏｔ（

Ｃ
２）

外接圆半径　Ｒ＝ ｓ
ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ）

半周长　ｓ＝ａ２＋
ｂ
２＋

ｃ
２

三角形面积　Ｓ＝１２ａｂｓｉｎ（Ｃ）

旁切圆半径（ｒａ，ｒｂ，ｒｃ）　ｒａ＝
ｃｓｉｎ（Ａ２）

ｃｏｓ（Ａ２＋
Ｂ
２）

高（ｈａ，ｈｂ，ｈｃ）　ｈａ＝ｓｉｎ（Ｂ）ｓｉｎ（Ｃ）ｓｉｎ（Ａ）

内角平分线（ｗａ，ｗｂ，ｗｃ）　ｗａ＝ ｓｉｎ（Ｃ）ｓｉｎ（Ｂ）

ｓｉｎ（Ａ）ｓｉｎ（Ｂ＋Ａ２）

三边长（不失一般性令ａ＝１）　ｂ＝ｓｉｎ（Ｂ）ｓｉｎ（Ａ），ｃ＝
ｓｉｎ（Ｃ）
ｓｉｎ（Ａ）

#

　二元多项式不等式的证明

#


"

　带根号系数多项式的实根分离

本章下一节的算法中需要判断一个多项式是否有零点，并

在每两个零点之间求一个非零点，Ｍａｐｌｅ提供的 ｆｓｌｏｖｅ能够得
到数值解，但误差可能导致结果不正确。另一个函数 ｒｅａｌｒｏｏｔ
可以获得多项式的所有实根所在区间，并且端点都是有理数，

但ｒｅａｌｒｏｏｔ只能求解有理数系数的多项式。
在证明几何不等式过程中经常会遇到带根号的系数多项

式，为解决这一问题本文设计了一个基于ＤＩＳＣＯＶＥＲ［５］的多项
式实根分离算法，可求解带根号系数的多项式。

首先引入一个概念，如下系统称做半代数系统，若它具有

形式：

ｐ１（Ｕ，Ｘ）＝０，…，ｐｒ（Ｕ，Ｘ）＝０；
ｑ１（Ｕ，Ｘ）≥０，…，ｑｋ（Ｕ，Ｘ）≥０；
ｇ１（Ｕ，Ｘ）＞０，…，ｇｋ（Ｕ，Ｘ）＞０；
ｈ１（Ｕ，Ｘ）≠０，…，ｈｍ（Ｕ，Ｘ）≠０；

其中：ｐｉ、ｑｉ、ｇｉ、ｈｉ均为多项式，Ｕ＝（ｕ１，…，ｕｄ）是参数且取值于
实数，Ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）是未知数。

ＤＩＳＣＯＶＥＲ通过如下形式来调用 ｒｅａｌｚｅｒｏｓ可以求得一个
半代数系统的所有实解隔离区间：ｒｅａｌｚｅｒｏｓ（［ｐ１，…，ｐｒ］，［ｑ１，
…，ｑｋ］，［ｇ１，…，ｇｋ］，［ｈ１，…，ｈｍ］，［ｘ１，…，ｘｎ］，ｗ）；其中 ｗ是
区间宽度。

例如在证明不等式ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ）＜ 槡３３
２的过

程中需要求下面多项式的零点：

ｆ：＝ｙ２（－９１２ｙ３槡 槡３－２５９２３ｙ５＋３４８３ｙ４ 槡－１２９６３ｙ７＋２９７ｙ２＋

３９１５ｙ６＋７２９ｙ８） １＋２ｙ２＋ｙ４－８９ｙ
３
槡( )３

本文采用如下办法：令

ｆ１：＝ｙ２（－９１２ｖｙ３－２５９２ｖｙ５＋３４８３ｙ４－１２９６ｖｙ７＋２９７ｙ２＋

３８１５ｙ６＋７２９ｙ８） １＋２ｙ２＋ｙ４－８９ｖｙ－
８
９ｖｙ( )３ ，ｆ２：＝ｖ２－３

调用ＤＩＳＣＯＶＥＲ的函数 ｒｅａｌｚｅｒｏｓ（［ｆ１，ｆ２］，［ｙ］，［ｖ］，［］，［ｙ，

ｖ］）得到［［［０，０］，［３２，
７
４］］，［［

５９１
１０２４，

３７
６４］］，［

１３
８，
７
４］］］（ｙ

非负，ｖ＞０），即 ｆ有两个非负零点，一个是 ０，一个在区间

［
５９１
１０２７，

３７
６４］内。
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本文实现了上述算法ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ，调用ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ（ｆ，ｙ）可
输出关于ｙ的单变量多项式ｆ的所有非负零点所在区间（其中
重根只计算一次）。

#


#

　基于胞腔分解的可读证明方案

本节的算法是根据文献［５］中的一个引理和杨路教授的
关于胞腔分解初等化的思想［１４］设计而成。

引理２［５］　设ｆ（ａ，ｘ）＝ａｍｘ
ｍ＋ａｍ－１ｘ

ｍ－１＋… ＋ａ０是一个
实参数一元多项式，其中 ａ表示 ａｍ，ａｍ－１，…，ａ０是实参数，计

Ｒ（ａ）＝ｒｅｓｕｌａｎｔ（ｆ，ｄｉｆｆ（ｆ，ｘ），ｘ），ｃ１、ｃ２是参数空间 Ｒ
ｍ＋１中 Ｒ

（ａ）≠０的同一连通分支中的两个点，那么ｆ（ｃ１，ｘ）与ｆ（ｃ２，ｘ）
有相同数目的实数解（其中 ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（Ｇ，Ｈ，ｘ）为多项式 Ｆ和 Ｇ
关于ｘ的结式）。

算法２　不等式自动证明ｐｒｏｖｅ＿ｐｏｌｙ
输入：常系数二元多项式ｆ（ｘ，ｙ），其中ｘ≥０，ｙ≥０。
输出：ｆ（ｘ，ｙ）≥０的证明过程或不等式不成立的反例。
ａ）去掉ｆ（ｘ，ｙ）的平方因子等明显非负因子；
ｂ）若ｆ显然成立或不成立，则输出结果算法结束；
ｃ）计算ｒｅｓ＝ｒｅｓｕｌａｎｔ（ｆ，ｄｉｆｆ（ｆ，ｘ），ｘ）ｓｕｂｓ（ｘ＝０，ｆ）；
ｄ）计算ｒｏｏｔｓ＝ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ（ｒｅｓ＝０，ｙ）＝＝［［ｒ１１，ｒ１２］，［ｒ２１，

ｒ２２］，…，［ｒｎ１，ｒｎ２］］；
ｅ）计算隔离集 ｓｅｐ＝｛ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ＋１｝，其中 ｓ１＝ｒ１１／２（若

ｓ１＝０则去掉），…，ｒｉ２＜ｓｉ＜ｒ（ｉ＋１）１，…，ｒｎ２＜ｓｎ＋１；
ｆ）ｆｏｒｉｆｒｏｍ１ｔｏｎｏｐｓ（ｓｅｐ）ｄｏ
ｇ＝ｓｕｂｓ（ｙ＝ｓｉ，ｆ（ｘ，ｙ））；
若ｇ＝０有正实数解ｘ１，则在ｘ１的某邻域内必存在有理数

ｘ０使得ｆ（ｘ０，ｓｉ）＜０，即得到原不等式的一个反例，算法结束；
若ｇ＝０无正实数解，则在区间［ｒｉ，ｒｉ＋１］内的任意实数 ｙ，

关于ｘ的单变量方程 ｆ（ｘ，ｙ）＝０均无非负实数解（其中 ｒｉ是
ｒｅｓ的第ｉ个根，且在区间［ｒｉ１，ｒｉ２］内）；

ｅｎｄｄｏ；
ｇ）即对任意非负ｘ，当ｙ不等于｛ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ｝这有限个值

时，ｆ（ｘ，ｙ）＞０，可以断定ｆ（ｘ，ｙ）≥０。
ｈ）输出上面的过程。
在上述算法中，因变量ｘ、ｙ非负，本应该作代换ｇ（ｕ，ｖ）＝ｆ

（ｕ２，ｖ２），但因为ｄｉｓｃｒｉｍ（ｇ（ｕ），ｕ）＝ｒｅｓｕｌｔａｎｔ（ｇ，ｄｉｆｆ（ｇ，ｕ），ｕ）＝
（ｄｉｓｃｒｉｍ（ｆ（ｘ），ｘ））２ｆ（０，ｙ），且若ｙ０＝ｖ０

２，关于ｕ的单变量多
项式ｇ（ｕ，ｖ０）无实数解等价于关于ｘ的单变量多项式 ｆ（ｘ，ｙ０）
无非负实数解，所以算法２是正确的。

下面以三角形的１／４角函数不等式为例来描述算法的运
行过程：

１
８槡２

４＋（槡３３－３）（ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ））

ｃｏｔ（Ａ２）＋ｃｏｔ（
Ｂ
２）＋ｃｏｔ（

Ｃ
２( )）

≤

ｃｏｓ（Ａ４）ｃｏｓ（
Ｂ
４）ｃｏｓ（

Ｃ
４）

ａ）不等式的有理化，算法１将原不等式的证明转换为一个
二元多项式的非负性证明。

ｆ： 槡＝３２－６７２３ｙ３ｘ３ 槡－３８４３ｙ４ｘ３ 槡－１９２３ｙｘ 槡－４８０３ｙ４ｘ 槡－１２３ｙ６ｘ３－

槡２７６３ｙ５ｘ２ 槡－５７６３ｙ２ｘ 槡－１９２３ｙｘ３ 槡－３６３ｙ６ｘ２ 槡－１６８３ｙ５ｘ－

槡１１５２３ｙ２ｘ２ 槡－１３９２３ｙ３ｘ２ 槡－３８４３ｙｘ２ 槡－７２０３ｙ３ｘ 槡－８６４３ｙ４ｘ２－

槡５７６３ｙ２ｘ３ 槡－１０８３ｙ５ｘ３ 槡－２４３ｙ６ｘ＋１２８ｘ＋９６ｙ＋５９２ｙｘ＋１９２ｘ２＋

１４４ｙ２＋ｙ６ｘ４＋ｙ７ｘ３＋７８４ｙ４ｘ＋１２８ｙ２ｘ４＋２１６８ｙ３ｘ２＋９６ｙ３ｘ４＋６２２ｙ４ｘ３＋

４２ｙ４ｘ４＋１１７６ｙ２ｘ＋４６ｙ６ｘ＋２５ｙ６ｘ３＋１８２ｙ５ｘ３＋１０ｙ５ｘ４＋２ｙ７ｘ２＋４１６ｙ５ｘ２＋

６２ｙ６ｘ２＋２ｙ７ｘ＋２７６ｙ５ｘ＋５９２ｙｘ３＋９６ｙｘ４＋１２５６ｙ３ｘ＋１２８４ｙ４ｘ２＋２４ｙ５＋

４ｙ６＋７２ｙ４＋１２８ｘ３＋１１４４ｙ２ｘ３＋９９２ｙｘ２＋１１４０ｙ３ｘ３＋１２８ｙ３＋３２ｘ４＋２０４８ｙ２ｘ２

ｂ）ｒｅｓ＝ｒｅｓｕｌａｎｔ（ｆ，ｄｉｆｆ（ｆ，ｘ），ｘ）ｓｕｂｓ（ｘ＝０，ｆ）。
ｃ）调用ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ（ｒｅｓ，ｙ）得到关于ｙ的单变量多项式ｒｅｓ

实根隔离区间［［０，０］，［５２，
１１
４］］。

ｄ）计算隔离集为｛５４，
１５
４｝，并分别代替原多项式 ｆ（ｘ，ｙ）

的ｙ后得到两个单变量多项式：

ｆ１：＝１４６０２７６８＋１１０８１６６８ｘ４＋（ 槡－６１６９１７６０３＋１１５６０８３３７）ｘ３＋

（ 槡－１３２５０９５２０３＋２２１４５７９３８）ｘ２＋（ 槡１３２７１０１６２－７０８１７７６０３）ｘ

ｆ２：＝８５７３２２１２８＋４２２０００２２８ｘ４＋（ 槡－３８２８２２４８８０３＋６８２３５０９１０７）ｘ３＋

（ 槡１４７９０２５９１５８－９２８４７１１７６０３）ｘ２＋（ 槡－５４５６４８６８８０３＋９７２５７５７７８２）ｘ

ｅ）调用ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ证明上述两个多项式均无非负实根，原
不等式得证。

本文用Ｍａｐｌｅ实现了上述算法 ｔｒｉａｎｇｌｅ＿ｐｒｏｖｅ，如为证明第
３章的例（２８），只需在Ｍａｐｌｅ中输入：

ｐｒｉｎｔ＿ｐｒｏｖｅ（ｔｒｉａｎｇｌｅ＿ｐｒｏｖｅ（ｃｏｓ（１／４Ｐｉ＋１／４Ａ）ｃｏｓ（１／４Ｐｉ

＋１／４Ｂ）ｃｏｓ（１／４Ｐｉ＋１／４Ｃ）＜１／９３^（１／２）ｓｉｎ（１／４Ｐｉ

＋１／４Ａ）ｓｉｎ（１／４Ｐｉ＋１／４Ｂ）ｓｉｎ（１／４Ｐｉ＋１／４Ｃ）））；

得到如下证明过程。

原多项式等价于有理不等式：

０≤（ 槡４０３ｙ２ｘ 槡＋３ｙ４ｘ２ 槡＋４０３ｙｘ 槡＋２０３ｙｘ２ 槡＋１８３ｙ２ｘ２ 槡＋１８３ｙ３ｘ＋

槡７３ｙ３ｘ２ 槡＋３３ｙ４ｘ－１８ｙ３－３６ｘ２ｙ２－７２ｘｙ２－３６ｘ２ｙ－７２ｘｙ－３６ｘｙ３－

９ｘ２ｙ３ 槡＋８３－３６ｙ２ 槡＋２３ｙ４ 槡＋２０３ｙ２ 槡＋２０３ｙ 槡＋１６３ｘ－９ｘｙ４＋

槡８３ｘ２ 槡＋１０３ｙ２－３６ｙ）／（１８（２＋２ｙ＋ｙ２）（４＋８ｘ＋４ｘ２＋４ｙ＋８ｘｙ＋

４ｘ２ｙ＋２ｙ２＋２ｘｙ２＋ｘ２ｙ２））

其分母显然大于０，下证分子非负：
计算多项式和其对ｘ的偏导数关于ｘ的结式为

（２＋ｙ）２（－８５７６ｙ５ 槡＋４１１６３ｙ７ 槡＋６０４８３ｙ６ 槡＋１８３ｙ１０－２６３６ｙ８－

２８ｙ１０－４７４ｙ９－５７６ｙ３－３７１２ｙ４－７０６０ｙ７－１０３４４ｙ６－１２８ｙ２＋

槡２１１２３ｙ４ 槡＋５７６３ｙ３ 槡＋４８００３ｙ５ 槡＋２７０３ｙ９ 槡＋１５００３ｙ８）

（８＋１０ｙ３＋２ｙ４＋２０ｙ２ 槡－１２３ｙ２ 槡－１２３ｙ 槡－６３ｙ３＋２０ｙ）

有三个非负零点，分别在区间［［０，０］，［５１６，
３
８］，［２，４］］。

计算出隔离集为｛５，５３２，
１９
１６｝，分别替换原多项式中的变量

ｙ得到三个单变量多项式，再将所有系数都变成整数。

４０５１６１１ｘ２ 槡 槡－７６５７６０３－１５３２１４５３ｘ 槡－７６１７６０３ｘ２＋

４０７２８８６＋８１４２８９７ｘ

Ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ可表明此多项式无非负零点；

１７６２３９０＋１５４７５９５ｘ２ 槡 槡－９００４４８３－１９３１２１７３ｘ－

槡７９０７０４３ｘ２＋３４０８１７７ｘ

Ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ可表明此多项式无非负零点；

３１０８＋２０５８ｘ２ 槡 槡－１１１０３－４０９５３ｘ 槡－７３５３ｘ２＋５３４１ｘ

Ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ可表明此多项式无非负零点。
所以多项式是非负的，原三角形不等式成立。算法运行不

需要任何人工干预，输出的证明过程可以进行“手工验算”，复

杂的情形可借助Ｍａｐｌｅ的处理多项式的函数、结式运算 ｒｅｓｕｌｔ
ａｎｔ以及本文的实根分离函数ｍｙｒｅａｌｒｏｏｔｓ等数学工具进行理解
和验算，是不等式一定程度上的“明证”。
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　应用实例

下面的例子是部分通过验证的不等式，其中 Ａ、Ｂ、Ｃ表示
一个三角形的内角，Ｒ表示外接圆半径，ｒ表示内切圆半径。

（１）ｃｏｓ（Ａ２）ｃｏｓ（
Ｂ
２）ｃｏｓ（

Ｃ
２）＜

槡３３
８

（２）ｓｉｎ（Ａ２）＋ｓｉｎ（
Ｂ
２）＋ｓｉｎ（

Ｃ
２）＜

３
２

（３）ｓｉｎ（Ｂ２）ｓｉｎ（
Ｃ
２）＋ｓｉｎ（

Ｃ
２）ｓｉｎ（

Ａ
２）＋ｓｉｎ（

Ａ
２）ｓｉｎ（

Ｂ
２）＜

３
４

（４）ｓｉｎ（Ａ）２＋ｓｉｎ（Ｂ）２＋ｓｉｎ（Ｃ）２＜９４

（５）ｃｏｓ（Ａ２）
２＋ｃｏｓ（Ｂ２）

２＋ｃｏｓ（Ｃ２）
２＜９４

（６） ３
４ ＜

ｃｏｓ（Ａ２）ｃｏｓ（
Ｂ
２）

ｓｉｎ（Ｃ２）
＋
ｃｏｓ（Ｂ２）ｃｏｓ（

Ｃ
２）

ｓｉｎ（Ａ２）
＋

ｃｏｓ（Ｃ２）ｃｏｓ（
Ａ
２）

ｓｉｎ（Ｂ２）

（７）ｃｏｓ（Ａ）２＋ｃｏｓ（Ｂ）２＋ｃｏｓ（Ｃ）２＜３

（８）ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ）＜ 槡３３２

（９）ｓｉｎ（Ａ２）
２＋ｓｉｎ（Ｂ２）

２＋ｓｉｎ（Ｃ２）
２＜１

（１０）ｃｏｓ（Ａ２）＋ｃｏｓ（
Ｂ
２）＋ｃｏｓ（

Ｃ
２）＜

槡３３
２

（１１）ｃｏｓ（Ａ） 槡＋２ｃｏｓ（Ｂ） 槡＋２ｃｏｓ（Ｃ）＜２

（１２）ｃｏｓ（Ａ）＋３ｃｏｓ（Ｂ）＋３ｃｏｓ（Ｃ）＜１１２

（１３）槡９３２ ＜（ｓｉｎ（
Ａ
２）＋ｓｉｎ（

Ｂ
２）＋ｓｉｎ（

Ｃ
２））（ｃｏｓ（

Ａ
２）＋

ｃｏｔ（Ｂ２）＋ｃｏｔ（
Ｃ
２））

（１４） ｔａｎ（Ａ２）
２＋ｔａｎ（Ｂ２）

２＋ｔａｎ（Ｃ２）( )２ ｃｏｓ（Ａ）ｃｏｓ（Ｂ）ｃｏｓ（Ｃ）＜
１
８

（１５）ｃｏｓ（Ａ２）
３＋ｃｏｓ（Ｂ２）

３＋ｃｏｓ（Ｃ２）
３＜２

（１６）ｃｏｓ（Ｂ）ｃｏｓ（Ｃ）＋ｃｏｓ（Ｃ）ｃｏｓ（Ａ）＋ｃｏｓ（Ａ）ｃｏｓ（Ｂ）＜３４

（１７）ｃｏｓ（Ｂ２－
Ｃ
２）＋ｃｏｓ（－

Ｃ
２＋

Ａ
２）＋ｃｏｓ（－

Ａ
２＋

Ｂ
２）＜

１
３槡３（ｃｏｓ（

Ａ
２）＋ｃｏｓ（

Ｂ
２）＋ｃｏｓ（

Ｃ
２）＋ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ））

（１８）
ｓｉｎ（Ａ４）＋ｓｉｎ（

Ｂ
４）＋ｓｉｎ（

Ｃ
４）

ｃｏｓ（Ａ４）＋ｃｏｓ（
Ｂ
４）＋ｃｏｓ（

Ｃ
４）

槡 槡槡 槡槡 槡＜２＋ ２－２－ ２－２２

（１９）槡２（ｃｏｓ（
Ａ
４）＋ｓｉｎ（

Ａ
４））＜ｃｏｓ（

Ｂ
４）＋ｃｏｓ（

Ｃ
４）＋ｓｉｎ（

Ｂ
４）＋

ｓｉｎ（Ｃ４）

（２０）槡２２７ －
１
７＜

ｓｉｎ（Ａ４）＋ｓｉｎ（
Ｂ
４）＋ｓｉｎ（

Ｃ
４）

ｃｏｓ（Ａ４）＋ｃｏｓ（
Ｂ
４）＋ｃｏｓ（

Ｃ
４）

（２１）１８槡２
４＋（槡３３－３）（ｓｉｎ（Ａ）＋ｓｉｎ（Ｂ）＋ｓｉｎ（Ｃ））

ｃｏｔ（Ａ２）＋ｃｏｔ（
Ｂ
２）＋ｃｏｔ（

Ｃ
２( )）

＜

ｃｏｓ（Ａ４）ｃｏｓ（
Ｂ
４）ｃｏｓ（

Ｃ
４）

（２２）槡２（４Ｒ 槡＋３３ｒ－３ｒ）
８Ｒ ＜ｃｏｓ（Ａ４）ｃｏｓ（

Ｂ
４）ｃｏｓ（

Ｃ
４）

（２３）ｃｏｓ（Ａ４）ｃｏｓ（
Ｂ
４）ｃｏｓ（

Ｃ
４）＜

１
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这些例子主要来自文献［１０～１３，１５，１６］。表１列出了本文算
法和软件ＢＯＴＴＥＭＡ在同一计算机上对３０个例子的测试时间（时
间１是本文算法的测试时间，时间２是ＢＯＴＴＥＭＡ测试时间，“”
表示算法不能判定不等式的真伪，测试时间的单位为ｓ）。

表１　３０个例子的测试时间

例子

隔离

元素

个数

测试

时间１

测试

时间２
例子

隔离

元素

个数

测试

时间１

测试

时间２

（１） ２ ０．０４７ ０．０３１ （２） ２ ０．０３１ ０
（３） ２ ０．０７８ ０．０１６ （４） ２ ０．０１６ ０．０１７
（５） ２ ０ ０．０１５ （６） ０ ０．１２５ ０
（７） ０ ０ ０．０４７ （８） ２ ０．０７８ ０．０７９
（９） ０ ０ ０ （１０） ２ ０．０１２５ ０．０１６
（１１） ２ ０．０４７ ０．０６２ （１２） １ ０．０４６ ０．０４７
（１３） ５ ２．６７２ １．９０６ （１４） ６ ０．７８１ ０．０６２
（１５） ３ ０．３７６ ０．０３１ （１６） ３ ０．０４７ ０．０４７
（１７） ４ ０．６８８ ５．１２５ （１８） ０ ０．４３８ 
（１９） ０ ０．０１５  （２０） ０ ０．１２５ 
（２１） ２ １３．８７５  （２２） ２ １３．２１９ 
（２３） ０ １８．７０３  （２４） ２ ０．０６３ 
（２５） ０ ０  （２６） ２ ０．０６３ 
（２７） ２ ０．３５９  （２８） ３ ０．２０３ 
（２９） ０ ２４．６２５  （３０） ０ ０．２８２ 

　　算法没有区分严格不等式与非严格不等式，隔离集元素个
数等于０表示二元多项式去掉平方因子展开后所有系数均大
于０，即不等式显然成立。
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　结束语

本文的目的是解决只含三角函数的一类三角形几何不等

式的机器证明及其可读证明的自动生成问题。算法首先以三

角公式为基础，将几何不等式转换为等价的二元多项式不等

式，转换过程不产生新的根式，不需要处理更多的根号问题。

证明多项式不等式的方案是基于初等化的胞腔分解的代数方

法，能够输出可以理解的证明过程，该方法理论上是完备的，但

与常规的手工证明有较大的差别，出现的高次多项式处理结果

难以手工演算，其输出结果的可读性降低，往往只有借助数学
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软件才能验证和理解。虽然如此，算法对一大批具有相当难度

特别是只含三角函数的几何不等式十分高效，同时能够解决最

近一些学者提出的三角形内角的四分之一函数不等式机器证

明问题，事实上算法可以解决三角形任何有理数倍数内角的函

数不等式自动证明问题。

实验表明，若不等式只含三角函数，本文算法的效率与

ＢＯＴＴＥＭＡ相近，但若还包含其他几何变量，虽然也可转换为
三角函数，算法也可证明，但有的不等式通过算法１得到的多
项式次数较高，算法２效率不太令人满意，因此本文的方法还
不能与ＢＯＴＴＥＭＡ相提并论。
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　结束语

本文针对决策者在面对多目标决策问题时，对各个目标进

行不确定性语言评判，结合专家的综合意见以及决策者自身对

专家意见的偏好，将决策者对目标属性的离散意见转换为对各

目标的综合意见，通过定义一种不确定性综合排序指标来确定

决策者对各目标的偏好权重，依据目标权重构建判断多目标

Ｐａｒｅｔｏ解的综合适应度函数，进而采用多目标粒子群算法对该
问题进行求解，从而得到使决策者满意度高的解，为解决实际

多目标问题提供了一种可行方案。

该算法的问题在于：如果 Ｐａｒｅｔｏ解集是非凸或不连续集
合，那么就会很难得到 Ｐａｒｅｔｏ解集中的最优解。因此，算法只
局限于解决Ｐａｒｅｔｏ解集为凸、连续集的多目标决策问题。对于
如何解决Ｐａｒｅｔｏ解集为非凸或不连续集合的多目标决策问题，
将是本文今后进一步研究的方向。
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