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等球 Ｐａｃｋｉｎｇ问题的序列对称换位算法
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（华中科技大学 计算机科学与技术学院，武汉 ４３００７４）

摘　要：为处理等球Ｐａｃｋｉｎｇ问题，在基本拟物算法的基础上设计了序列对称换位策略，形成了一个启发式的序
列对称换位算法。在球形容器内装填１～５０个等球时，此算法改进了其中４５项当前记录。特别地，此算法成功
将６８个半径为１的等球装进半径小于５的球形容器。此结果证否了一个猜想，该猜想认为半径为５的球形容
器至多只能装下６７个半径为１的等球。其结果的质量说明了序列对称换位算法的有效性。
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　　如何在特定形状的容器中无嵌入地紧密装填多个半径一
样的小球，这一问题既是开普勒猜想［１］在有限空间内的延伸，

又是等圆 Ｐａｃｋｉｎｇ问题在三维空间的拓展，而且，任何紧凑的
等球装填方案都有助于安排伽马刀的治疗计划［２］。伽马刀是

对颅腔肿瘤进行放射性治疗的先进医疗设备，由多个放射源组

成。特定数量的放射源会将其发出的放射线对准空间中的一

点，以这一点为球心形成一个称为 ｓｈｏｔ的高放射剂量区域，此
区域可近似看做完美的球体，伽马刀的治疗计划就是将多个

ｓｈｏｔ装填进容器（目标肿瘤）。一个好的治疗计划有三个特点：
ａ）任两个ｓｈｏｔ间不能重叠，以免重叠区域形成过高放射剂量；
ｂ）任何ｓｈｏｔ不能超出容器范围，以免影响容器外健康的组织；
ｃ）在满足前两条的基础上，多个 ｓｈｏｔ在容器中装填得越紧密
越好。此三点与等球Ｐａｃｋｉｎｇ问题的约束条件和目标相吻合。

等球Ｐａｃｋｉｎｇ问题是 ＮＰ难度问题，目前不存在现实可行
的确定性算法来求解。文献［３］详尽回顾了近年来对圆形和
球形Ｐａｃｋｉｎｇ问题的研究方法和进展。本文在拟物算法基础
之上，设计了一个序列对称换位策略，得到一个高效的启发式

算法来求解此问题。本文选取球型容器中的等球 Ｐａｃｋｉｎｇ问
题进行了编程实算，更新了大量现有记录。

"

　问题的形式化描述和基本拟物算法

在球形容器内的等球Ｐａｃｋｉｎｇ问题可以描述如下：
记球形容器（记为０号物体）半径为 ｒ０，将坐标系原点固

定在容器中心；记等球半径为ｒ，将ｎ个等球的球心坐标记为一
个布局Ｘ＝｛Ｘ１，…，Ｘｎ｝＝｛ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ｝。

用｜Ｘｉ｜表示第 ｉ球球心到容器中心的距离 ｘ２ｉ＋ｙ
２
ｉ＋ｚ

２
槡 ｉ，

用｜Ｘｉ－Ｘｊ｜表示第 ｉ球球心与第 ｊ球球心之间的距离

ｘｉ－ｘ( )ｊ
２＋ ｙｉ－ｙ( )ｊ

２＋ ｚｉ－ｚ( )ｊ槡
２。球形容器内等球 Ｐａｃｋｉｎｇ

问题的目标是在半径ｒ０尽可能小的容器中寻找满足如下约束
条件的可行布局：

Ｘｉ≤ｒ０－ｒ　ｉ＝１，…，ｎ （１）

Ｘｉ－Ｘｊ≥２ｒ　ｉ，ｊ＝１，…，ｎ，ｊ≠ｉ （２）

把等球想象为轻质弹性物体，容器想象为刚性物体，即可

得到处理等球装填问题的拟物模型。此模型最早在文献［４］
中提出，在文献［５］中加以应用，此处则将其应用于三维问题。

在此模型中，第ｉ球被刚性容器壁挤压造成的形变幅度为
｜Ｘｉ｜＋ｒ－ｒ０，记为ｄｉ０（第 ｉ球与容器无挤压时 ｄｉ０则为０）；第 ｉ
球因ｄｉ０所受到对应的弹性力记为 ｄｉ０，其大小为 ｄｉ０，其方向从
第ｉ球球心指向容器中心。

第ｉ球被第ｊ球挤压造成的形变幅度为１／２×（２ｒ－｜Ｘｉ－
Ｘｊ｜），记为ｄｉｊ（第ｉ球与第ｊ球无挤压时ｄｉｊ则为０）；第ｉ球因ｄｉｊ
所受到对应的弹性力记为ｄｉｊ，其大小为 ｄｉｊ，其方向从第 ｊ球球
心指向第ｉ球球心。

第ｉ个等球因形变而储存的弹性势能为
ｕｉ＝Σｄ２ｉｊ　ｊ＝０，…，ｎ，ｊ≠ｉ （３）

第ｉ个等球受到的弹性合力为
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ｄｉ＝∑ｎｊ＝０，ｊ≠ｉｄｉｊ （４）

基本拟物算法让每个等球按照其所受弹性合力做阻尼运

动，从而局部最小化每个等球的弹性势能，这等价于局部最小

化每个等球的全部形变。

假如能把全部等球的弹性势能之和局部最小化到零，则意

味着全体等球在容器中都没有形变，全体等球当前的球心位置

构成一个可行布局。

上述基本拟物算法（ｂａｓｉｃｑｕａｓｉｐｈｙｓｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＢＱＰ）的
伪码描述如下：

ＢＱＰ算法
／给定初始布局Ｘ，容器半径ｒ０和等球半径ｒ／
ｗｈｉｌｅ（ｔｒｕｅ）
｛

　　ｉｆ（∑ｎｉ＝１ｕｉ＝０）
　　　ｂｒｅａｋ；／ 达到一个可行布局／
　　ｉｆ（ｆｏｒｍｅｒＵ－∑ｎｉ＝１ｕｉ＜ｆｏｒｍｅｒＵ×１０－８）
　　　　ｂｒｅａｋ；／全体等球的总势能几乎停止下降，达到一个局

部最优布局／
　　／根据每个等球的受力移动等球／
　　ｆｏｒｉ＝１ｔｏｎ
　　　Ｘｉ←Ｘｉ!Ｔ×ｄ

→
ｉ；／阻尼系数Ｔ取０．８／

　　ｆｏｒｍｅｒＵ←∑ｎｉ＝１ｕｉ；／暂存全体等球的总势能值／
｝／停机时布局Ｘ是ＢＱＰ局部优化初始布局得到的结果／

上述ＢＱＰ算法是一个确定型算法，一旦初始布局、容器半
径和等球半径给定，ＢＱＰ算法的输出布局就确定了。因此ＢＱＰ
算法既可以用于判定任一初始布局在给定容器内是否可以发

展为可行布局，又可与对分搜索结合，找出任一初始布局的最

小可行容器尺寸，使得该初始布局只能在大于等于此尺寸的容

器中发展为可行布局。

#

　序列对称换位策略和复合算法

ＢＱＰ算法需要有利的初始布局才能产生紧凑的可行布
局。目前不存在直接生成有利初始布局［３］的确定型算法，通

过随机方法生成有利布局的几率又微乎其微。

为解决此困难，本文设计了一个启发式策略，即序列对称

换位策略。此策略从一个局部最优布局出发，生成Ｏ（ｎ２）个互
不相同的新布局，然后用ＢＱＰ算法局部优化这些新布局。

序列对称换位策略的基本动作是将指定等球（不妨记为

第ｉ球）的球心坐标由（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）移动到（－ｘｉ，－ｙｉ，－ｚｉ）。如
将一个局部最优布局中的一部分等球执行对称换位动作而保

持其余等球位置不变，会极大地打破原布局，得到一个新布局。

在此引入下列符号以描述序列对称换位策略。

Ｘｌｏｃａｌ表示一个局部最优布局，是 ｎ个等球球心坐标的集
合。ｍｉｎＵ（ｉ，Ａ）表示集合 Ａ中势能最小的 ｉ个等球；ｍａｘＵ（ｉ，
Ａ）表示集合Ａ中势能最大的 ｉ个等球，Ａ为 Ｘｌｏｃａｌ的一个子集。
ｒｅｖｅｒｓｅ（Ａ，Ｘｌｏｃａｌ）表示在Ｘｌｏｃａｌ中将子集 Ａ中的等球做对称换位
动作同时保持其余等球不动而得到的新布局。

序列对称换位策略按照下式产生ｎ（ｎ－１）／２个新布局：
ｒｅｖｅｒｓｅ（ｍａｘＵ（ｉ，ｍｉｎＵ（ｊ，Ｘｌｏｃａｌ）），Ｘｌｏｃａｌ），１≤ｊ≤ｎ，１≤ｉ＜ｊ （５）

由式（５），每一新布局都是把起点布局Ｘｌｏｃａｌ的某一真子集
对称换位而得到，故每一新布局都与起点布局 Ｘｌｏｃａｌ不同；每一
新布局都是把Ｘｌｏｃａｌ的不同真子集对称换位而得到，故新布局
彼此也不相同。

序列对称换位策略从起点布局Ｘｌｏｃａｌ每次按式（５）产生ｎ（ｎ－

１）／２个新布局并用ＢＱＰ算法优化它们，本文将这一过程称为
一轮扫描。将一轮扫描中得到的势能最低的布局称为该轮扫

描的结果布局。大量实验表明，从势能较低的起点布局出发的

扫描比从势能较高的起点布局出发的扫描更容易找到较好的

结果布局。因此笔者将多轮扫描衔接起来，第一轮扫描以随机

生成的局部最优布局作为起点，往后每一轮扫描以前一轮扫描

的结果布局作为其起点布局。按此做法，可以期待每一轮扫描

会持续改进上一轮扫描的结果布局。如找到一个可行布局，则

当前计算停机，取此可行布局为计算结果；否则，若连续三轮扫

描的结果布局的势能彼此接近，则认为当前计算已不能找到更

好的布局，此时停机，取此次计算中找到的势能最低的布局作

为计算结果。

笔者希望用多轮扫描连续降低布局的势能水平，以期找到

尽可能紧凑的布局。要实现这一想法，需要为ｎ个等球确定一
个大致合理的容器半径。若容器半径设得过大，则随机初始布

局可直接被ＢＱＰ算法发展为可行布局而停机，或者在第一轮
扫描中就会命中一个可行布局而停机，从而无法进一步找到更

紧凑的可行布局；若容器半径过小，实验表明，每一轮扫描的结

果布局都会具有相似的势能水平，无法实现多轮扫描持续降低

势能水平的目标。

本文以试探法来确定大致合理的容器半径。对一个容器

半径值，如果随机生成的布局可在此容器中发展为可行布局，

或者如果一轮扫描即可命中可行布局，则此容器半径偏大。适

当减小此容器半径后再次试探，直至容器半径缩小到第一轮扫

描无法在此容器中命中可行布局为止。取此半径作为装填 ｎ
个等球的大致合理的容器半径。

将上述思想形式化为一个复合算法。此算法以序列对称

换位策略（ｓｅｒｉａｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｒｅｌｏｃａｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ，ＳＳＲＳ）为核心，
故将其记为ＳＳＲＳ算法，其描述如下。

ＳＳＲＳ算法
ａ）用试探法对ｎ个等球给定一个大致合理的容器半径 ｒ０，在此容

器中随机生成ｎ个等球的初始布局Ｘｒａｎｄｏｍ。
ｂ）将Ｘｒａｎｄｏｍ作为 ＢＱＰ算法的初始布局，将其发展为局部最优布

局，记为Ｘｌｏｃａｌ。
ｃ）从Ｘｌｏｃａｌ按式（５）生成ｎ（ｎ－１）／２个新布局，用ＢＱＰ算法发展每

一个新布局，如果某一新布局被发展为可行布局，将此可行布局记为

Ｘｆｉｎｄ，转ｄ）；如果ｎ（ｎ－１）／２个新布局全部被发展为相应的局部最优
布局，则选取这些局部最优布局中势能最小者为 ｃ）找的结果布局，将
其设为新Ｘｌｏｃａｌ，重复ｃ）。

显见ｃ）即为一轮扫描，若出现连续三轮扫描所得结果布局的势能
彼此近似相等，则选取目前所找到的所有局部最优布局中势能最小者

记为Ｘｆｉｎｄ，转ｄ）。
ｄ）在闭区间［ｒ０／２，２×ｒ０］内，用对分搜索（ｂｉｎａｒｙｓｅａｒｃｈ）和ＢＱＰ算

法为Ｘｆｉｎｄ找出其最小可行容器尺寸，以及对应的紧凑可行布局，此紧凑
可行布局即为ＳＳＲＳ算法的输出结果。至此算法结束。

等球数目ｎ较大时，ｎ个等球可能排列成的布局数量是无
限大。然而实验表明，ＳＳＲＳ算法只搜索 Ｏ（ｎ２）个布局就能从
中找到一个布局，其可以被 ＢＱＰ算法优化为一个近似最优的
可行布局。

-

　计算结果和评论

在ＣＰＵ为 ＩｎｔｅｌＥ２２２０２．４ＧＨｚ，内存为 １ＧＢＤＤＲ２８００
ＭＨｚ的个人计算机上，用 Ｃ语言对算法 ＳＳＲＳ编程，针对大量
算例进行了实算。其中最大算例是在球形容器中装填２００个
等球。以下将ＳＳＲＳ算法在球形容器中装填１～５０个等球的最
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好结果与文献［６］的最好结果对比，如表１所示。
表１　ＳＳＲＳ算法的结果与文献［６］的最好结果的对比

ｎ ＳＳＲＳ ＥＬＰＧＤ［６］ ｎ ＳＳＲＳ ＥＬＰＧＤ［６］

１ １．００００００００００ １．００００００００００ ２６ ３．７４７３２１９５１９ ３．７４７３５８６５６７

２ ２．００００００００００ １．９９９８９４０８８３ ２７ ３．８１３３３２１０８９ ３．８１４５９４０３０３

３ ２．１５４６１６６０８７ ２．１５４６１６５６２６ ２８ ３．８４１５５６３６２０ ３．８４１６０３５５６８
４ ２．２２４６７０８８５２ ２．２２４６７０４５５３ ２９ ３．８７７００５２９０７ ３．８７７０５３８６５０

５ ２．４１４１２９９２５９ ２．４１４１４３４４６１ ３０ ３．９１６４０７７７９０ ３．９１６４５３８１５５

６ ２．４１４１２９９２５９ ２．４１４１５２８５８６ ３１ ３．９５０６７０６３３６ ３．９５０７５６３０９６

７ ２．５９１１６９９２２０ ２．５９１１９７１９９４ ３２ ３．９８７３５６５１９３ ３．９７０２３２４６０１
８ ２．６４５２４５０８９５ ２．６４５２７６０６９６ ３３ ４．０１９８１７７２９５ ４．０１９８７５２９１７

９ ２．７３１９６６９１０５ ２．７３２００１００１１ ３４ ４．０４７６３６１９２４ ４．０４７６８０３４０３

１０ ２．８３２３８０６４４８ ２．８３２４１５５２７１ ３５ ４．０８４３２１８８１３ ４．０８４３７７０２６２

１１ ２．９０２０２９１７３７ ２．９０２０６６９５９５ ３６ ４．１１２９０５４１２８ ４．１１２９５８１７３６

１２ ２．９０２０２９１７３７ ２．９０２０７０１３１６ ３７ ４．１５４６９７３９５１ ４．１５４７３９４７４８
１３ ２．９９９９１６１２００ ２．９９９９５８４６８５ ３８ ４．１５７５８５４６９９ ４．１５７６３０９３９０

１４ ３．０９１０６１５８０４ ３．０９１１０２９１００ ３９ ４．２２３８６５９３９８ ４．２２４０２１７７２５

１５ ３．１４１５５８７５４３ ３．１４１６００９２０１ ４０ ４．２５５２４９０９１９ ４．２５６０５４４４１１

１６ ３．２１５５９９１６９８ ３．２１５６４０５８９９ ４１ ４．２９６２６１２２３７ ４．２９６５０３９８２６
１７ ３．２７１１６１６３６４ ３．２７１２０６１７２６ ４２ ４．３０８０５８４７５４ ４．３０８１０９６２２６

１８ ３．３１８９０４８８４６ ３．３１８９５０２７３５ ４３ ４．３５２７９６１５９３ ４．３５４４４４０７８７

１９ ３．３８５９３２１３２６ ３．３８５９７６９３９２ ４４ ４．３８２７４７１８８０ ４．３８３６８５４８０３

２０ ３．４７３４５５０３１２ ３．４７３４９９２５２１ ４５ ４．４０６９１９５２１９ ４．４０６９８１６０８５
２１ ３．４８６２６７５０９１ ３．４８６３１３３８４５ ４６ ４．４４１０４０８５１７ ４．４４４６９４７５８６

２２ ３．５７９７４９２５２８ ３．５７９７９３３９６７ ４７ ４．４７４０４８０００５ ４．４７４３８１２３４６

２３ ３．６２７４３２５８５１ ３．６２７４７９６３１６ ４８ ４．４９６１９８９９０３ ４．４９６４４１５１３０

２４ ３．６８５３１１４７７９ ３．６８５３５４７０５６ ４９ ４．５１９１１４６１７７ ４．５１９３０８４７３９

２５ ３．６８７３４２８５５３ ３．６８７３９５２７０１ ５０ ４．５５０３７０４６０７ ４．５５１３３６９１１８

　　在球形容器内装填１～５０个等球的算例中，除了第１、２、
３、４和３２号算例外，其他算例的结果均优于文献［６］的结果。
特别值得一提的是，ＳＳＲＳ算法对６８个等球的算例找到了极为
紧凑的可行布局，证否了载于网页 ｏｅｉｓ．ｏｒｇ／Ａ０８４８２８的猜想。
此猜想认为在容器半径为５的球形容器内最多能装填６７个半
径为１的等球。此前其他研究者的大量数值实验均未突破这
一限制，而ＳＳＲＳ算法将６８个半径为１的等球无嵌入地装入了
半径为４．９９９９４４５００６的球形容器。这一结果已被更新于ｏｅ
ｉｓ．ｏｒｇ／Ａ０８４８２８上。

图１展示了ＳＳＲＳ算法找到的六个可行布局。
由于ＳＳＲＳ算法从随机布局开始计算，其每次运算的计算

时间并不十分规律，然而实验表明其计算时间是可接受的。例

如，对表１中最大算例５０球，ＳＳＲＳ算法的计算时间一般不超
过１ｈ。对笔者尝试过的最大算例２００球，其计算时间一般在
８～１０ｈ之间。

.

　结束语

ＳＳＲＳ算法的主要特点是仅检查Ｏ（ｎ２）个布局即可命中紧
凑可行布局。ＳＳＲＳ算法调整后可用于在任何中心对称的２Ｄ
容器中装填等圆或不等圆，在任何中心对称的３Ｄ容器中装填
等球或不等球。由于在非中心对称容器中，ＳＳＲＳ算法可能会
使物体移出容器之外，故笔者将继续改进此算法，希望能将其

应用在任意凸多面体或凸多边形容器中。
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