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摘　要：利用增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数处理问题的约束条件，提出了一种新的约束优化差分进化算法。基于增广
Ｌａｇｒａｎｇｅ惩罚函数，将原约束优化问题转换为界约束优化问题。在进化过程中，根据个体的适应度值将种群分为
精英种群和普通种群，分别采用不同的变异策略，以平衡算法的全局和局部搜索能力。用１０个经典 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ
问题进行了测试，实验结果表明，该算法能有效地处理不同的约束优化问题。
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ｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ

　　科学研究和工程应用中大多数优化问题都含有等式约束
和不等式约束，而且这些约束条件通常都是非线性的，这使得

约束优化问题的求解要比无约束优化问题复杂得多。不失一

般性，非线性约束优化（最小化）问题可描述为

ｍｉｎ　ｆ（ｘ）

ｓ．ｔ．　ｇｊ（ｘ）≤０　ｊ＝１，２，…，ｐ

ｈｊ（ｘ）＝０　ｊ＝ｐ＋１，ｐ＋２，…，ｍ

ｌｉ≤ｘｉ≤ｕｉ　ｉ＝１，２，…，ｎ （１）

其中：ｆ（ｘ）为目标函数；ｇｊ（ｘ）和ｈｊ（ｘ）分别为不等式约束条件

和等式约束条件；ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒ
ｎ称为 ｎ维决策向量；

ｌｉ和ｕｉ分别为变量ｘｉ的上、下界。
与遗传算法的原理相似，差分进化算法也是通过个体在变

异、交叉以及选择算子的作用下向更高的适应度进化以达到寻

求问题最优解的目标［１］。差分进化算法已被证明在收敛速度

和稳定性方面都超过了其他几种知名的随机算法，对于大多数

的数值Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ问题，差分进化算法要优于粒子群和其他进
化算法［２，３］。与传统的优化方法相比，差分进化算法不需要借

助问题的梯度信息，更适合于求解约束优化问题，但它需要结

合一种合适的约束处理技术。利用差分进化算法求解约束优

化问题已成为进化计算领域的研究热点之一，并且提出了大量

的约束优化差分进化算法［４，５］。

本文采用增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数法处理约束条件，将非线性
约束优化问题转换为一系列带界约束的无约束优化问题，然后

利用差分进化算法进行优化。为保证种群个体均匀分布在搜

索空间中，利用佳点集方法初始化种群。在进化过程中，将种

群分为精英子种群和普通子种群，分别采用不同的变异策略，

同时根据不同的搜索阶段自适应地调整各子种群的个体数目。

"

　增广
DLM9LNM8

惩罚函数法

在求解约束优化问题中，罚函数法是最常用的约束处理技

术之一，其基本思想是在目标函数中加上一个能反映是否满足

约束的惩罚项，从而构成一个无约束的广义目标函数，然后利

用优化算法对该广义目标函数进行寻优，使得算法在惩罚项的

作用下找到问题的最优解［６］。

对于如式（１）所示的约束优化问题，如果没有界约束，则
可用增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数法来求解上述问题。对给定的 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ乘子向量λｋ和罚参数向量σｋ，增广Ｌａｇｒａｎｇｅ函数法第ｋ
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步所求得子问题为

ｍｉｎＰ（ｘ，λｋ，σｋ） （２）

其中：Ｐ（ｘ，λ，σ）是增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数［７］。

Ｐ（ｘ，λ，σ）＝ｆ（ｘ）－∑
ｐ

ｉ＝１
［λｉｇｉ（ｘ）－

１
２σｉ（ｇｉ（ｘ））

２］－ ∑
ｍ

ｉ＝ｐ＋１
珘Ｐｉ（ｘ，λ，σ） （３）

其中：

珘Ｐｉ＝
λｉｇｉ（ｘ）－

１
２σｉ（ｇｉ（ｘ））

２　λｉ－σｉｇｉ（ｘ）＞０

１
２λ

２
ｉ／σｉ{ 否则

如果上述问题存在界约束，上面的增广Ｌａｇｒａｎｇｅ函数法需
要进行修改。在第ｋ步，求解如下界约束子问题：

ｍｉｎ{ｓ．ｔ．Ｐ（ｘ，λ
ｋ，σｋ）

ｌ≤ｘ≤ｕ
（４）

其中：Ｐ（ｘ，λ，σ）是式（３）所定义的罚函数。
在利用增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数法求解约束优化问题时，乘子

向量λ和罚参数向量σ一般很难确定。因此，在这里采用文献
［７］中的方法对乘子向量λ和罚参数向量σ进行初始化和修
正。Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量的初始值λ０一般设定为用户预先对每
个约束乘子的初始估计。关于Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子向量的修正，本文
假设在第ｋ步，λｋ和σｋ已知，珋ｘｋ是界约束问题式（４）的解，Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ乘子应作如下修正［７］：

λｋ＋１ｊ ＝λｋｊ－σｋｊｇｊ（珋ｘｋ）　　　　　　ｊ＝１，…，ｐ

λｋ＋１ｊ ＝ｍａｘ｛λｋｊ－σｋｊｈｊ（珋ｘｋ），０｝ ｊ＝ｐ＋１，…，{ ｍ
（５）

罚参数向量初始值σ０通常设定为σ０＝σ·（１，…，１）
Ｔ，

其中σ＝１０或σ＝１００［７］。在第ｋ步，假设σｋ已知，则

σｋ＋１＝γ·σｋ （６）

其中：γ通常取常数１０［７］。

#

　改进的差分进化算法

对于界约束优化子问题式（４）的求解，可以采用拟牛顿法
等传统的数值计算方法，但需要计算问题的梯度，且找到的解

大多为局部最优解。如前所述，差分进化算法是一种模拟自然

进化的全局优化方法，具有收敛速度快、全局搜索能力强等特

点。因此，本文提出一种改进的差分进化算法来求解。

#


"

　种群初始化

由差分进化算法的机理可知，变异、交叉和选择操作在一

定程度上依赖于种群，初始种群的优劣对于进化算法的收敛性

以及搜索效率会产生较大的影响。另外，在求解具体问题前，

对其全局最优解处在什么位置还一无所知，如果随机初始化种

群个体，不利于搜索到全局最优解，可能导致要增加迭代次数

或种群大小，这势必会增加算法的计算量。因此，在初始化种

群个体时应尽可能地均匀分布在整个搜索空间中［８］。

佳点集方法是一种有效的、可以减少实验次数的实验方

法。在相同取点数个数的条件下，佳点序列要比其他方法选取

的点序列更均匀。设种群规模为 Ｎ，个体 ＡｉＮ＝｛ａ
ｉ
１，ａ

ｉ
２，…，

ａｉｓ｝，ｉ＝１，２，…，Ｎ，首先在ｓ维空间Ｈ中取含有Ｎ个点的佳点

集。ｓ维空间Ｈ中取佳点的方法［９］如下：Ｐｎ（ｉ）＝｛（｛ｒ１ｋ｝，
｛ｒ２ｋ｝，…，｛ｒｓｋ｝），ｋ＝１，２，…，Ｎ｝，其中取

ｒｉ＝ ２ｃｏｓ２πｉ{ }ｔ 　１≤ｉ≤ｓ （７）

ｔ是满足ｔ≥２ｓ＋３的最小素数；或者取
ｒｉ＝ｅｉ　１≤ｉ≤ｓ （８）

其中：｛ｒｉｋ｝表示ｒｉｋ的小数部分。
当ａｉｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ；ｉ＝１，２，…，Ｎ）为实数编码时，设 ａ

ｉ
ｋ

的取值为αｋ≤ａｋ≤βｋ，取ａ
ｉ
ｋ＝αｋ＋｛ｒｋｉ｝ （βｋ－αｋ）即可。

因此，本文采用佳点集方法生成初始种群，从而保证了初

始种群的多样性。图１是采用佳点集方法产生的规模为８０的
二维初始种群分布。从图１可以看出，利用佳点集方法产生的
初始种群个体分布均匀，具有较好的多样性。

#


#

　变异操作

变异操作是差分进化算法的核心操作。根据变异个体的

生产方法不同，形成了多种不同的变异策略，如将 ｘｔｉ作为 ｔ代
的一个目标向量ｘｔｉ＝｛ｘ

ｔ
ｉ１，ｘ

ｔ
ｉ２，…，ｘ

ｔ
ｉｎ｝，常用的差分进化变异策

略如下：

ａ）ＤＥ／ｒａｎｄ／１变异策略
ｖｔ＋１ｉ ＝ｘｔｒ１＋Ｆ（ｘ

ｔ
ｒ２－ｘ

ｔ
ｒ３） （９）

ｂ）ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异策略
ｖｔ＋１ｉ ＝ｘｔｂｅｓｔ＋Ｆ（ｘｔｒ２－ｘ

ｔ
ｒ３） （１０）

其中：ｒ１，ｒ２，ｒ３∈｛１，２，…，Ｎ｝是互不相同且与 ｉ不同的随机个
体；ｘｔｂｅｓｔ为当前种群中适应度函数值最好的个体；Ｆ∈［０，２］为
缩放因子，主要用来调节向量差异的步长幅度，以避免进化过

程的停滞。

对于ＤＥ／ｒａｎｄ／１变异策略，由式（９）可知，变异个体 ｖｔ＋１ｉ
由三个互不相同的随机个体组成，无须任何适应度函数值信

息，有利于保持种群的多样性，因而其全局搜索能力强，但存在

收敛速度慢、搜索效率不高等缺点；对于 ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异策略，
由式（１０）可知，变异个体 ｖｔ＋１ｉ 由 ｘｔｂｅｓｔ作引导，因而局部搜索能
力强、搜索精度高、收敛速度快，但会增加算法陷入局部最优的

概率。根据个体的适应度值，将群体分为两个子种群，即精英子

种群和普通子种群，其个体数分别为Ｎ１和Ｎ２，满足 Ｎ１＋Ｎ２＝
Ｎ，Ｎ为种群规模。结合两种变异策略的特点，发挥各自优点，
在进化过程中，精英种群采用 ＤＥ／ｂｅｓｔ／１变异策略，承担局部
搜索任务，在其附近进行搜索，加快算法收敛；普通种群采用

ＤＥ／ｒａｎｄ／１变异策略，承担算法的全局搜索任务，后期用来跳
出局部最优，避免算法早熟收敛。在迭代过程中，算法在搜索

初始阶段应偏重于全局搜索，因而此阶段的 Ｎ２值应取得较
大，以增强算法的全局搜索能力；在搜索后期，主要考虑局部精

确搜索，这时Ｎ１的取值应大些，以提高算法的局部搜索能力。
因此，每次迭代过程中每个子种群的个体数目是自适应动态调

整的。

#


-

　交叉操作

对于群体中第ｉ个个体ｘｔｉ，将与ｘｍ进行交叉操作，产生实
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验个体ｘＴ。为保证个体ｘ
ｔ
ｉ的进化，首先通过随机选择，使得ｘＴ

的Ｄ维变量中至少有一维由 ｘｍ贡献，而对于其他维，可利用

一个交叉概率因子Ｃｒ决定 ｘＴ中哪位由 ｘ
ｔ
ｉ贡献，哪位由 ｘｍ贡

献。交叉操作的具体形式为

ｘＴｊ＝
ｘｍｊ ｒａｎｄ（）≤Ｃｒ

ｘｔｉｊ ｒａｎｄ（）＞Ｃｒ
　ｊ＝１，２，…，{ Ｄ （１１）

式中：ｒａｎｄ（）为［０，１］之间均匀分布的随机数，Ｃｒ∈［０，１］。由
式（１１）可知，若Ｃｒ越大，则ｘｍ对ｘＴ的贡献越多，当Ｃｒ＝１时，

ｘＴ＝ｘｍ，有利于局部搜索和加速收敛速度；如果 Ｃｒ越小，则 ｘ
ｔ
ｉ

对ｘＴ的贡献越多，当Ｃｒ＝０时，ｘＴ＝ｘ
ｔ
ｉ，有利于保持种群的多样

性和全局搜索。因此，本文采用自适应动态调整交叉概率 Ｃｒ
的大小策略，即

Ｃｒ＝Ｃｒｍｉｎ＋（Ｃｒｍａｘ－Ｃｒｍｉｎ）×
ｔ
ｔｍａｘ

（１２）

式中：Ｃｒｍｉｎ和Ｃｒｍａｘ分别为交叉概率Ｃｒ的最小值和最大值，ｔ和
ｔｍａｘ分别为当前迭代次数和最大迭代次数。

#


.

　算法步骤

综上所述，本文算法的流程如图２所示。

-

　数值实验及分析

为了测试本文算法的性能，从文献［９］的１３个标准测试
问题中选取了１０个优化问题，即 ｇ０１、ｇ０２、ｇ０４、ｇ０５、ｇ０６、ｇ０７、
ｇ０８、ｇ０９、ｇ１０和ｇ１１进行测试，各测试问题的具体表达式见文
献［９］。将本文算法记为 ＡＬＣＯＤＥ，并与基于可行性规则的差
分进化（ＣＨＤＥ）算法［４］、多目标差分进化（ＭＯＤＥ）算法［５］、随

机排序（ＳＲ）算法［１０］和集成约束处理技术（ＥＣＨＴ）算法［１１］得

到的结果进行比较。在比较实验中，ＡＬＣＯＤＥ算法的参数设置
是：种群规模Ｎ取为每个问题参数变量个数的１０倍，Ｃｒｍｉｎ＝０，
Ｃｒｍａｘ＝１，Ｆ＝１．０。对所有的测试问题适应值评价次数均设置
为３５００００次。其他算法的参数设置分别见其各自的文献。
每个测试问题在相同条件下独立运行３０次实验，记录其最好
结果（ｂｅｓｔ）、平均结果（ｍｅａｎ）、最差结果（ｗｏｒｓｔ）和标准方差
（ｓｔ．ｄｅｖ）。表１给出了在上述参数设置下，ＡＬＣＯＤＥ与ＣＨＤＥ、
ＭＯＤＥ、ＳＲ和 ＥＣＨＴ算法对 １０个标准测试问题的寻优结果
比较。

从表１可知，本文所提出的ＡＬＣＯＤＥ算法对１０个问题３０
次实验中一致地找到全局最优解，但是对于两个复杂的测试问

题ｇ０２和ｇ１０，虽然找到了全局最优解，还有几次实验陷入了局
部最优。与ＣＨＤＥ算法相比，ＡＬＣＯＤＥ算法在１０个问题上得
到的结果明显要优。与 ＭＯＤＥ算法相比，ＡＬＣＯＤＥ算法在１０
个问题上得到的结果相当。ＳＲ算法对其中的６个问题（ｇ０１、
ｇ０４、ｇ０６、ｇ０８、ｇ０９和ｇ１１）一致地找到了全局最优解，对其中的
２个问题（ｇ０５、ｇ０７）的实验结果也非常接近最优解，而对２个
非常复杂的测试问题ｇ０２和 ｇ１０，得到的实验结果仍然远离已
知的最优解。与 ＳＲ算法相比，ＡＬＣＯＤＥ算法得到的结果明显
要优。与ＥＣＨＴ算法相比，ＡＬＣＯＤＥ算法在１０个测试问题上
取得了与其相似的结果。另外，对各种算法的计算量（计算适

应值的次数）比较，ＥＣＨＴ和ＣＯＥＡＯＥＤ算法的次数为２４００００
次，ＣＨＤＥ和ＭＯＤＥ算法的次数为３４８０００次，ＡＬＣＯＤＥ和 ＳＲ
算法的适应值计算次数均为３５００００次。基于以上比较和分
析，ＡＬＣＯＤＥ算法要优于或相似于其他算法。

表１　五种算法对１０个问题的寻优结果比较

问题 最优值 状态
方法

ＣＨＤＥ［４］ ＭＯＤＥ［５］ ＳＲ［１０］ ＥＣＨＴ［１１］ ＡＬＣＯＤＥ

ｂｅｓｔ －１５．０００ －１５．０００ －１５．０００ －１５．０００ －１５．００００

ｇ０１ －１５．０００ ｍｅａｎ －１４．７９２ －１５．０００ －１５．０００ －１５．０００ －１５．００００

ｗｏｒｓｔ －１２．７４３ －１５．０００ －１５．０００ －１５．０００ －１５．００００

ｂｅｓｔ －０．８０３６ －０．８０３３ －０．８０３５１５ －０．８０３６１９ －０．８０３６１９

ｇ０２ －０．８０３６１９ ｍｅａｎ －０．７４６２ －０．８０２９ －０．７８１９７５ －０．８０３３２４ －０．８０３１５２

ｗｏｒｓｔ －０．３０２２ －０．８０２４ －０．７２６２８８ －０．７８５１８２ －０．７６２１６０

ｂｅｓｔ －３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９

ｇ０４ －３０６６５．５３９ ｍｅａｎ －３０５９２．１５４－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９

ｗｏｒｓｔ －２９９８６．２１４－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９－３０６６５．５３９

ｂｅｓｔ ５１２６．４９６７ ５１２６．４９６７ ５１２６．４９７ ５１２６．４９６７ ５１２６．４９６７

ｇ０５ ５１２６．４９６７ ｍｅａｎ ５２１８．７２３０ ５１２６．４９６７ ５１２８．８８１ ５１２６．４９６７ ５１２６．４９６７

ｗｏｒｓｔ ５５０２．４１０３ ５１２６．４９６７ ５１４２．４７２ ５１２６．４９６７ ５１２６．４９６７

ｂｅｓｔ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４

ｇ０６ －６９６１．８１４ ｍｅａｎ －６３６７．５７５ －６９６１．８１４ －６８７５．９４０ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４

ｗｏｒｓｔ －２２３６．９５０ －６９６１．８１４ －６３５０．２６２ －６９６１．８１４ －６９６１．８１４

ｂｅｓｔ ２４．３０６ ２４．３０６ ２４．３０７ ２４．３０６ ２４．３０６

ｇ０７ ２４．３０６ ｍｅａｎ １０４．５９９ ２４．３０６ ２４．３７４ ２４．３０８ ２４．３０６

ｗｏｒｓｔ １１２０．５４１ ２４．３０６ ２４．６４２ ２４．３１７ ２４．３０６

ｂｅｓｔ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５

ｇ０８ －０．０９５８２５ ｍｅａｎ －０．０９１２９２ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５

ｗｏｒｓｔ －０．０２７１８８ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５ －０．０９５８２５

ｂｅｓｔ ６８０．６３０ ６８０．６３０ ６８０．６３０ ６８０．６３０ ６８０．６３０

ｇ０９ ６８０．６３０ ｍｅａｎ ６９２．４７２ ６８０．６３０ ６８０．６５６ ６８０．６３０ ６８０．６３０

ｗｏｒｓｔ ８３９．７８３ ６８０．６３０ ６８０．７６３ ６８０．６３０ ６８０．６３０

ｂｅｓｔ ７０４９．２４８ ７０４９．２４８ ７０５４．３１６ ７０４９．２４８ ７０４９．２４８

ｇ１０ ７０４９．２４８ ｍｅａｎ ８４４２．６５７ ７０４９．２５３ ７５５９．１９２ ７０４９．３４６ ７０４９．３３６

ｗｏｒｓｔ １５５８０．３７ ７０４９．２４８ ８８３５．６５５ ７０５０．３９０ ７０４９．５８１

ｂｅｓｔ ０．７４９ ０．７４９９ ０．７５０ ０．７４９９ ０．７４９９

ｇ１１ ０．７４９９ ｍｅａｎ ０．７６２ ０．７４９９ ０．７５０ ０．７４９９ ０．７４９９

ｗｏｒｓｔ ０．８７１ ０．７４９９ ０．７５０ ０．７４９９ ０．７４９９

.

　结束语

本文采用增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数法对约束条件进行处理，提
出一种新的约束优化差分进化算法。该算法首先将约束优化

问题转换为界约束优化问题；然后采用内外两层形式进行迭

代，在内层迭代中利用改进的差分进化算法求解一个非线性的

界约束优化子问题，Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子和不同的罚参数在外层迭代
中修正。数值实验结果表明，该混合算法是一种便于实现、性

能稳定、通用性强的算法。 （下转第１７０９页）

·５７６１·第５期 龙　文，等：结合增广Ｌａｇｒａｎｇｅ罚函数的约束优化差分进化算法 　　　



和本文提出的算法，将多次实验结果进行平均并比较，结果以

百分数的形式在表１中给出。
表１　分类正确率比较 ／％

实验数据集

标准支持向量机

基于项目

评分的

分类方法

基于用户

评分的

分类方法

本文方法

基于项目

评分的

分类方法

基于用户

评分的

分类方法

ＢｏｏｋＣｒｏｓｓｉｎｇ ７０．２１８ ７０．６９２ ８０．２５６ ８２．３７２
ＴＤＳ１００ ６０．３５８ ６０．５１７ ６６．８７５ ６６．７５１
ＴＤＳ２００ ６２．３４９ ６２．４２５ ７３．１３５ ７３．５３２
ＴＤＳ３００ ６１．８６７ ６１．９２８ ７３．８６５ ７３．７８２

　　通过分析实验结果可以很明显地看出，本文方法在多组数
据中均获得较好的分类精度，平均正确率提升在６％ ～１１％之
间。在 ＢｏｏｋＣｒｏｓｓｉｎｇ数据集上的结果明显地体现了本文方法
的优势，经过ＫＮＮ的稀疏数据预填充处理，推荐精度分别提升
了１０％和１１％；在 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ数据集上，分类精度也得到了提
升，ＫＮＮＳＶＭ在ＴＤＳ１００上平均正确率最小，而在 ＴＤＳ３００上
的平均正确率最大，说明随着样本容量的增加，算法预测的准

确性随之小幅提高，使得对评分的预测更加准确，推荐质量也

随之提高。

.

　结束语

本文旨在分析如何提高ＳＶＭ在高稀疏数据集上进行分类
的精度，在实验部分重点与 ＳＶＭ的结果进行了比较。文献
［９］在协同过滤框架下将 ＫＮＮ与 ＳＶＭ进行了对比，实验结果
表明，ＳＶＭ的分类性能优于传统的协同过滤算法，因而本文并
未进行与ＫＮＮ算法的比较。本文方法增加了数据预处理部
分，降低了算法的时间效率，这对于推荐算法的应用来说是一

个不利因素，因此本文下一步的工作将集中在填补缺失数据的

同时删减恶意数据，从而在保证精度的前提下提高算法效率和

健壮性。
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