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和声搜索—分布估计混合算法

求解多目标优化问题
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摘　要：针对和声搜索算法不能很好地求解多目标优化问题的缺陷，提出一种多目标和声搜索—分布估计混合
算法（ＭＨＳＥＤＡ）。该算法一方面利用分布估计的采样操作对和声记忆库内进行搜索，拓宽了和声记忆库内空
间；另一方面对和声记忆库外进行外部档案搜索，实现群体间信息交换，从而提高了多目标和声算法的全局搜索

能力。数值实验选取六个常用测试函数，并与多目标遗传算法、多目标分布估计算法、多目标和声搜索算法进行

比较，测试结果表明提出的混合算法能够有效地解决多目标优化问题。
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　　多目标优化问题起源于许多实际复杂系统的设计、建模和
规划问题，这些系统所在的领域包括工业制造、城市运输、资本

预算、能量分配、城市布局等，是科学研究与工程实践中普遍存

在的一类优化问题［１］。在多目标优化问题中，最优解通常是

一个解集，用传统方法求解往往只能得到一个解而非Ｐａｒｅｔｏ最
优解集，求解效率比较低。随后，进化算法作为求解多目标优

化问题的新方法受到了广泛关注。进化算法适合于求解多目

标优化问题的原因在于：ａ）进化算法基于种群的搜索方式实
现了搜索的多向性和全局性，使得其非常适合于求解多目标优

化问题；ｂ）进化算法不需要许多数学上的必备条件，可以处理
所有类型的目标函数和约束。目前已涌现出很多种进化多目

标优化算法［２～５］。

受音乐创作的影响，由 Ｇｅｅｍ等人［６］在２００１年提出的和
声搜索算法是近几年发展起来的智能优化方法，可用于全局优

化搜索和求解多目标优化问题［７～１１］。但基本和声搜索算法的

随机性较大，稳定性不高，且搜索没有方向性，直接将其应用于

多目标优化不能取得较好的效果。

"

　多目标优化的基本概念

以最小化为例，多目标优化问题可表示为

ｍｉｎ　ｆ（ｘ）＝［ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ）］

ｓ．ｔ． ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ＸＲｎ　

Ｘ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｌｉ≤ｘｉ≤ｕｉ｝

ｌ＝（ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ），ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ
{

）

（１）

其中：ｘ为决策变量；ｙ为目标函数；Ｘ为决策空间；ｌ和 ｕ分别
为下界和上界。下面给出多目标优化经常会用到的几个基本

概念［２］。
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１）Ｐａｒｅｔｏ支配　解ｘ０支配ｘ１（ｘ０ｘ１），当且仅当
ｆｉ（ｘ０）≤ｆｉ（ｘ１）　ｉ＝１，２，…，ｍ

ｆｉ（ｘ０）＜ｆｉ（ｘ１）　ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝

２）Ｐａｒｅｔｏ最优　如果解 ｘ０是 Ｐａｒｅｔｏ最优的，当且仅当
ｘ１ｘ０。
３）Ｐａｒｅｔｏ最优集　所有 Ｐａｒｅｔｏ最优解的集合 Ｐｓ＝｛ｘ

０｜

ｘ１ｘ０｝，又称为非劣最优解集。
４）Ｐａｒｅｔｏ最优前端　所有 Ｐａｒｅｔｏ最优解对应的目标函数

值所形成的区域ＰＦ为
ＰＦ＝｛ｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ））｜ｘ∈Ｐｓ｝

#

　和声搜索算法

和声搜索算法［６，７］是进化计算领域一类新兴的随机优化

算法，是受乐队演奏音乐的启发而得到的。每个乐器的音符相

当于目标函数中的每个变量，演奏音乐的目的是使音乐优美动

听，而优化的目的是使目标函数达到极小值，这样演奏音乐的

过程与优化过程对应起来。算法首先产生ＨＭ个初始解，并放
入和声记忆库中；然后对解的各个分量分别以概率 ＨＭＣＲ在
和声记忆库内进行搜索，以１－ＨＭＣＲ的概率在记忆库外搜
索，期望获得新解的对应分量。在记忆库内进行搜索时，当随

机搜索到某一分量后，则对该分量以概率 ＰＡＲ进行扰动。最
后由搜索到的各个分量构成新解，若新解优于记忆库中的最差

解，则用新解替换库中最差解。如此循环，直到满足终止条件

为止。

-

　分布估计算法

分布估计算法［１２，１３］是进化计算领域一类新兴的随机优化

算法，它是遗传算法与统计学习的结合。该算法用统计学习的

手段构建解空间内个体分布的概率模型，然后运用进化的思想

进化该模型。该算法不同于遗传算法，它没有传统的交叉、变

异操作，是一种全新的进化模式，通过对概率模型的采样实现

种群的进化。

１）建立概率模型
假定当前进化种群服从固定高度柱状图分布，固定高度柱

状图模型将决策变量ｘｉ的搜索空间［ａｉ，ｂｉ］分为高度相同的Ｈ
份（Ｈ个子区间），它的每个子区间的样本个数相同，然后根据
落在每个子区间的样本计算它的取值范围。

２）随机采样方法
新种群通过对概率模型随机采样产生，每个决策向量中的

ｘｉ可由如下方式产生：ａ）随机选择一个子区间 ｈｓ（ｓ＝１，２，…，
Ｈ）；ｂ）按均匀分布从该子区间取一值。独立地重复这个采样
过程多次，即可获得多个新的个体，进而得到一个新的种群。

.

　多目标和声搜索—分布估计混合算法

由于进化算法在进化初期处于随机搜索阶段，基本上得不

到有益的结果，但是在随机搜索阶段种群的分布是否足够宽

广，对后续的进化产生重要影响，一般来说在初始阶段种群分

布越宽广越好。随着进化的深入，种群逐步向Ｐａｒｅｔｏ最优前沿
逼近，但是当进化到一定程度时，种群不会进一步向 Ｐａｒｅｔｏ最
优前沿逼近，出现一种停滞现象，算法已陷入Ｐａｒｅｔｏ局部最优，
出现早熟收敛。基于上面的分析，音符调节概率 ＰＡＲ应由小

到大进行动态调节［１０］，这样有利于算法在前期进行全局搜索，

到后期在局部范围内寻找 Ｐａｒｅｔｏ最优解。而概率 ＨＭＣＲ应由
大到小进行动态调节，这样使算法在前期可以对和声记忆库内

进行充分搜索。当算法迭代多次后，逐步转到和声记忆库外进

行搜索，有利于提高种群的多样性。动态的 ＰＡＲ和 ＨＭＣＲ表
达式如下：

ＰＡＲ（ｔ）＝ＰＡＲｍｉｎ＋（ＰＡＲｍａｘ－ＰＡＲｍｉｎ）×
ｔ
ｇｍａｘ

（２）

ＨＭＣＲ（ｔ）＝ＨＭＣＲｍａｘ－（ＨＭＣＲｍａｘ－ＨＭＣＲｍｉｎ）×
ｔ
ｇｍａｘ

（３）

其中：ＰＡＲ（ｔ）为第ｔ代的音符调节率；ＰＡＲｍａｘ和 ＰＡＲｍｉｎ分别为
音符调节率的最大值和最小值；ＨＭＣＲ（ｔ）为第ｔ代在和声记忆
库内搜索概率；ＨＭＣＲｍｉｎ和ＨＭＣＲｍａｘ分别为和声记忆库内搜索
概率的最大值和最小值；ｇｍａｘ为最大迭代次数。

在基本的和声搜索算法中，对解的各个分量以概率ＨＭＣＲ
在和声记忆库内进行随机搜索并对其扰动，以概率１－ＨＭＣＲ
在和声库外进行随机搜索。但这样的扰动和搜索极具盲目性，

不利于找到Ｐａｒｅｔｏ最优解。为提高算法搜索的有效性，将分布
估计引入到和声搜索算法中。与传统进化算法不同，分布估计

算法是基于对整个种群建立数学模型，直接描述整个群体的进

化趋势，是对生物进化宏观层面上的数学模型，具有良好的全

局搜索能力。首先以概率 ＨＭＣ对进化种群进行分布估计采
样，这样解的各个分量由原来对离散的分量进行随机搜索转变

为对整个区间进行搜索，拓展了搜索范围，进而增强了和声搜

索算法的全局搜索能力；同时利用式（４）对和声库内采样得到
的值进行扰动，增强算法的局部搜索能力；另外利用式（５）对
和声库外的外部档案进行搜索，实现内外种群信息的交流，即

新个体的分量一部分来自内部种群，另一部分来自外部种群。

ｘｔ＋１（ｉ，ｊ）＝ｘｔ（ｉ，ｊ）＋Ｕ（－１，１）×（ｘｔ（ｉ，ｊ）－ｏｐｔｉｔ（ｒ，ｊ）） （４）

ｘｔ＋１（ｉ，ｊ）＝ｏｐｔｉｔ（ｒ，ｊ） （５）

其中：ｘｔ（ｉ，ｊ）为第ｔ代第ｉ个个体在和声记忆库内搜索到的第ｊ
个分量；ｏｐｔｉｔ（ｒ，ｊ）为第 ｔ代 Ｐａｒｅｔｏ最优解集的第 ｒ个个体第 ｊ
个分量；Ｕ（－１，１）表示－１～１之间均匀分布的随机数。

/

　算法描述

ａ）设置算法参数 Ｈ，ＨＭ、ＰＡＲｍａｘ、ＰＡＲｍｉｎ、ＨＭＣＲｍａｘ、ＨＭ

ＣＲｍｉｎ、ｇｍａｘ等。
ｂ）在决策空间中均匀生成初始种群 ｐｏｐ，并将群体 ｐｏｐ中

的非支配解加入Ｐａｒｅｔｏ最优解集中，ｔ＝１。
ｃ）随机产生一个０～１之间的随机数 ｒ１，如果 ｒ１＜ＨＭＣＲ

（ｔ），则在和声库记忆内进行分布估计采样得到一个分量；否则
利用（５）式对和声库记忆外进行搜索选值。如果在和声库内
选值，随机产生一个０～１之间的随机数ｒ２，如果 ｒ２＜ＰＡＲ（ｔ），
则利用式（４）对该值进行扰动。这样对变量的每个分量都采
用上面的方法得到一个新的变量，进而得到一个新的种群 ｎｅ
ｗＰｏｐ。

ｄ）将新种群 ｎｅｗＰｏｐ的非支配个体加入到 Ｐａｒｅｔｏ最优解
集，选出Ｐａｒｅｔｏ最优解集中的非支配个体。当非支配个体数大
于ＨＭ时，对非支配个体按ＮＳＧＡⅡ的拥挤度距离从大到小进
行排序，选出前ＨＭ个非支配个体保留在 Ｐａｒｅｔｏ最优解集中，
其余个体全部删除。

ｅ）根据ＮＳＧＡⅡ的选择策略从复合种群 ｐｏｐ∪ｎｅｗＰｏｐ中
选出新一代进化种群。
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ｆ）如果达到最大迭代次数，则终止，输出Ｐａｒｅｔｏ最优解集；
否则ｔ＝ｔ＋１，返回ｃ）。

0

　数值实验

0


"

　算法性能评价指标

多目标优化问题的解质量评价主要集中在所求得的解与

理论最优值之间的差距，以及求得的解的分散程度。这里采用

由ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ和 Ｌａｍｏｎｔ在 １９９８年提出来的世代距离
（ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌｄｉｓｔａｎｃｅ，ＧＤ）［２］来衡量所求解与理论解之间的差
距，由Ｚｈｏｕ等人［１４］在２００６年提出的一种修正延展度来评价
解的分散程度。世代距离被定义为：

ＧＤ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ｄ２槡 ｉ

ｎ （６）

其中：ｎ为最优解数目，ｄｉ为所求得第 ｉ个个体在目标空间与
理论Ｐａｒｅｔｏ最优前沿的最小欧氏距离。世代距离ＧＤ越小，算
法逼近Ｐａｒｅｔｏ最优解集的程度越好。当所得到的解刚好与从
最优前端取得的点重合时，ＧＤ＝０。

修正延展度公式为

Δ＝
∑
ｍ

ｉ＝１
ｄ（Ｅｉ，Ω）＋∑ｘ∈Ω

｜ｄ（Ｘ，Ω）－ｄ
＿
｜

∑
ｍ

ｉ＝１
ｄ（Ｅｉ，Ω）＋（｜Ω｜－ｍ）ｄ

＿ （７）

其中：Ω是算法找到的解集；Ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）是Ｐａｒｅｔｏ最优解
集；ｍ是目标函数的总数；ｄ（Ｘ，Ω）＝ ｍｉｎ

Ｙ∈Ω，Ｙ≠Ｘ
‖Ｆ（Ｘ）－Ｆ（Ｙ）

‖，ｄ
＿
＝ １｜Ω｜∑ｘ∈Ω

ｄ（Ｘ，Ω）。

0


#

　数值实验及分析

为测试 ＭＨＳＥＤＡ算法的性能，选取 ＫＵＲ、ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、
ＺＤＴ３、ＺＤＴ４、ＺＤＴ６六个多目标测试函数［２］并与多目标遗传算

法（ＮＳＧＡⅡ）、多目标分布估计算法（ＭＥＤＡ）和多目标和声搜
索算法（ＭＨＳＡ）进行比较。参数设置如下：Ｈ＝２０，ＨＭＣＲｍａｘ＝
０．９，ＨＭＣＲｍｉｎ＝０．２，ＰＡＲｍａｘ＝１，ＰＡＲｍｉｎ＝０．６，Ｐａｒｅｔｏ候选解集
的上限为１００。表１和２分别是 ＭＨＳＥＤＡ、ＭＥＤＡ、ＭＨＳＡ和
ＮＳＧＡⅡ独立运行３０次，种群规模为１００，最大迭代２５０次得
到的收敛度指标的均值（上行）、标准差（下行）和分散度指标

的均值（上行）、标准差（下行）。图１～６是ＭＨＳＥＤＡ、ＭＥＤＡ、
ＭＨＳＡ算法得到的仿真实验对比。

表１　四种算法对六个测试函数收敛度指标的统计结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ＮＳＧＡⅡ ＭＥＤＡ ＭＨＳＡ ＭＨＳＥＤＡ

ＫＵＲ
２．８９７４Ｅ－３ ３．７８８８Ｅ－３ ４．１６９３Ｅ－２ １．８７６８Ｅ－３
２．３６３７Ｅ－４ １．２７２１Ｅ－３ ６．５１１４Ｅ－３ ４．１７２４Ｅ－４

ＺＤＴ１
１．３４３７Ｅ－３ ４．１２７４Ｅ－３ ２．７９８０Ｅ－１ ２．２４６２Ｅ－４
１．４０７８Ｅ－４ ３．３８９８Ｅ－３ １．２４２１Ｅ－２ １．６１６４Ｅ－５

ＺＤＴ２
９．８１１２Ｅ－４ ２．７４０５Ｅ－３ ３．１０４１Ｅ－１ ９．３１３２Ｅ－５
６．４１３８Ｅ－４ ２．６３５０Ｅ－３ １．６０９９Ｅ－１ １．３２４６Ｅ－５

ＺＤＴ３
２．４７８３Ｅ－３ ４．７３７５Ｅ－３ ２．５２１７Ｅ－１ ６．１３１５Ｅ－４
１．２７４６Ｅ－４ ２．４１６８Ｅ－３ １．５６３９Ｅ－２ １．１８０１Ｅ－５

ＺＤＴ４
５．１６３５Ｅ－２ ３．１６３６Ｅ－１ ８．５４３２Ｅ＋１ ７．８５５１Ｅ－３
１．３２８１Ｅ－３ ２．３０３３Ｅ－１ ９．０３８２Ｅ－１ ７．０４４７Ｅ－３

ＺＤＴ６
７．５８１８Ｅ－２ ５．３６５３Ｅ－３ ７．４４３３Ｅ－１ １．２１９０Ｅ－４
６．０７９７Ｅ－３ １．７８５７Ｅ－３ ３．２３３７Ｅ－２ ５．３４３０Ｅ－５

　　从表１和２可以看出，在收敛度方面，ＭＨＳＥＤＡ算法对六
个测试函数得到的收敛度指标优于其他三种算法；在分散度方

面，除ＺＤＴ６劣于ＭＥＤＡ算法外，对其他五个测试函数得到的

分散度指标优于其他三种算法。从图１～６的仿真对比实验同
样验证了ＭＨＳＥＤＡ算法的优越性。

表２　四种算法对六个测试函数分散度指标的统计结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ＮＳＧＡⅡ ＭＥＤＡ ＭＨＳＡ ＭＨＳＥＤＡ

ＫＵＲ
０．４３４０４１ ０．３６３０９ ０．９３５９５ ０．２５６９２

１．８１７８Ｅ－２ ６．７９８２Ｅ－２ １．３５４７Ｅ－２ ２．０９２６Ｅ－２

ＺＤＴ１
０．５０４２９ ０．２９６４４ ０．８９６５１ ０．２０３１８

３．９２５１Ｅ－２ １．０８５０Ｅ－１ １．７５６１Ｅ－２ ２．７０４１Ｅ－２

ＺＤＴ２
０．４８７７５ ０．２５５４８ ０．７６５８９ ０．１９１２４

２．７６８６Ｅ－２ ３．９３６４Ｅ－１ １．６５３７Ｅ－２ ２．３９４２Ｅ－２

ＺＤＴ３
０．５９０２５ ０．３５２８８ ０．９７５８３ ０．２５５２８

３．０４３９Ｅ－２ ５．５０４０Ｅ－２ ８．７７７６Ｅ－２ ４．０８３５Ｅ－２

ＺＤＴ４
０．３７５２４ ０．９９８２８ ０．９６５３０ ０．３６４８５

２．４４４８Ｅ－２ ７．２５０５Ｅ－２ ５．１８９４Ｅ－２ １．３４４７Ｅ－１

ＺＤＴ６
０．４８６１１ ０．２６４５３ ０．９６４２４ ０．３４６４１

３．６０５４Ｅ－２ １．７７４３Ｅ－２ １．９８５９Ｅ－１ ３．８０１９Ｅ－２

4

　结束语

针对基本和声搜索算法的随机性较大、稳定性不高，且搜

索没有方向性的缺点，直接将其应用于多目标优化不能取得较

好的效果，于是将分布估计算法引入到和声搜索算法。数值实

验和仿真结果验证了 ＭＨＳＥＤＡ算法能够高效稳定地收敛到
Ｐａｒｅｔｏ最优前沿，获得分布均匀的 Ｐａｒｅｔｏ最优解集，是一种有
效的多目标进化算法。

参考文献：

［１］ 玄光男，程润伟．遗传算法与工程优化［Ｍ］．于歆杰，周根贵，译．

北京：清华大学出版社，２００４．

［２］ ＤＥＢＫ，ＰＲＡＴＡＰＡ，ＡＧＡＲＷＡＬＳ，ｅｔａｌ．Ａｆａｓｔａｎｄｅｌｉｔｉｓｔｍｕｌｔｉｏｂ

ｊｅｃｔｉｖｅｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ：ＮＳＧＡⅡ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＥｖｏｌｕｔｉｏ

ｎａｒｙＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００２，６（２）：１８２１９７． （下转第１６６５页）
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ｆｌｉｘ子数据集上，这两种 ＫＮＮ算法的性能均优于 ＬＲＡ和 ＳＶＤ
算法，这可以理解为ＫＮＮ算法的抗稀疏性更强，而该实验所采
用的Ｎｅｔｆｌｉｘ子数据集相比于本实验所采用的 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ数据
集更加稀疏，故在更稀疏的 Ｎｅｔｆｌｉｘ子数据集上 ＫＮＮ算法的性
能远优于ＬＲＡ和 ＳＶＤ算法。同时在更稀疏的 Ｎｅｔｆｌｉｘ子数据
集上，ＳＶＤ算法也出现了过拟合现象，且过拟合的程度更大。

综合两个数据集上的实验结果，可以得出本文所提出的

ｗＡＬＳ算法的性能明显优于传统的 ＬＲＡ、ＳＶＤ、基于用户的
ＫＮＮ和基于项目的ＫＮＮ算法，ｗＡＬＳ算法的抗稀疏性强，在更
加稀疏的Ｎｅｔｆｌｉｘ子数据集上这种优势更加明显。而且当特征
数较小时，ｗＡＬＳ算法的性能随着特征数的增加而显著提高；当
特征数增加到一定程度后即迅速趋于收敛，得到较理想的实验

结果，如在本实验所采用的两个数据集上当特征个数达到３０
个特征后即趋于收敛。由于在较小的特征个数下即可以达到

较理想的实验结果，而从定理１可知本算法的运算时间与特征
个数的平方成正比，故本算法的运算效率很高。

.

　结束语

本文在前人研究的基础上提出一种加权的迭代最小二乘

法（ｗＡＬＳ）来解决单类协同过滤问题，对明确的正例数据赋予
权重１，对于无法解释的混合数据赋予一个小于１大于０的正
实数权重，进而分别在真实的Ｎｅｔｆｌｉｘ子数据集和 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ数
据集上实现本文所提出的算法；并以ＡＵＣ值为性能评价标准，
将其与传统的ＬＲＡ、ＳＶＤ、基于用户的ＫＮＮ和基于项目的ＫＮＮ
算法的性能进行了比较。实验结果表明本文所提出的 ｗＡＬＳ
算法远优于其他几个经典的单类协同过滤推荐算法。在以后

的工作中笔者还将考虑 ｗＡＬＳ算法的冷启动、并行化的问题，
以及与其他算法结合提出性能更高的混合模型。

参考文献：

［１］ 吴金龙．ＮｅｔｆＬｉｘＰｒｉｚｅ中的协同过滤算法［Ｄ］．北京：北京大学，

２０１０．

［２］ ＲＩＣＣＦ，ＲＯＫＡＣＨＬ，ＳＨＡＰＩＲＡＢ，ｅｔａｌ．Ｒｅｃｏｍｍｅｎｄｅｒｓｙｓｔｅｍｈａｎｄ

ｂｏｏｋ［Ｍ］．［Ｓ．ｌ．］：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１１．

［３］ ＡＤＯＭＡＶＩＣＩＵＳＧ，ＴＵＺＨＩＬＩＮＡ．Ｔｏｗａｒｄｔｈｅｎｅｘｔｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｏｆｒｅｃ

ｏｍｍｅｎｄｅｒｓｙｓｔｅｍｓ：ａｓｕｒｖｅｙｏｆｔｈｅｓｔａｔｅｏｆｔｈｅａｒｔａｎｄｐｏｓｓｉｂｌｅｅｘｔｅｎ

ｓｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＫｎｏｗｌｅｄｇｅａｎｄＤａｔａＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

２００５，１７（６）：７３４７４９．

［４］ 罗辛，欧阳元新，熊璋，等．通过相似度支持度优化基于 Ｋ近邻的

协同过滤算法［Ｊ］．计算机学报，２０１０，３３（８）：１４３７１４４５．
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